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3. Zaklady topologie

V této kapitole uvddime nejzékladnéjsi topologické pojmy nutné k porozuméni nésledujicim ka-
pitolam. Ctenaf zde nalezne definice pojmii: topologie, indukovan4 topologie, okoli bodu, kompaktni
mnozina, spojité zobrazeni, souvisld mnozina, homeomorfismus a dalsi. Ddle zde uvddime ncktera
zakladni tvrzeni tykajici se definovanych pojmui.

Priklady a cviceni k této kapitolce byly slouceny s priklady a cviceni v nasledujici kapitole, nebot se
tykaji pouze pfirozené topologie na R.

3.1 Topologicky prostor. Na mnoziné X je zadana topologie, je-li urCen systém 7 podmnoZzin X spliiujici
podminky (axiomy topologie):

1.9, X € t;

2.jsou-li Y, Z e r potomY NZ e 7;

3.je-li S C 7 potom US € 7.

Prvkim systému 7 fikdme ofeviené mnoziny, mnoZiné, na niz je zaddna topologie, fopologicky
prostor. Oteviené mnoZin€ obsahujici bod x € X budeme fikat okoli bodu x. Mnozina Y C X se nazyva
uzavrend, pokud X \ Y je oteviend.

Casto pouzivanym kritériem toho, zda mnoZina Y je oteviend, je to zda, ke kazdému bodu y € Y existuje jeho
okoli U takové, ze U C Y. Diikaz tohoto tvrzen{ pfenechdvime ¢tenafi.

Druhy axiom topologie 1ze snadno rozsifit na libovolny kone¢ny systém mnozin. Tohoto faktu budeme vyuzivat.

Prikladem topologického prostoru je R s pfirozenou topologii. Tomuto prostoru je vénovéana nasledujici kapitola,
pro ilustraci si uvedeme definici pfirozené topologie jiz nyni. MnoZina U C R je nazyva oteviend v prirozené
topologii R, jestlize ke kazdému bodu x € U existuje otevieny interval / takovy,Zzex e I C U.

Snadno zjistime, Ze interval (0, 1) je oteviend mnoZina, ale interval [0, 1] ani (0, 1] otevfenou mnoZinou neni.

Necht'Y C X a 7 topologie na X, poloZme
ty ={YNU | Uert}. (3.1.1)

Véta 3.1. Vziah (3.1.1) definuje topologii na mnoZiné Y .

D i k a z. Ovéfime postupné v§echny axiomy topologie.

Axiom 1: V definici (3.1.1) jednou z mnoZin U je i mnoZina @ (topologie na X pfece splituje prvni axiom
topologie). Dostavame, Ze @ € ty. Podobné jednou z mnoZin U bude i X, mdme tedy Y € ty.

Axiom 2. Necht'U’, V' € ty ze vztahu (3.1.1) plyne, Ze existuji mnoZziny U, V € 7 takové,ze U’ = YNU
aV/ =Y NV.Méame

Unv=xnu)nyny)
=¥nNny)ynUny) (asociativita a komutativita)
=YnNnUny)ery. (definice 7y)

Axiom 3. Necht' S C 7y, ukdZeme, Ze US € ty. Ze vztahu (3.1.1) plyne, Ze existuje systém S’ C 7
takovy,ze S={YNU | U e §'}.

UuS=u{ynu | UeS)

=YN(U{U | UeSY) (ovéite!)
=Y NUS) e 1y. US e1)

Topologii definované vztahem (3.1.1) se fik4 indukovand topologie na Y . MnoZinu Y s touto topologii
nazyvame topologicky podprostor topologického prostoru X.
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Necht'Y je podmnoZinou X, pak prvek x € X spliiuje pravé jednu z ndsledujicich podminek:
1. existuje okoli U bodu x takové,7ze U C Y;
2. existuje okoli U bodu x takové,ze U C X \ Y
3. pro kazdé okoli U bodu x je splnéno U NY #@PalUN(X\Y) #0.
Bod spliiujici prvni (resp. druhou, resp. tfeti) podminku se nazyva vnitinim (resp. vnéjsim,
resp.hranicnim) bodem mnoZiny Y . Mnozinu v§ech vnitfnich bodii mnoziny Y nazyvame vnitiek mnoZiny
Y a znac¢ime int Y. (Obdobné definujeme vnéjsek mnoZiny Y, ktery znacime ext Y, a hranici mnoZiny Y
oznacovanou fr Y.) MnoZinu clY = Y U fr Y nazveme uzdvérem mnoziny Y. MnoZina ¥ C X je hustd
v X, pokud clY = X. Bod x je hromadny bod mnoZiny Y , jestlize v kaZdém okoli x leZi bod mnoZiny Y
rizny od x.

Jako lehké cviCenti si zkuste dokdzat, Ze pro kazdou uzavienou mnozinu Y platiclY =Y.

To, Ze pro kazdy prvek x € X plati pravé jedna z podminek 1-3, vede k zdvéru, Ze mame-li libovolnou mnoZinu
Y C XpotomintY UfrY UextY = X aZe mnoZiny intY, fr ¥, ext Y jsou po dvou disjunktni.

Z toho, jak jsou definovany, je vidét Ze mnoZiny intY a extY jsou oteviené a pfiddme-li fakt, Ze sjednoceni
vnitiku vnéjSku a hranice je cely prostor, dostaneme, Ze hranice je uzaviend mnoZzina.

Topologicky prostor X je nesouvisly, pokud existuji neprdzdné oteviené disjunktni mnoZiny U, V
takové, Zze U UV = X. Topologicky prostor je souvisly, neni-li nesouvisly. PodmnoZina Y topologického
prostoru X se nazyva souvisld, je-li souvisly topologicky prostor Y s indukovanou topologii. Podobné
pro nesouvislost.

Napiiklad mnozina X = (0, 1) U {3} je v R nesouvisla. (MnoZinami U a V jsou zde U = (0, 1), V = {3}V)

Topologicky prostor X se nazyva Hausdorffiiv, jestlize pro kazdé dva rizné body x, y € X existuje
okoli U bodu x a okoli V bodu y takové,Ze U NV = 0.

Rekneme, Ze systém S podmnoZin X pokryvd mnoZinu (je pokrytim mnoziny) A C X, jestlize
US D A. Pokryti se nazyva konecné, jestlize systém S je koneény.?) Pokryti je oteviené, jestlize viechny
mnoziny z S jsou oteviené. Libovolnou podmnozinu §” C S nazveme podpokrytim pokryti S mnoziny
A, jestlize S’ je pokrytim A.

PodmnoZzina A topologického prostoru X se nazyva kompakini, jestlize ke kazdému otevienému
pokryti mnoziny A existuje jeho kone¢né podpokryti mnoziny A.

Véta 3.2. V Hausdorffové topologickém prostoru je kaZdd kompaktni mnoZina uzaviend.

D G k a z. Budte X Hausdorfftiv topologicky prostor, A jeho kompaktni podmnozina. Pokud X \ A = @,
coZ je oteviend mnoZina, je A uzaviend. Pfedpoklddejme, Ze X \ A # @, zvolme libovolné x € X \ A,
ke kazdému bodu a € A existuje okoli U, bodu x a okoli V,, bodu a takové, ze U, NV, = 9.3 Systém
{Va | a € A} je otevienym pokrytim A, existuje tedy jeho kone¢né podpokryti S = {V,,,..., Vg, }.
Polozime U = U, N ... N U,,, Ze se jednd o okoli bodu x je ziejmé, navic U je disjunktni s US, coZ
je nadmnoZina A. Tedy U je disjunktni s A a proto U C X \ A. Dokdzali jsme, Ze ke kazdému prvku
x € X\ A existuje okoli U takové, Ze U C X \ A. To staci, porovnej s pozndmkou za definici topologie,
k tomu aby X \ A byla oteviena.

Véta 3.3. Uzaviend podmnoZina kompaktni mnoziny je kompakini.

D t k a z. Necht’ A je uzaviend podmnozina kompaktni mnoZiny Y topologického prostoru X. Zvolme
libovolné oteviené pokryti S mnoZiny A a pokusme se najit kone¢né podpokryti A. MnoZina X \ A je
oteviend (doplnék uzaviené mnoziny) a systém S’ = S U {X \ A} je otevienym pokrytim Y. Protoze
Y je kompaktni, existuje jeho kone¢né podpokryti 7/ C S’ mnoziny Y, pokryti T = T’ \ {X \ A} je
kone¢nym podpokrytim § mnoZiny A.

Budte X, Y topologické prostory, fekneme, Ze zobrazeni f : X — Y je spojité v bodé x € X, jestlize
pro kazdé okoli U bodu f(x) existuje okoli V bodu x takové,Ze f(V) C U.Zobrazeni f je spojité, je-li
spojité v kazdém bod€ x € X. Zobrazeni f je nespojité v bodé x € X, neni-li v ném spojité. Zobrazeni
je nespojité, pokud neni spojité v kazdém bodé x € X.

Pokud budeme n&kdy hovofit o spojitosti zobrazeni f : X — ¥ na mnoZiné X’ C X, budeme tim mit na mysli
spojitost zobrazeni f|x+ vzhledem k indukované topologii na X’.

D Ano spravné, mnoZzina V = {2} je v indukované topologii na X oteviend, protoze V = (2,4) N X.
DTo znamend, Ze pocet prvki mnoziny S je konecny.
3Jsme ptece v Hausdorfové prostoru, ne?
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Véta 3.4. Zobrazeni f : X — Y je spojité prdavé kdyz, vzorem kaZdé oteviené mnoZiny v 'Y je oteviend
mnoZinav X.
D i k a z. BudiZ f spojité a U oteviend mnoZina v Y, ukdZeme, Zze f~!(U) je oteviend v X. Podle
poznamky za definici topologie staéi ukazat, Ze ke kazdému bodu x € f~!(U) existuje jeho okoli V
takové, ze V C U. MnoZina U je oteviend a obsahuje bod f(x), je to tedy okoli f(x), k nému ze
spojitosti f v bod& x existuje okoli U bodu x takové, Ze f(U) C V, to znamend, ze U C f~'(V).
Predpoklddejme nyni, Ze vzorem kazdé oteviené mnoziny je oteviend mnozina. Zvolme libovolny bod
x € X adokazme, Ze f je v ném spojité. Zvolme okoli U bodu f(x) libovolng, U je oteviena mnoZina
a podle predpokladu je jeji vzor V = f~!(U) oteviend mnoZina. Protoze x € V a f(f~'(U)) c U ¥
nasli jsme okoli V bodu x takové, 7ze f(V) C U.

Obdobné 1ze dokdzat, Ze pro spojité zobrazeni plati, Ze vzor kazdé uzaviené mnoZiny je uzaviend mnoZzina.

Véta 3.5. Budte f : X > Y, g: Y — Z spojitd zobrazeni pak g o f je spojité zobrazeni.

D t k a z. Podle véty 3.4 staci ukdzat, Ze vzor libovolné oteviené mnoZiny je oteviend mnozina. Necht’
V C Z je oteviend potom (g o £)~1(V) = f~1(g7 (V) (ovéite!), ale U = g~ (V) je podle véty 3.4
oteviend a podle stejné véty je otevienai f~1(U) = f~1(g~1(V)).

Véta 3.6. Spojity obraz kompaktni mnoZiny je kompakini mnoZina.

Dikaz. Necht f : X — Y je spojité zobrazeni topologickych prostord, A C X kompaktni podmnoZina.
Ovéfime, Ze f(A) je kompaktni podmnozZina. Necht' S je oteviené pokryti mnoZiny f(A), uvazujme
systém T = {f~1(U) | U e S}, to je oteviené pokryti A. (Ze se jedna o pokryti plyne z faktu, Ze pokud
f(A) c B, potom A c f~'(B). Ovéite pro B = US! Otevienost mnozin f~'(U) plyne z véty 3.4.)
Pokryti T mé kone¢né podpokryti {f~'(Uy), ..., f~'(U,)} mnoziny A. Hledanym podpokrytim S
mnoziny f(A) je {Uy, ..., U,}.>

Véta 3.7. Spojity obraz souvislé mnoZiny je souvisld mnoZina.

Dt k a z. Pfedpokladejme, Ze pfi spojitém zobrazeni f : X — Y by obrazem souvislé mnoziny A C X
byla nesouvisld mnozina B = f(A). Pak musi existovat disjunktni oteviené mnoziny U, V C Y takové,
7e ani jedna z mnoZin U N f(A) a V N f(A) neni prazdnd a (U N f(A)) U (V N f(A)) = f(A).9
Vimnéme si mnozin f~1(U) N A a f~1(V) N A, jsou to oteviené mnoZiny v indukované topologii
na A (mnoZziny f~'(U), f~'(V) oteviené mnoZiny v X jako vzory otevienych mnoZin pii spojitém
zobrazeni véta 3.4). Déle, jsou to disjunktni mnoZiny, protoZe U a V jsou disjunktni; jsou neprdzdné,
protoze U N f(A) #@aV N f(A) # 0. Nakonec: (f~'(U) N A)U (f~1(V) N A) C A asoulasné

(FHoynAyu (i v)n 4

=AN(fF'W)u (V) (distributivita)
=ANnf~lwuv) (cviteni 1.14.b))

5 AN F7H(f(A)) (protoze U UV D f(A))
= A. (proc?)

To znamend, Ze (f~'(U)N A)U (f~1(V) N A) = A aproto je A nesouvisla. To je spor, A ma byt podle
predpokladu souvisla.

Bijektivni zobrazeni f : X — Y topologickych prostorii nazveme homeomorfismus, pokud f i
£~ jsou spojitd. Existuje-li mezi dvéma topologickymi prostory homeomorfismus, ikdme, Ze jsou
homeomorfni.

UZitim vét 3.6 a 3.7 dostdvame, Ze se souvislym (resp. kompaktnim) prostorem muZze byt homeomorfni pouze
souvisly (resp. kompaktni) prostor. Naptiklad [0, 1] a [0, 1) U 2 nemohou byt homeomorfni.

Véta 3.8. Kompozice dvou homeomorfismii je homeomorfismus.

Dovette!

5)Zdejsmevyuiili toho faktu, Ze mame-li f : X - YaXy,..., X, C Xpotom f(X1U...UXy)=f(XDU...Uf(Xp)
(viz. piiklad 1.2) a 7e pokud Y’ C f(X), potom f(f~L(¥")) =Y.

©)Indukovand topologie na f(A)!
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D G k a z. Plyne (jak?) z toho, Ze sloZeni dvou bijekci je bijekce (Kapitola 1) a sloZeni dvou spojitych
zobrazeni je spojité (véta 3.5).



