Matematickd analyza I

prednasky M. Malka

cviceni A. Hakové a R. Otahalové
Zimni semestr 2004/05

* / ® WV * / /

4. Topologické vlastnosti mnoziny redlnych
v /
Cisel
V této kapitole definujeme prirozenou topologii na mnoZiné redlnych cisel a uvadime jeji zdkladni
vlastnosti: charakterizujeme souvislé a kompaktni mnoziny v R uvadime (jako disledek obecnych
topologickych tvrzeni z pfedchozi kapitoly) Bolzanovu a Weierstrassovu vétu.

Déle se zabyvame zdkladnimi vlastnostmi spojitych funkci redlné proménné a definujeme pojem
limity.

Na konec kapitoly byla naplanovédna obecna definice mocninné, exponencidlni a logaritmické funkce
(pomoci vysledki této kapitoly); v této verzi textu ji tam ale bohuZel nenajdete.

4.1 Prirozena topologie na R. MnoZina U C R se nazyva oteviend, jestlize ke kazdému bodu x € U
existuje otevieny interval / takovy,zex € I C U.

Véta 4.1. Systém vSech otevienych mnozin U C R je topologie na R.
D G k a z. Pro prazdnou mnozinu a celé R definice plati prvni axiom topologie je tedy splnén.

Necht' U, V jsou oteviené, pak pro bod x € U N V existuji oteviené intervaly I, J takové, Ze
xelcUaxeJ CV.OvsemINJ jeotevieny interval aplatix e I NJ C U NV, to znamen4, Ze
U N J je oteviend a je splnén druhy axiom topologie.

Necht' S je systém otevienych mnoZin, zvolme libovolny prvek x € US. Potom existuje U € S tak,
Ze x € U. ProtoZe U je oteviend, existuje otevieny interval [ tak, Ze x € I C U. Z definice sjednoceni
systému vime, Ze x € I C U C US. To dokazuje platnost tfettho axiomu topologie.

Nebude-li uvedeno jinak, budeme vZdy mnoZinu R uvaZovat s pfirozenou topologii.
Snadno se lze presvédcit, Ze R s pfirozenou topologii je Hausdorffiv topologicky prostor.

Podivejme se, jak vypadaji souvislé a kompaktni mnoZiny v R. Nejprve uvedeme jednoduché pomocné
tvrzeni:

Lemma 4.2. Necht’X C R je mnoZina takovd, Ze pro kaidé x,y € X, x < y, plati [x,y] C X. Pak X
je interval.V)
D @ k a z. Pfenechdme ¢tenéfi.

Véta 4.3. Necht’X je neprdzdnd podmnozina. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:

1. X je souvisld,

2. X je interval.

D G k a z. Pfedpokladejme, Ze mnoZina X neni interval. Podle pfedchoziho lemmatu tedy existuji body
x,y,ztakové, Ze x < z < y,x,y € X az ¢ X. Pak ale mnoziny (—o0,z) N X a (z,00) N X jsou
neprazdné, oteviené v X a tvoii rozklad mnoziny X. To ov§em znamend, Ze X neni souvisld mnoZina.
Dokaézali jsme tedy, Ze kazda neprazdna souvisld mnoZzina je interval.

Necht’ X je interval a pfedpokladejme, Ze je nesouvisly. Existuji tedy mnoziny U, V oteviené v R
takové,ze UNX a VN X jsouneprazdnéa X = (UNX)U(VNX).Zvolmetedyx e UNXay e VNX,
muzeme predpokladat, Ze x < y. ProtoZe X je interval, plati [x, y] C X. Polozme z = sup(U N (x, y)),
to urcité existuje a plati pro néj, Ze x < z < y (z # y, protoZze V je oteviend mnoZina a existoval
by interval J tak, aby y € J C V). Bod z lezi v (x, y) C X leZi tedy v jedné z mnoZin (x, y) N U,
(x, y) N V.V mnoziné (x, y) N U ale lezet nemuiZe, protoZe by existoval otevieny interval I > z tak, Ze
I C (x,y) N U az by nebylo horni zdvora sup(U N [x, y]). V mnoZiné (x, y) N V leZet také nemiize,
protoZe by existoval otevieny interval J > z tak, Ze J C (x, y) NV a z by nebylo nejmensi horni zdvora
sup(U N [x, y]). To je ale ve sporus X = (U N X) U (V N X).

DMnozina R je ovSem taky interval (poopravte si definici uvedenou diive).
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Dusledek 4.4 (Bolzano). Je-li I C R interval a f : I — R spojitd funkce, pak f(I) je interval.
D i k a z. Plyne z pfedchozi véty a z véty 3.7.

Lemma 4.5 (Heine-Borel). KaZdy interval [x, y] C R je kompaktni mnoZina.

D d k az. Necht'S je oteviené pokryti intervalu [x, y]. Oznaéme A mnoZinu vSech z € [x, y] takovych,
ze existuje konecné podpokryti 7 C § intervalu [x, z]. Jist€ x € Aay > A. Existuje tedy zo = sup A.
Nyni ovéfime dvé véci: 1. zg € A, 2. zo = y. Tim bude néhle tvrzeni dokdzano.

1. Pfedpoklddejme, Ze zo ¢ A a zvolme U € S tak, Ze zp € U. JelikoZ zo = sup A, jisté existuje
prvek z € A, ktery lezi v néjakém otevieném intervalu, obsahujicim zg. Necht' T C S je konecné pokryti
intervalu [x, z]. Pak T U {U} C S je kone¢né pokryti intervalu [x, zo], z0 € A a dostdvdme spor.

2. Predpoklddejme, Ze zop < y a oznaCme 7T C S kone¢né podpokryti intervalu [x, zo]. MnoZina
U e T, ktera obsahuje bod zg, obsahuje i néjaky otevieny interval I C [x, y] takovy, Ze zo € I. Pro
libovolny bod z € I, z > zo, nyni T pokryvd interval [x, z]. To znamen4, Ze z € A a dostdvame spor
s tim, Ze zgp = sup A.

Véta 4.6. Necht’X C R je neprdzdnd podmnoZina. Ndsledujict dvé podminky jsou ekvivalentni:
1. X je kompaktni,
2. X je uzavrend a ohranicend.
Dt k a z. Pfedpokladejme, Ze mnoZzina X je kompaktni. Podle véty 3.2 je X uzaviend. Pfedpokladejme,
Ze mnoZina X neni ohraniCend. Pak systém {(—n,n) | n € N} je jeji oteviené pokryti, které nema
konecné podpokryti. To ale znamen4, Ze je ohrani¢ena.

Predpokladejme, Ze mnoZina X je uzaviend a ohranicend. Pak existuje uzavieny interval [x, y] C R
takovy, Ze X C [x, y]. Tento interval je kompaktni (podle pfedchoziho lemmatu), X je jeho uzaviend
podmnoZina a podle véty 3.3 je tedy kompaktni.

Dusledek 4.7. KaZdd neprdzdnd kompakini podmnoZina R md maximum a minimum.
D G k a z. Plyne z pfedchozi véty a z toho, Ze kazda neprazdnd uzaviend ohrani¢end mnoZina v R ma
maximum a minimum (proc?).

Dusledek 4.8 (Weierstrass). KaZdd spojitd funkce, definovand na neprdzdné kompakini podmnoZiné R
md maximum a minimum.

Dtk a z. Plyne z toho, Ze spojity obraz kompaktni mnoziny je kompaktni mnoZina (véta 3.6), z véty 4.6
a predchoziho ddsledku.

4.2 Vlastnosti spojitych funkci v R. Funkce f : X C R — R se nazyva spojitd zleva (ptipadné zprava)
v bod€ xp € X, je-li v tomto bodé€ spojité jeji ziZeni na mnozinu X N (—oo, xg] (pfipadné [xg, c0)).
Veskeré vysledky o spojitosti funkce v bod€, které uvedeme, se daji snadno pfevést na spojitost zprava
a zleva. Néasledujici tvrzeni je jednoduchym disledkem definic:

Véta 4.9. Funkce f : X C R — R je spojitd v bodé xo € X, prdvé kdyZ je v tomto bodé spojitd zleva
i zprava.

Véta 4.10. Funkce f : X C R — R je spojitd v bodé xo € X, pravé kdyZ ke kaZdému otevienému
intervalu J se stredemv bodé f (x¢) existuje otevieny interval I se stredemv bodé xgtak, Ze f(INX) C J.
Dk az. Necht f je spojitd v x¢. Pak k otevienému intervalu J se stfedem v bod€ f(x) existuje okoli
U bodu xq v topologii R tak, Ze f(U N X) C J (to plyne z definic indukované topologie a spojitosti).
Podle definice pfirozené topologie toto okoli ovS§em obsahuje néjaky otevieny interval / se stfedem v xp.
Plati f(I N X) C J.

Zvolme nyni naopak libovolné okoli V bodu f(xg). Podle definice pfirozené topologie toto okoli
obsahuje néjaky otevfeny interval J se stfedem v f(xp). K nému ovSem podle pfedpokladu najdeme
otevfeny interval / se stfedem v bod¢€ xg tak, Ze f(I N X) C J C V. Tim je dokdzana spojitost funkce
f v bodé xg.

Dusledek 4.11. Funkce f : X C R — R je spojitd v bodé xg, pravé kdy? ke kaZdému &islu ¢ > 0
existuje Cislo 0 > 0 takové, Ze pro kazdé x € X, které spliiuje |x — xo| < 9, plati | f (x) — f(x0)| < e.
D ik a z. Sta¢i si uvédomit, Ze mnozina vSech x € R takovych, Ze |x —xg| < 9, je interval (xg —J, xg+9)
amnozina{y e R | |y — f(xo)| < &}, interval (f(x0) — ¢, f(x0) + €).
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DokaZme spojitost funkce f : R = R, f(x) = |x|. Zvolme xg € R, 6 > 0 a polozme ¢ = ¢. Nyni pro kazdé
x € R, pro které plati |[x — xo| < J, mdme

|f(x) = f(xo)| = |Ix] — |xol|
< |x — xol (cviceni 2.10 e))
<d=ce.

Definujme funkci signum sgn : R — R pfedpisem

—1, jestlizex <O,
sgn(x) = 0, jestlizex =0,
1, jestliZex > 0.

Dokazme nespojitost funkce signum v bodé 0. Musime najit okoli U bodu sgn(0) = 0 tak, Ze pro kazdé okoli V
bodu O neplati f(V) C U.Polozme U = (—%, %), zvolme nyni libovolné okoli V bodu 0 a ukazme, Ze V obsahuje

bod x takovy, Ze f(x) ¢ (—%, %), protoZe V je oteviend obsahuje interval I se stfedem v 0 zvolme x € I, x > 0.
Plati sgn(x) = 1 & (—3, 3).

Véta 4.12. Funkce f : R\ {0} > R, f(x) = 1/x je spojitd.
Didkaz Nechtx € R, x # 0. K &islu e > 0 zvolme 9 tak, aby

2
5 < min ] KOl €5 “.2.1)
272
Nyni ze vztahu [x — x¢| < ¢ plyne jednak
0 > |x —xo| = |xo — x|
> [lxol — |x|| (cviCeni 2.10 e))
> |xol — |xI,

COZ znamena, ze

x| > |xol =9, 4.2.2)
dale
1 1| |xo—x _|x0—x|< |xo — x| - 0 - o
X X0 XX0 Ixllxol  (Ixol = d)lxol  (Ixol — d)lxol ol — |xol ol
2
20 20 )
=— =—¢ < -¢g=g¢.

xg exg o

Véta4.13. Necht'f, g, h : X C R — R jsou funkce spojité v bodé xo, 0 ¢ h(X). Pak ndsledujict funkce
Jjsou rovnéZ spojité v bodé xy:

1. f+g,

2.f-8

3. f/h.

Dikaz. 1. Zvolme ¢ > 0. JelikoZ funkce f a g jsou spojité v xo, existuji ¢isla d;, d, > 0 takova, Ze pro
x € (xo —d1,x0 + d1) je | f(x) — f(xo)| < &/2aprox € (xo — &2, x0 + 2) je |g(x) — glxo)| < &/2.
Polozme 6 = min{d, d»}. Pro x € (xg — J, xo + J) nyni mame

Lf(x) 4+ g(x) — f(x0) — g(xo)| < |f(x) — f(x0)| +1g(x) — g(x0)]
<eg/24+¢e/2=c¢.

s ws

2. Zvolme ¢ > 0. JelikoZ funkce f a g jsou spojité v xo, existuji ¢isla d1, oo, M > 0 takova, Ze pro
x € (xo—91, x0+01) je | f(x)] < M (kazda funkce spojitd v bod€ xg je na né¢jakém jeho okoli ohrani¢end
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— viz. cviceni 32), | f(x) — f (x0)| < &/2|g(x0)| aprox € (xo—d2, X0 +2) je |g(x) — g(xo)| < &/2M.
PoloZzme 6 = min{dy, d»}. Pro x € (x9 — J, xo + J) mame

[ f(x)g(x) — f(x0)g(x0)]
=|f(x)gx) — f(x)g(xo0) + f(x)g(xo) — f(x0)g(x0)l
< If(XS)Ilg(x) - g(xo)lg-i- lg (o)l f (x) = f(xo0)]

< M— +|g(xo)| =¢
2M 2|g(xo)|

3. Plyne (jak?) z disledku 4.11, z véty 3.5, véty 4.12 a z bodu 2. této véty.

Dusledek 4.14. Pro kazdé n € N je funkce pow,, spojitd.
D @ k a z. Plyne matematickou indukei ze spojitosti funkce idg (piiklad 1) a z bodu 2.

Dusledek 4.15. Necht'f, g : X C R — R jsou spojité funkce, a, b € R. Pak funkce af + bg je spojitd.
D G k a z. Plyne ze spojitosti konstantni funkce a z bodd 1. a 2.

Dusledek 4.16. KaZdd afinni funkce je spojitd.
D @ k a z. Plyne ze spojitosti funkce idr (piiklad 1) a pfedchoziho disledku.

Véta 4.17. Necht' f, g : X C R — R jsou spojité funkce. Pak

1. MnoZina vSech x € X takovych, Ze f(x) = g(x), je uzaviendv X.

2. MnoZina vSech x € X takovych, Ze f(x) < g(x), je uzaviendv X.

Diikaz. Podle véty 4.13 je funkce h = f — g spojita. Prvni mnoZina je rovnah~!{0}, druhd A~ (— o0, 0].
Jsou to tedy vzory uzavienych mnoZin pfi spojitém zobrazeni.

Dusledek 4.18. Necht' f,g : X C R — R jsou spojité funkce, A C X mnoZina hustd v X. Pak

z fla=glaplyne f =g.
D i k a z. Podle pfedchozi véty je mnozina B vSech x € X, pro néz f(x) = g(x), uzaviend v X. Plati
X =clACclB = B,neboli B =X.

Dusledek 4.19. Necht' f,g : X C R — R jsou spojité funkce, A C X mnoZina hustd v X. Pak

z fla < glaplyne f < g.
D i k a z. Stejny jako diikaz pfedchoziho disledku.

Véta 4.20. Libovolny otevieny interval v R je homeomorfni s R.
D G k a z. M&jme dva oteviené intervaly (aj, b1) a (az, by). Funkce f : R —» R,

x —by X —ai

je afinni. Funkce £ ! existuje (jak se Ize snadno presvédcit) a je rovnéZ afinni. f je tedy homeomorfismus.
Navic, f(a1, b1) = (az, by). Pfislusnym ziZenim tedy dostaneme homeomorfismus intervalt (ap, b1) a
(aZJ b2)'

Definujme nyni zobrazeni g : R — (—1, 1) pfedpisem

(ovéite, Ze se jednd o inverzi). Zobrazeni g i g~! jsou spojité (to plyne z véty 4.13 a spojitosti absolutni
hodnoty) a g je homeomorfismus. MnoZina R je tedy homeomorfni s intervalem (—1, 1) a tedy, podle
toho, co jsme dokdzali pted chvili, i s libovolnym jinym ohrani¢enym otevienym intervalem (kompozice
dvou homeomorfismi je homeomorfismus! Véta 3.8).
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Konecné, pro intervaly (—oo, a) a (b, 0o) plati g(—o0,a) = (—1,a/(1 +|a])) ag(b,0c0) = (b/(1 +
b1), 1).

Tim je celd véta dokdzana.

Véta 4.21. Necht’' I je interval. Libovolnd rostouci nebo klesajici spojitd funkce f intervalu I je
homeomorfismus I a f(I). Libovolnd prostd spojitd funkce f intervalu I je rostouct nebo klesajici.
Diikaz. 1. Pfedpokladejme naptiklad, Ze funkce f je spojitd a, feknéme, rostouci. Pak f je bijekce mezi
mnoZinami I a f(I) a stadi dokézat, Ze zobrazeni f~! : f(I) = I? je spojité. Obrazem libovolného
intervalu [a, b] C I je podle dusledku 4.4 néjaky interval; jelikoZ funkce f je rostouci, musi to byt
interval [ f(a), f(b)]. Podobny vysledek ziskdme pro polooteviené a oteviené intervaly. Nyni jiZ prvni
¢ast tvrzeni (pro rostouci funkcei) plyne z diisledku 4.11. Pro klesajici funkci 1ze tvrzeni dokazat podobné.

2. Predpokladejme, Ze funkce f je spojitd a prostd a zvolme libovolné€ body x1, x2,x3 € I, x1 <
x2 < x3. Snadno se vidi, Ze plati f(x1) < f(x2) < f(x3), nebo f(x1) > f(x2) > f(x3). Kdyby
totiz bylo napiiklad f(x1) < f(x2) a f(x3) < f(x2), pak by podle disledku 4.11 existoval bod
y € f(x1,x2) N f(x2,x3), ktery by mél vzor jak v intervalu (x1, x7), tak v intervalu (x2, x3). To by byl
spor s injektivnosti funkce f.

Zvolme nyni libovolné dva body a,b € I, a < b, a predpokladejme, 7Ze f(a) < f(b). Z tohoto
predpokladu odvodime, Ze funkce f je rostouci (z pfedpokladu f(a) > f(b) se da stejnym postupem
odvodit, Ze je klesajici). Pfipustme, Ze funkce f nenf rostouci, ¢ili, Ze existuji body c,d € I, c < d,
s vlastnosti f(c) > f(d). Nyni se snadno vidi, Ze at’je vzdjemnd poloha bodt a, b, c, d jakakoli, vzdy
z nich lze vybrat trojici x| < xp < x3, kterd nespliiuje f(x1) < f(x2) < f(x3) ani f(x1) > f(x2) >
f(x3).

Diikaz je hotov.

4.3 Limita. M¢jme topologicky prostor X, Hausdorffiiv topologicky prostor Y, zobrazeni f : A C
X — Y abod xo € cl A. Limitou zobrazeni f v bodé xpazyvame prvek yy € Y takovy, Ze
1. jestlize xo € A, pak zobrazeni f je spojit€ v xo a f(xo) = yo,
2. jestlize xo ¢ A, pak zobrazeni f : AU {xp} = Y, definované predpisem
=« | fx), jestlize x # xo,
fx) = [ Yo, Jjestlize x = xop, (4.3.1)
je spojité v xo.
Je-li yg limitou zobrazeni f v bodé€ x¢, piSeme yo = limy_, x, f(x).

Casto budeme pracovat s limitou zobrazeni f, ziZeném na n&jakou podmnoZinu A N B, kde B C A.
V takovém pripadé pouzivime tuto symboliku:

Jim flans() = lim f(x). (432)

xeB

Véta 4.22. Necht'f : A C X — Y. Pak limx-xy f(x) = yo, prdvé kdyz? ke kazdému okoli V bodu yg
A

existuje okoli U bodu xg tak, Ze f(U N A) C V.
D ik a z. Véta je pifimym disledkem definic limity spojitého zobrazeni a indukované topologie.

Véta 4.23. KaZdé zobrazeni md v daném bodé nejvyse jednu limitu.

Dt k a z. Necht’ yj, yp jsou dvé rizné limity zobrazeni f : A C X — Y vbodé xop € X, Vi a V,
takova okoli bodl y; a yp, Ze Vi NV, = @ (tato okoli existuji — prostor Y je Hausdorffiv). Podle
véty 4.22 existuji okoli Uy a U, bodu x¢ takova, ze f(U; N A) C Vi a f(Ux N A) C V,. JelikozZ xg je
bod uzdvéru mnoZiny A, existuje bod x € A, ktery leZi soucasné¢ v mnoZinidch U; a U,. Pro tento bod
ale plati f(x) € Vi N Va, coZ je spor.

DPfesns feceno, udélali jsme tohle: vzali jsme funkci f : I — f (1), definovanou stejnym piedpisem, jako funkce f (zaZen{
oboru hodnot) a zjistili, Ze je to bijekce. Nasli jsme inverzni funkci f —1 a oznacili jif —1 Je to urcitd nepfesnost; proto je tieba,
abys byl, mily ¢tendfi, pri véci.
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Véta 4.24 (limita sloZeného zobrazeni). Budie X, Y, Z topologické prostory, xy bod uzdvéru mnoZiny
A C X. Ddle budte f : A — Y zobrazent, které md limitu yo = limy_,, f(x), a g : Y — Z zobrazeni
spojité v yo. Pak zobrazeni g o f md limitu v bodé xo a plati

xgrgo(g o f)(x) = g(o)- (4.3.3)

D G k a z. Plyne pfimo z definice limity a véty 3.5.

NeZ aplikujeme pojem limity na funkce redlné proménné, zavedeme nésledujici pomocny pojem:
Roz§itenou mnoZinou redlnych ¢isel nazyviame mnozinu R = R U {—oc0, o0}, kde —oco0 a oo jsou
libovolné dva riizné prvky, tzv. nevlastni body, které nejsou redlnymi &isly.>

v

Pro libovolné x € R klademe —oo < x ax < oco. Tim jsme roz§ifili uspofdddni na R na mnoZinu R.

Ovéite, Ze jsme na R opravdu definovali uspofddani.

Véta 4.25 (zobecnéna véta o supremu a infimu). KaZdd mnoZina X C R mdv R supremum a infimum.
Dtk a z. Je-li mnozina X neohrani¢end shora (ptipadné zdola), je sup X = oo (pfipadné inf X = —o0).
Je-li X = 0, je sup X = —oo0 a inf X = 00.?) Pro ostatni mnoZiny plyne existence suprema z véty 2.5 a
infima z véty 2.6.

Topologii na R definujeme pomoci topologie na R takto: MnoZina X C R je otevfend, jestlize
nésledujici podminky
1. mnoZina X N R je oteviend v R,
2. jestlize —oo € X, pak pro néjaké x € R plati [—oo, x) C X,
3. jestlize co € X, pak pro n&jaké x € R plati (x, co] C X.Y

Limity funkci redlné proménné vzdy uvazujeme v mnoziné R. V limité lim,_, y, f (x) tedy miiZe byt
xo = —oo nebo xg = 0o (pokud je —oo nebo oo hromadnym bodem defini¢niho oboru funkce f) a miize
také vyjit limy_, , f(x) = —oo nebo lim,_,, f(x) = co. V prvnim piipadé pak hovoiime o limité
v nevlastnim bodé, ve druhém o nevlastni limité.
Véta 4.26. Bud' f : X C R — R monotonni funkce. Je-li xo bod uzdvéru mnoziny (—oo, xo) N X, pak
existuje limita

lim f(x). 4.3.4)

X=X
X <x0

Je-li xg bod uzdvéru mnoziny (xg, 00) N X, pak existuje limita

lim £ (x). 4.3.5)
X>)C0

D 1 k a z. DokdZeme existenci limity lim = f(x) pro pripad, Ze funkce f je neklesajici. Oznac¢me

X—X
Yo = SUpPyy, S (x)® a zvolme libovolné okoli V bodu yy. Jisté pro kazdy bod x € X, x < xo, plati
f(x) < yo ajisté existuje bod x; € X, x; < x, takovy, Ze f(x1) € V (oboji plyne z véty 2.7). Pak ale
f((x1,x0) N X) C V. Tim je tvrzeni dokdzano. Kde jsme vyuZili, Ze funkce f je neklesajici?
Limity

lim f(x)a lim f(x)

X=X X—=>X()

X <x0 xX>Xx0

nazyvame limitou zleva a limita zprava. Znac¢ime je lim, _, x5 f(x)alim x fx).

3Prvkiim oo a —oo nenf tieba prikladat néjaky zvlaStni vyznam. Jsou to prosté pomocné prvky.

DPros? Porovnejte vyslovend tvrzeni s definicemi suprema, infima hornf a dolnf z4vory.

5)Intervaly [—o0, x) a (x, o] definujeme, jak ctendr predpoklada.

OTim méame samoziejmé na mysli supremum funkce f, ziZené na mnoZinu (—oo, xg). Podobnou symboliku pouzivime i
dile.
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Véta 4.27. Necht' f : X C R — R je funkce, xo € R bod uzdvéru mnoZiny (—oo, xo] N X i mnoZiny
[x0, 00) N X. Pak limita lim, _ x, f (x) existuje, pravé kdyz existuji limity limx%xo— f(x)a limx%xau f(x)
a jsou si rovny. Plati

lim () = lim f() = lim_f(x) (4.3.6)

X—))CO X—))CO

D @ k a z. Dlikaz pfenechdme ¢tenafi.
V nésledujici vété vyjimecné pfedpoklddame, Ze funkce f, g, h mohou nabyvat i nevlastnich hodnot.

Véta 4.28 (o tech limitach). Budie f,g,h : X € R — R funkce, f < g < h, xo € cl X. Existuji-li
limity limy_, , f(x) a limy_, x, h(x) a plati-li

lim f(x) = lim A(x) = yyp, 4.3.7)
X—>X0 X—>X0

pak existuje i limita limy_, x, g(x) a je rovna yy.
D U k a z. Necht' V je okoli bodu yg, J C V interval, obsahujici bod yg. Z existence limit funkci f a
h plyne, Ze existuje okoli U bodu xg takové, Ze f(U N X) C J ataké h(U N X) C J. Z predpokladu
f <g<hovSsemplyne,Zeig(UNX) C J.

Nyni uvedeme nékolik zakladnich pravidel pro pocitani s limitami.

Véta 4.29. Necht’ f1, f»: X C R — R, xg € cl X. Plati:

1. Jestlize limx—>xo fix)=y1 €Ra limx—>xo f2(x) = y2, pak limx—>x0(f1 + 2)(x) = y1 + y2.

2. JestliZe limy_, x, f1(x) = oo a funkce f> je zdola ohranicend, pak limy_, x,(f1 + f2)(x) = oo.

3. JestliZe limy_, x, f1(x) = —00 a funkce f> je shora ohranicend, pak limy_, ,(f1 + f2)(x) = —oo.
D d k a z. 1. Jestlize xo € X, pak funkce f] a f» jsou spojité v xg a f1(x0) = y1, fa(x0) = y1. To
ale znamend, Ze funkce f; 4+ f> je v tomto bodé také spojita (véta 4.13.1.) a (f1 + f2)(x0) = y1 + y2-
V piipadé, Ze xg ¢ X pouZijeme tutéZ argumentaci na funkce fi, f» z definice limity.

2. Necht'm je dolni zdvora funkce f>. Bud’ M libovolné &islo a U takové okoli bodu xo, Ze f1(U) > M—m.
Pak pro kazdé x € U plati (f1 + f2)(x) = fix) + fo(x) > (M —m)+m = M.

3. Dokaze se podobné jako 2.

Véta 4.30. Necht' f1, f»: X CR —> R, xg € cl X, m € R. Plati:

1. JestliZe limx—mo fik)=y1€Ra limx—>xo f2(x) = y2 € R, pak hmx—))co(fl - f2)(x) = y1ye.
2. JestliZe limy_, x, fi(x) =00 a fo > m > 0, pak lim,_; x,(f1 - f2)(x) = oc0.

3. JestliZe limy_, x, fi(x) =00a fo <m <0, paklimy_,,(f1 - f2)(x) = —o0.
4. JestliZe limy_, x, f1(x) = —00 a fo > m > 0, pak lim,_; ,(f1 - f2)(x) = —o0.
5. JestliZe limy_, x, f1(x) = =00 a fo <m <0, pak limy_,,(f1 - f2)(x) = oo.

6. JestliZe limy_,x, f1(x) =0a|f2| < m, paklimy_,,(f1- f2)(x) =0.

Didkaz. 1. Plyne z véty 4.13.2.

2. Bud’ M libovolné &islo a U takové okoli bodu xg, Ze f1(U) > M/m. Pak pro kazdé x € U plati
(f1- 2)x) = fikx) - falx) > (M/m)-m = M.

Body 3, 4, 5 se dokdzi podobné jako bod 2.

6. Dokazte sami (viz cviceni).

Ptiklady

1. Ukazte, Ze idg je spojité zobrazeni.

Reseni: Je nutné ukazat, 7e idg je spojité a Ze jeho inverze je spojitd. Vzhledem k tomu, Ze inverze
k identité je identita, stac¢i ukdzat, Ze idr je spojitd. Musime tedy ukézat, Ze je spojitd v kaZdém bodé&.
Zvolme x € R a ukdZeme, Ze idg je v ném spojitd. Zvolme libovolné okoli U bodu idr(x) a za okoli V
bodu x vezméme V = U. Snadno vidime, Ze idg(V) = V = U C U. Tim je dikaz ukoncen.
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2. UkaZzte, Ze neexistuje homeomorfismus mezi mnoZinami (a, b) a (c, d].

Reseni: Predpokldddme, Ze existuje homeomorfismus % : (¢, d] = (a, b) potom ale h(d) = r € (a, b).
ProtoZe h je homeomorfismus, plati 4(c,d) = (a, b) \ {r}. To znamend, Ze spojitym zobrazenim / je
souvisla mnozina zobrazena na nesouvislou, a to je spor s vétou 3.7. Tim je dikaz ukoncen.

3. Wpocitejte

. 2% 4+5x—15
lim —

Reseni: Citatel i jmenovatel podélime nejvy$$i mocninou, kterd se ve zlomku vyskytuje, a vyuZijeme
pravidel pro pocitani s limitami:

o 2x%45x—15 . 245/x—15/x%
lim ———— = lim

x—o00  3x2 45 x—00 3+5/x2
_limy002 4+ 1lim x5 005/x — lim ¢y 0015 /x> _2+0-0 3
B 1M y—5 003 + 1im 45 005/x2 340 2
4. Vypocitejte
x? —8x + 16

lim -~
x=4 x° —Tx 4+ 12

Reseni: ProtoZe se jednd o limitu typu 8, miZeme Citatele i jmenovatele upravit na soucin kofenovych
Cinitelll a potom krétit a dale pouZit pravidla pro pocitani s limitami. Tedy

! x2—8x 4+ 16 ) (x—4)2 oox—4 limy4x—4 0 0
m ——— = _— = = = — —= U.
xo4x2 _7x 4+12 x=4(x—4)x—3) x-4x—3 limy4x—3 1

5. Budte f,g : R — R a xy € R takové, Ze lim,_,q f(x) = 0 a funkce g je ohrani¢end. Ukazte, Ze
potom limy_,¢ f(x)g(x) =0.

Reseni: Protoze g je ohranicenad, existuje ¢islo M takové, Ze |g(x)| < M pro kazdé x € R. Ovéfime, Ze
pro kazdé ¢ > 0 existuje 0 > 0 takové, Ze pokud |x — xg| < J, potom | f(x)g(x) — 0] < &. Zvolme tedy
& > 0. Polozime ¢’ = ¢/M, a z toho Ze lim,_,o f(x) = 0 existuje J > 0 takové, Ze pokud |x — xp| < 0
potom | f(x) — 0] < &’. Je tieba ovéfit, Ze | f (x)g(x) — 0] < & pro vSechna x takové, Ze |x — xo|. Tedy
[f(x)g(x) =0 = |f(x)|lgx)|] < Me" = ¢. Tim je dikaz ukoncen.

Cviceni

1. Dokazte: Budte A, B C X, pokud A C B, potomcl A C cl B.
2. Dokazte: Necht’ f : X — Z je spojité zobrazeni a Y C X potom zobrazeni f|y je také spojité.

3. Uvedte ptiklad nekone¢ného systému otevienych mnozin v R tak, aby jeho prinik nebyla oteviend
mnoZina.

4. Uvedte piiklad nekone¢ného systému uzavienych mnoZzin v R tak, aby jeho sjednoceni nebyla oteviend
mnoZina.

5. Je sjednocent (prinik) dvou souvislych mnozin v R opét souvisld mnozina?
6. Je sjednoceni (prinik) dvou kompaktnich v R mnoZin opét kompaktni mnozina?
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7. Naleznéte vnitiek, vnéjSek, hranici, uzavér a mnozinu hromadnych bodid v R mnoZin

a) (a, b); b) (a, b]; c) Q;
dN; e){l/n | ne N} f) [a, b) U (b, c];
g) (a,b)NQ; h){n/(n+1) | neN}j i) [a, 00).

8. Uvazujme R s pfirozenou topologif, rozhodnéte, zda
a) systém S = {(-5, 1), (0, 3), [0, 1], (2, 5), (3, 9)} je otevienym pokrytim mnoZiny {1, 2, 3};
b)systtm S = {(n — 1,n+ 1) | n € N} je otevienym pokrytim mnoZiny {1} U (2, 5] a najdéte
konecné podpokryti.
9. Dokazte, ze systétm S = {(1/n,1) | n € N} je oteviené pokryti intervalu (0, 1), a Ze z néj nelze
vybrat kone¢né podpokryti.
10. Které z nasledujicich podmnozZin R jsou kompaktni a proc:
a) {0}; b){l,....n} ¢) (0, 1);
d) (0, 11); e){l/n | n e N}JU{O} H{1/n | neN}L
11. Ukazte, Ze mnozina R je kompaktn.
12. Které z nasledujicich podmnoZin R jsou souvislé a proc:

a) {1,2}; b) (0, 1); c) [1,2];
d) (0, 1) U (1, 2]; e) R; ) R\ {0};
2 Q; h) {I/n | n e N}

13. Ukazte, Ze zobrazeni f : R —» R, f(x) = 5x je spojité.
14. Ukaite, Ze zobrazeni f : R — R, f(x) = x? je spojité.
15. Dokazte, ze
a) f:R—> R, f(x) =7x jespojitd v 7; b) x je nespojitd v kazdém bod¢;
¢) idg - ¥ je spojitd pouze v nule; d) y o x je spojita;
e) o je spojitd pouze v iraciondlnich ¢islech;
Df:R>R, fx)= %sgn( — %) je nespojitd v %.
16. Zjistéte, kde jsou nasledujici funkce spojité:
a) 7x; b) 3x2;
c) x - sgn(x).
17. Budte f, g : R — R spojité funkce a a € R. Dokazte, Ze potom f + g, f — g, f-gaa - f jsou
spojité funkce.
18. Uvedte piiklad nespojitych funkci tak, aby jejich soucet (rozdil) byl spojitd funkce.
19. Uvedte ptiklad spojité funkce tak, aby jeji inverze byla nespojita.
20. Uvedte priklad nespojité funkce, kterd nenabyva na [a, b] maxima ani minima.
21. Uvedte priklad spojité funkce, kterd nenabyva maxima (ani minima) na intervalu (a, b).
22. Ukazte, 7e zobrazeni f : R — R, f(x) = 3x (resp. f(x) = —x) je homeomorfismus.

23. Ukazte, Ze jsou-li f, g spojité funkce na R, pak mnozina {x € R | f(x) # g(x)} (resp. {x € R |
f(x) < g(x)}) je oteviena.

24. Vyvratte nésledujici tvrzeni: Bud' A hustd mnoZinav R, f, g spojité funkce na R takové, Ze f |4 < g|a.
Potom f < g.

25. Najdéte néjaky homeomorfismus intervall (a, b) a, (¢, d), kde (a, b), (c,d) C R.
26. UkaZte, Ze neexistuje homeomorfismus mezi mnoZinami:

a) (a,b) alc,d]; b) (a,b) U (c,d)a(r,s), kdeb < c.
27. Uvedte priklad funkci f, g : R — R tak, aby
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a) limy 0 f(x) = limy0 g(x) = 0 alimy—0 f(x)/g(x) = 256;
b) lim, 0 f'(x) = limy—0 g(x) = 0o alim,0 f(x)/g(x) =0;
¢) limy_50 f(x) = limy_0 g(x) = oo alimy_g f(x) — g(x) = o0;

d) lim, 0 f (x) = 1, lim, 0 g(x) = co alim, 0 f(x) — g(x) = e".
28. Necht'lim, ¢ f(x) = oo alimy—0 f(x)g(x) = 1. Vypoctéte lim,_,g g(x). Necht'lim,_,qg f(x) =0
alimy_o f(x)g(x) = 1. Co plati pro limitu lim,_,¢ g(x)?
29. Pomoci definice limity vypoctéte

) Tim, s oo 1/x; b) lim, 00 1/ o) lim, - 1/x;
d) lim, o+ 1/x; e) limy 0 x - y (x).
30. Vypocitejte
. —3x2 +2x% + x. . x> 4 6x +125. : x>+ 6x.
a) lim ;b)) lim £ T 22 T 2ae . ¢) lim ;
) X—> 00 %7)63 _x2+ 10 ) x— 00 2—6X3+4 ) x—0 —6)63
d) lim, ,p X204, ) lim, o0 LT 2554, ) lim, o Y2HX =2,
. I . x2—Jx 10 346 .
2) limy % xle; h) lim, xi—«/li; 1) lim, o+ —5xx3—i—_|- ;Cz +[x+2];
N ) . -1 .
D limy 00 ﬁ, k) limy h’ D) lim, o+ sgn(x);
: 2x — 1. : 2x — 1. : VJx+1-—1,
1 et = 1 B 1 Yo - =
m) lim,_, {+ |§_1|, n) lim, |2x_1|’ 0) lim, 0 {m+1,
. 2x° —10x +12. . x“—8x +16. . x“+T7x —44.
lim e T 2. lim L — O T 20 r) lim i
p) x—2 x2+5x_14 (l) x—>4x2_7x+12 ) X — 00 x2—6x+8
3 : Vil 1—Vx2—1
. X .
iMoo \f 77 =6 D fimoc I3+ 1-Vx3-1
31. Vypocitejte nasledujici limity, jestlize a > 0O:
a) lim, 00 27%; b) lim, 50 27 ¢) lim,_,j 20~ D/ +2);

. 1 1 ) :
d) lim, 1 (m - le)’ e) limy_ o (log,(2x + 1) —log, (x + 2));

2
) lim, oo 2% £) lim, o0 log, x — log, (3x +2).
32. Dokazte, Ze pokud existuje kone¢na limita funkce v néjakém bodé&, potom existuje jeho okoli, na
kterém je tato funkce ohranicend.



