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2. Realna Cisla, funkce realné proménné

V této kapitole zavddime mnoZinu, na niZ stoji celd matematicka analyza: mnoZinu redlnych ¢isel. Tuto
mnoZinu definujeme axiomaticky: nesnazime se ji zkonstruovat (dokonce se ani nezabyvame otdzkou,
co to redlna ¢isla jsou); vyjmenujeme jen nékolik vlastnosti, které tato mnoZina m4, a v dalSich ivahich
vychdzime pouze z nich.

Zékladni roli v definici mnoZiny redlnych &isel hraje axiom spojitosti a v dalSim textu pak véta
o supremu, kterd je s timto axiomem ekvivalentni.

Daéle definujeme ostatni zdkladni ¢iselné mnoZiny: mnoZinu pfirozenych, celych, raciondlnich a ira-
ciondlnich ¢&isel s tim, Ze otdzku existence iraciondlnich ¢isel odsouvdme na pozdéji.

Zavérem této kapitoly se zabyvdme zdkladnimi vlastnostmi funkci redlné proménné, jako jsou mo-
notonnost, extrémy, konvexnost, parita. Definujeme také zakladni operace na mnoZinach funkci, afinni
a mocninné funkce.

2.1 Binarni operace. Bindrni operaci na mnoziné X rozumime libovolné zobrazeni z kartézského
soucinu X x X do X. Hodnotu bindrni operace * v bod€ (x, y) € X x X oznaCujeme x * y.

Necht’ X je mnoZzina. Pak prinik, sjednoceni a rozdil mnoZin definuji bindrn{ operace na mnozin€ exp X (prvni
a druhd byly definovdny v (1.2.1) a (1.3.6)). Tyto operace se znadf (jak jinak) N, U a \.

Ozna¢me Y X mnoZinu viech zobrazeni z X do Y. Pro libovolnd dvé zobrazeni f, g € X plati g o f € XX.
Kompozice zobrazent tedy definuje bindrni operaci o na mnoZing X .

Operace * na mnoZiné X se nazyva komutativni, kdyZ pro kazdé dva prvky x, y € X plati
Xky=y*xx (2.1.1)

a asociativni, kdyz pro kazdé tfi prvky x, y, z € X plati

(xxy)sz=x%(y*2) (2.1.2)

(tuto hodnotu zna¢ime x * y * 7).
Neutrdlnim prvkem operace * na mnoziné X rozumime takovy prvek e € X, Ze pro kazdé x € X plati

exXx = X,
X*xe = X.

(2.1.3)

Véta 2.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

D i k a z. Pfedpokladejme, Ze e, e; jsou dva neutrdlni prvky operace *. Z prvni rovnice (2.1.3) plyne,
7e e1 * ep = e (jelikoZ e je neutrdlni prvek), z druhé rovnice zase e; = ey = e (jelikoZ e; je neutrdlni
prvek). Dostdvdme e; = e.

Uvazujme operace priniku, sjednocen{ a rozdilu mnoZin na mnoziné exp X. Z véty 1.1 plyne, Ze prunik a
sjednoceni jsou komutativni a asociativni. Neutralnim prvkem priniku je mnozina X (jelikoZ pro kazdé Y plati
XNY =Y NX =Y),neutrdlnim prvkem sjednocent je prdzdnd mnozZina (Y U@ = J U Y =Y). Operace rozdilu
mnoZzin ukazuje, Ze neutrdlni prvek nemusi existovat (pro kazdé Y C X je Y \ Y = #; odtud plyne, Ze jediné

vy 2

prazdnd mnoZina m4 Sanci byt neutrdlnim prvkem. Jak se ov§em snadno ovéfi, bude jim, jediné kdyz X = 0).

Ma-li operace * na mnoZin€é X neutrdlni prvek e, pak inverznim prvkem (inverzi) prvku x (vzhledem
k operaci *) nazveme takovy prvek y, Ze

yxXx =e,

Yey— o (2.1.4)
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Véta 2.2. KaZdy prvek mnoziny X s asociativni operaci + md vzhledem k této operaci nejvyse jednu
inverzi.
D U k a z. Budte e neutrdlni prvek operace * a y;, y» dvé€ inverze prvku x € X. Pak

yr=yi xe (e je neutrdlni prvek)
= y1 % (x * y2) (y2 je inverze prvku x)
= (y1 *X) * y2 (asociativita )
=exy (y1 je inverze x)
= Y2.

Inverzni prvek k prvku x je tedy u asociativnich operaci uréen jednoznacné. Obvykle jej zna¢ime
x~!. Z definice ihned plyne, Ze (x~1)~! = x.

Dikaz predchozi véty ndpadné pfipomind dikaz véty 1.4. To neni ndhoda.

Je-li e neutrdlni prvek operace *, je e x ¢ = e, atedy e = e L.

Je-li operace * asociativni a ma-li kazdy z prvkd x a y inverzi, pak m4 inverzi i prvek x * y a plati (x * y)~! =

y~ s x~1 Je totiz:

GTlax ey =07 v T x ) xy =0T xe)ry=c¢

1 1

(xxy)«(~ >l<x_1)=(x>l<(y>s<y_1))>l<x_1 =@xxe)xx  =e.

2.2 Pole. MnoZina X se nazyva pole, spliiuje-li ndsledujici podminky:
1. Na mnoziné¢ X je ddna komutativni a asociativni operace s neutrdlnim prvkem. Kazdy prvek
mnoziny X md vzhledem k této operaci inverzi.

Tuto operaci budeme znacit 4+ a nazyvat scitdni v poli X. Jeji neutrdlni prvek oznacime 0. Inverzni
prvek k prvku x oznaéime —x.

2. Namnoziné X je ddna komutativni a asociativni operace s neutrdlnim prvkem riiznym od 0. Kazdy
prvek mnoziny X \ {0} md vzhledem k této operaci inverzi.

Tuto operaci budeme znadit - a nazyvat ndsobeni v poli X. Casto budeme misto x - y psét pouze xy.
Neutrilni prvek oznaéime 1 a inverzni prvek k prvku x ozna¢ime x~'. P¥i zapisu budeme dodrZzovat
obvyklou pfednost ndsobeni pred s¢itdnim.

3. Pro kazdé tii prvky x, y, z € X plati distributivni zdkon:
x(y+2)=xy+xz.

Véta 2.3. Pro kazdé pole plati: 1.0 - x = 0 pro kaZdy prvek x.

2.0 nemd vzhledem k ndsobeni inverzi.

3. (—=1)x = —x pro kazdy prvek x.

D ik a z. 1. Pfedevsim, jelikoz 0 + 0 = 0 (0 je vzhledem ke s¢itdni neutrdlni prvek), mdme 0 - x =
(04+0)-x =0-x 40 - x (distributivni zdkon). Oznac¢ime-li sitedy 0 - x = y, mdme y =y + ya

y=y+0 (0 je neutrélni prvek)
=y+ @+ (y) (—y je inverze y)
=Qy+y)+(=y) (asociativita s¢itan{)
=y+(=y) (viz. vyse)
=0. (—y je inverze y)

2. Pro inverzni prvek nuly by platilo 0 - 0~! = 1. Podle pfedchoziho bodu oviem 0 - 0~! = 0. To je
spor, protoZe z definice pole vime, ze 0 # 1.
3. Plati

x+EED)-x=1-x4+(-1)-x (1 je neutralni prvek)
={104+(1)-x (komutativita ndsobeni a distributivita)
=0-x (—1 je inverze 1)
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=0. (bod 1.)

To ovSem znamend, Ze inverzi prvku x vzhledem ke s¢itani (tedy prvkem —x) je prvek (—1)x. Tim je
diikaz hotov.

Mgéjme nyni na poli X ddno uspofddani <. Rekneme, Ze toto uspotadani je iiplné, jestlize pro kazdé
dva prvky x, y € X nastane alespofi jedna z moZnosti x < y ay < x (prvky x a y jsou srovnatelné).
Diéle fekneme, Ze toto uspotadani je slucitelné (kompatibilni) se s¢itdnim a ndsobenim v poli X, jestliZze
pro kazdé tfi prvky x, y, z € X plati:

Jestlizex <y, pakx +z<y+z. 2.2.1)
Jestlize 0 <xa0 <y, pak0 < xy. (2.2.2)

Pole X se nazyva usporddané, je-1i na ném dano Uplné usporadéni, slucitelné se s¢itdnim a ndsobe-
1)
nim.

Pfipomenime, Ze v uspofddané mnoZzing vztah x < y znamend,Zex < yax # y.

Véta 2.4. V kaZdém usporddaném poli plati: 1.0 < 1.

2.Zx+z<y+zplynex <y.

3.20 < x plyne0 < x~ 1.

4. Je-li 0 < z, pak jsou vztahy x < y a xz < yz ekvivalentni.

Dikaz 1. Kdyby O £ 1, muselo by byt 1 < 0 (uspofddani je dplné). PoloZime-li v (2.2.1) x = 1,
y =0az = —1,dostaneme 1 4+ (—1) < 04 (—1), neboli (protoZe —1 je inverze 1 a 0 je neutrdlni prvek)
0 < —1. Ted poloZme v (2.2.2) x = —1 a y = —1. Dostaneme 0 < (—1)(—1). Vime ale (pozndmka za
vétou 2.3), Ze (—1)(—1) = 1. Dostavame tedy 0 < 1, coZ spolu s pfedpokladem 1 < 0dava 1 =0, ato
je spor s definici pole. Z pfedpokladu O #£ 1 jsme vyvodili spor, plati tedy 0 < 1.

2.Podle 2.2.1)zx+y < y+zplyne (x +2)+ (—2) < (y+2)+ (—2) to ovSem (podle asociativniho
zékona, proto, Ze —z je vzhledem ke s¢itani inverze z, a proto, Ze O je vzhledem ke s¢itdni neutrdln{
prvek) znamend x < y.

4. Predpokladejme, Ze x < y. Pak podle (2.2.1) plati x + (—x) < y+ (—x), ¢ili 0 < y + (—x).
Nyni miizeme pouzit (2.2.2) na prvky x + (—y) a z (o kterém predpokldaddme 0 < z). Dostdvame
0 < (y+(—x))zapodledistributivniho zdkona 0 < yz+(—x)z. Ted'si staéi uvédomit, ze (—x)z = —(xz)
(to plyne z bodu 3. véty 2.3 a asociativity ndsobeni) a aplikovat na nerovnost 0 < yz + (—(xz)) a prvek
xz vztah (2.2.1). Tim je dokdzé4no, Ze z x < y plyne xz < yz.

Nyni miizeme snadno dokazat bod 3. Pfipustme, Ze tvrzeni tohoto bodu neplati, tedy Ze existuje prvek
x takovy, Ze sice 0 < x, ale 0 # x~! (existence prvku x~! vyplyva z definice pole; je totiz x # 0).
To znamen4, e x~! < 0 (z dplnosti uspofadéani) a (podle ¢4sti bodu 4, kterou jsme jiz dokazali) Ze
x~!x < Ox.Podle bodu 1. véty 2.3 médme 1 < 0, coZ je spor s bodem 1. této véty, ktery jsme jiZ dokdzali.

Zbyva nim dokazat druhou polovinu bodu 4: Je-li 0 < z, je také 0 < z7!, az xz < yz vyplyva
xzz7' < yzz~!, coZ znamend x < y.

Tim je celd véta dokdzéana.

Kromé s¢itani a ndsobeni zavadime v poli jesté odCitdni: x — y = x 4+ (—y) a déleni: x/y (nebo %)
= xy~! (pouze pro y # 0; 0~! neexistuje).

Prvky x, spliiujici x > 0 (pfipadné x < 0) nazyvame kladné (ptipadné zdporné). Pokud spliiujix > 0
(pripadné x < 0), nazyvame je nezdpornymi (ptipadné nekladnymi).

Jsou-li x, y dva prvky uspofddaného pole X, x < y, pak mnozinu prvkid z € X takovych, Ze
X < z < y nazyvame otevienym intervalem s koncovymi body x a y a ozna¢ujeme (x, y). 2 MnoZinu
prvkl z € X takovych, Ze x < z < y, nazyvame uzavifenym intervalem s koncovymi body x a y
a oznacujeme [x, y]. Mnozinu prvki z € X takovych, Ze x < z < y (pfipadné x < z < y) nazyvame

1)[’Jplnost usporddani v poli je podminka natolik pfirozend, Ze mivdme sklon povaZovat ji za samoziejmost. Uvédomme si
ovsem, Ze i v praxi se setkdvame s netplnymi uspofddanimi: KdyZ na mnoZin€ studentti poloZzime s1 < s (s1 je horsi student,
nez sp), jestlize student s; md hors{ studijni primér neZ student sp, dostaneme netplné uspofddani (definované samosebou
piedpisem: s < s7, jestliZze s; < sp nebo s; = s7). Pro dva ridzné studenty se stejnym studijnim primérem totiZ neplati ani
§1 < §p,ani sp < s a samoziejme ani 51 = s7.

2)Pfedpokla’lda’lme, Ze Ctendf vzdy rozlisi, kdy se jednd o interval a kdy o uspofddanou dvojici.



2-4 2. Redln4 ¢isla, funkce redlné proménné

polootevirenym intervalem s koncovymi body x a y, uzavienymv x a otevienym v y (ptipadné otevienym
v X a uzavienym v y) a oznacujeme [x, y) (pfipadné (x, y]). Ve vSech téchto pfipadech prvek y — x
(ktery je urcité nezdporny), nazyvame délkou ptislu§ného intervalu.

Déle klademe (x,00) ={ye X | y > x},[x,00)={ye X | y>x}, (oo, x)={ye X | y<
x}a(—oo,x) ={y e X | y < x}. Tyto mnoziny nazyvdme nevlastni intervaly.

Obcas se nam bude hodit toto oznaceni: pro dvé€ mnoziny Y, Z C X piSeme Y < Z, jestliZe pro kazdé
prvky y € Y az € Z plati y < z. Podobné zavddime znaceni Y < Z,Y > ZaY > Z. Vztah {y} < Z
zapisujeme y < Z (a podobné v ostatnich ptipadech).

Pro mnozinu ¥ C X klademe —Y = {—y | y € Y}. Pro dv€é mnoziny Y, Z C X klademe
Y+Z={y+z | yeVY,ze Z}. Podobnym zpsobem definujeme mnoziny ¥ ~! (pokud 0 ¢ Y),
Y—-Z,Y-ZaY/Z (pokudO ¢ Z).

2.3 Redlna &isla. Rekneme, Ze uspoiddané pole X je spojité usporddané, jestlize ke kazdym dvéma
neprazdnym podmnoZzindm Y, Z C X takovym, Ze ¥ < Z, existuje prvek x € X, spliiujici podminku
Y < x < Z (axiom spojitosti).

KaZzdé spojité usporddané pole se nazyva mnoZina redlnych cisel a oznacuje symbolem R. Prvky
mnoZiny redlnych Cisel se nazyvaji redlnd Cisla.

Abychom mohli zformulovat ndsledujici dilezitou vétu, uvedeme jesté definici, kterd by se hodila
spiSe do odstavce o uspofddanych mnoZinéch.

PodmnoZzina Y uspotfddané mnoZziny X se nazyva shora (zdola) ohranicend, ma-li horni (dolni)
zévoru. PodmnoZzina, kterd je soucasné shora i zdola ohranicend, se nazyva ohranicend.

Véta 2.5 (o supremu). KaZdd neprdzdnd shora ohranicend podmnoZina R md supremum.

Dtk az. Necht'Y C R je neprdzdna a shora ohraniéend. Polozme Z = {z € R | Y < z} (Z je tedy
mnoZina vSech hornich zdvor mnoZiny Y'). Tato mnoZina je rovnéZ neprdzdnd (Y je shora ohrani¢end —
m4 horni zdvoru). Navic plati ¥ < Z, takZe podle axiomu spojitosti existuje prvek x € X takovy, Ze
Y < x < Z. Jelikoz Y < x, je také x horni zdvora mnoZiny Y, tedy x € Z. JelikoZ nadto x < Z, je
x = min Z. Dostdvime x = sup Y.

Nasledujici Véta o infimu se dd dokdzat stejnym zptisobem jako Véta o supremu.

Véta 2.6 (o infimu). KaZdd neprdzdnd zdola ohranicend podmnoZina R md infimum.

Necht'x, y € R, x < y.Podle definice intervalu je y > [x, y]. Soucasné ovSem plati y € [x, y], coZ znamen4,
Ze y = max[x, y]. Podle véty 1.8 je tedy y = sup[x, y].

UvaZujme nyni otevieny interval (x, y). Opét plati, y > (x,y), nicméné y ¢ (x,y). To znamend, Ze y #
max(x, y). Md interval (x, y) maximum? Kdyby bylo z = max(x, y), muselo by byt z < y (to je totiZ jedina
moznost, kterd zbyva). K takovému ¢islu ov§em vZdy najdeme prvek intervalu (x, y), ktery je vétsi. Napriklad
pro &islo u = (z 4+ y)/2% plati z < u < y (ovéite!). To znamend, 7e z # max(x, y) a interval (x, y) tedy nema
maximum.

Cislo y je oviem horni zdvorou intervalu (x, y), coZ, jak jsme ukazali pfed chvili, pro Z4dné mensi &islo neplati.
Méme tedy y = sup(x, y).

Naésledujici véta uvadi casto pouZivané kriterium existence suprema v R.

Véta 2.7. Necht'z € R, X C R. Ndsledujici dvé podminky jsou ekvivalentni:
l.z=supX,
2.z > X a ke kaidému y < z existuje x € X takové, Zey < x < z.
D 1 k a z. Pfedpokladejme, Ze plati 1. Podle definice suprema je z > X. Zvolme ¢islo y < z. Kdyby
neexistovalo x € X s uvedenou vlastnosti, bylo by x horni zdvorou mnoZiny X mensi nez z, coZ je spor
s 1.

Necht plati podminka 2. Prvni jeji ¢ast fikd, Ze z je horni zdvora mnoZiny X. Druhd cast zase, Ze
74dnd horni zévora y neni mensi. Je tedy z nejmensi horni zavora této mnoZiny.

Podobnd véta plati i pro infimum. Zkuste ji zformulovat a dokazat.

Posledni véta tohoto odstavce fikd, Ze axiom spojitosti je ekvivalentni s vétou o supremu.

3 Ach! Cislo 2 jsme ovSem zatim nedefinovali. Honem to tedy napravime: poloZime 2 = 1 + 1; a k problému se jesté pozdéji
vréitime.
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Véta 2.8. Necht’X je usporddané pole, jehoZ kazdd neprdzdnd shora ohranicend mnoZina md supremum.
Pak X je spojité usporddané.

D i k a z. Musime dokézat, ze v X plati axiom spojitosti. Zvolme tedy dvé neprazdné podmnoZiny
Y,Z C X,Y < Z ahledejme prvek x € X spliiujici podminku ¥ < x < Z.

JelikoZ mnoZina Z je neprdzdnd, je mnoZina Y shora ohranicend. Podle predpokladu véty tedy ma
supremum. UkdZeme, Ze toto supremum spliiuje podminku ¥ < supY < Z. Prvni ¢ast této podminky
(Y < supY) plyne okamZit€ z definice suprema (sup Y je horni zdvora mnoZiny Y). Druhd z véty2.7:
Kdyby pro néjaky prvek z € Z platilo z < sup Y, existoval by prvek y € Y vétsi neZ z, coZ by byl spor
s pfedpokladem Y < Z. MlZeme tedy polozit x = sup Y.

2.4 PFirozena &isla. Rekneme, 7e mnozina X C R je induktivni, jestlize 1 € X a jestlize zx € X plyne
x+1eX.

Priklady induktivnich mnoZin: R, (0, 00), [1, 00).
Uvedeme nyni jednoduché tvrzenti:

Lemma 2.9. Priinik libovolného systému induktivnich mnoZin je induktivni mnoZina.
Dk az. Necht'S je systém induktivnich mnoZin. Ovéfime, Ze mnozina NS je induktivni. Pro libovolnou
mnozinu X € S plati 1 € X (X je induktivni). Proto 1 € NS. Jestlize x € NS, pak x € X pro kazdé
X. Jelikoz kazdé X € § je induktivni mnoZina, leZi x 4+ 1 v kazdé mnozin€ systému S. Plati tedy
ix+1ens.

MnoZzinou prirozenych isel nazyvame prinik systému vsech induktivnich podmnozin R. Znac¢ime ji
N. Jeji prvky nazyvdme pfirozend ¢isla.

Véta 2.10 (zakladni vlastnosti mnoziny prirozenych cisel). 1. N je induktivni.

2. (princip matematické indukce) Jestlize X C N je induktivni mnoZina, pak X = N.
3. N md nejmensi prvek. Plati minN = 1.

4. Je-lineN,nz#1,pakn —1€N.

5.ProkaZdén € Nje (n,n+ 1)NN = 0.

6. KaZdd neprdzdnd podmnoZina N md nejmensi prvek.

7. (Archimedova vlastnost) Pro kazdé x € R existuje n € N takové, Zen > x.

D dk a z. 1. Plyne z definice mnoZiny prirozenych ¢&isel a pfedchoziho lemmatu.

2. Z definice mnoziny pfirozenych Cisel plyne, ze N C X.

3. Jelikoz N je induktivni mnoZina, je 1 € N. JelikoZ mnoZina [1, 00) je induktivni (ovéfte!), je
N C [1, 00). Kazdy prvek intervalu [1, oo) je ovSem véEtSi nebo roven 1, totéZ tedy plati i pro prvky
mnoziny N.

4. Nechtn # 1 an — 1 ¢ N. Pak mnozina N \ {n} je induktivni a mdme N C N\ {n}. To ovSem
nastane jediné v pripadé, ze n ¢ N.

5. Vyuzijeme princip matematické indukce. Necht’ X je mnozina vSech pfirozenych Cisel n, pro néz
je (n,n+ 1) NN = @. DokdZeme, Ze tato mnoZina je induktivni:

Nejprve je tieba ukdzat, Ze 1 € X. Polozme Y = {1} U [2, 00). Tato mnoZina je induktivni (ovéfte),
plati tedy N C Y. Navic, jak snadno plyne z definice intervald, ¥ N (1,2) = #. To znamen4, Ze
(1,2)NN=40,atedy 1 € X.

Nyni predpokladejme, Ze n € X, a pfipustme, Ze n + 1 ¢ X, tedy Ze existuje pfirozené Cislo x, lezici
vintervalu (n 4+ 1,n + 2). Platin + 1 < x < n 4 2 (z definice otevieného intervalu) a x # 1 (podle
bodu 3.). Jetedy x — 1 € N (podle bodu4.)an <x —1 < n+ 1. To je spor s pfedpokladem n € X. Je
tedyin+1 € X.

Dokézali jsme tedy, Ze mnoZzina X je induktivni. Z principu matematické indukce nyni plyne, Ze
X = N. To je oviem piesné to, co jsme méli dokazat.

6. Bud'Y ¢ N podmnoZina, kterd nema nejmensi prvek. Polozme X = {n € N | n < Y}, Plati
X NY = 0. UkdZzeme, Ze mnoZina X je induktivni:

JelikoZ 1 je nejmensi pfirozené Cislo (bod 3.), musi byt 1 < Y nebo 1 € X. Druhy pfipad ovSem
nenastiva, jinak by totiz 1 byla nejmensim prvkem mnoZiny Y (kterd nejmensi prvek nemad). Je tedy
1 <Y,nebolil € X.

Co jsme méli dokézat?
5)Co znamend n < Y?
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Nyni pfedpoklddejme, Ze n € X (plati tedy n < Y) a podivejme se, zdan + 1 € X. Mezi ¢isly n a
n + 1 nelezi Zadny prvek mnoZiny Y (bod 5.) a ¢islo n + 1 také nenf jejim prvkem — jinak by totiZ bylo
jejim nejmensim prvkem. Odtud ovSem plyne, Ze n + 1 < Y,nebolin + 1 € X.

Tim jsme dokdzali, Ze mnoZina X je induktivni. Podle principu matematické indukce tedy X = N, coz
znamend, Ze ¥ = @ (mnoZiny X a Y jsou disjunktni). Tim jsme dokdézali, Ze jedin¢ prdzdnd podmnoZina
mnoziny N nemd nejmensi prvek.

7. Pfedpoklddejme, Ze podmnozina vSech redlnych ¢&isel x takovych, Ze pro kazdé n € N platin < x
je neprdzdnd, a oznacme si ji X. Mdme N < X a podle axiomu spojitosti existuje prvek x € R takovy, Ze
N < x < X. Urcité neplati x € N (tobybyloix +1 € N,coZjevesporusN < x)atedyanix —1 ¢ N
(to by bylo ve sporu s x ¢ N). Nyni ov§em vidime, Ze x — 1 > N (interval (x — 1, x) nepochybné zadné
pfirozené Cislo neobsahuje; ¢islo o 1 vétsi by totiZ bylo vétsi nez x), a dostdvame se do sporu: Pred chvili
jsme tvrdili, Ze x < X, a ted' ndm vychédzi x — 1 € X. Tento spor dokazuje, Ze mnoZina X je prazdnd.

Tim je véta dokdzana.

Oznaleni nékterych pfirozenych ¢isel: 2 =14+1,3=241,4=3+1,5=44+1,6=54+1,7=6+1,
8 =7+ 1,9 = 8+ 1. Dalsi pfirozend Cisla se daji jednozna¢né vyjadfit pomoci dekadického zépisu, kterym se
ovSem na tomto mist¢ nebudeme zabyvat.

Pro n € N oznacujeme {1,...,n} = {m € N | m < n}. Existuje-li bijekce mezi mnozinou X a
touto mnoZinou, fikdme, Ze mnoZzina X ma n prvkid. MnoZina se nazyva konecnd, kdyz je prazdna nebo
existuje ¢islo n € N takové, Ze tato mnoZina ma n prvki. Ostatni mnoZiny se nazyvaji nekonecné.

Nyni mZeme uvést pojem usporddané n-tice, ktery je zobecnénim pojmu usporadané dvojice.

Necht' n je pfirozené Cislo. Predpoklddejme, Ze pro kazdé Cislo i € {1,...,n} mame dian ob-
jekt x;.9 Usporddand n-tice objektd xi, ..., x, je objekt onacovany (x1, ..., x,) takovy, Ze rovnost
(X1, ... X)) = (x], o L X)) nastane, pravé kdyz pro/kaidé éiglo ie{l,...,n}plati x; = x/.
Kartézskym soucinem mnoZin X1, ..., X, rozumime mnoZinu
Xix...xXp={(x1,...,x,) | x1 € X1,...x, € Xy} 2.4.1)
Specidlné, jestlize pro kazdéi € {1,...,n} je X; = X, piSeme
X1 x...x X, =X" 2.4.2)
Tuto mnoZinu nazyvame n-tou kartézskou mocninou mnoZiny X.
Proi € {1, ..., n} definujeme i-tou kartézskou projekcipr; : X1 x ... x X, — X; pfedpisem
pr(x1, ..., xp) = x;. (2.4.3)

Necht’ X je mnozina. Libovolné zobrazeni a : N — X se nazyva posloupnost prvkii mnoZiny X. Pro
n € N oznacujeme a, = a(n) a posloupnost a zapisujeme (a,), nebo (a,)eN-

2.5 Cela, racionalni a iracionalni ¢isla. Mnozinu Z = —N U {0} U N nazyvame mnoZinou celych &isel.
Mnozinu Q = {p-q~! | p € Z aq e N} nazyvame mnoZinou raciondlnich ¢isel. Mnozinu I = R \ Q
nazyvame mnoZinou iraciondlnich Cisel. Prvky téchto mnoZin nazyvame (po fad€) celd, raciondlni a
iraciondlni ¢isla.

Véta 2.11. V kaZdém otevieném intervalu v R délky vétsi nez 1 lezi celé cislo.

Didkaz Nechtx,y € R, y—x > 1. Hledame celé &islo p takové, Ze p € (x, y).

1. Pfedpokladejme, Ze x > 1 a ozna¢me X mnoZinu pfirozenych &isel vétSich neZ x. Tato mnoZina
je neprazdnd (to plyne z Archimedovy vlastnosti mnoZiny N — véta 2.10) a ma nejmensi prvek (tatdZ
véta, bod 6.). PoloZme p = min X. Plati p —x < 1 (jinak by bylo p — 1 € X),atedy p < x.

2. Jestlize x <0ay > 0, pak podmince vyhovuje 0.

3. Jestlize y < O (tim pddemix < 0), pak interval (—y, —x) obsahuje pfirozené ¢islo (to jsme ukazali

v prvnim bodé¢), feknéme n. Cislo p = —n lezi v intervalu (x, y).

Véta 2.12. V kazdém neprdzdném otevieném intervalu v R leZi raciondlni &islo.

) Casto fikdme prosté: Mé&jme dany objekty xp, ..., x5.
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Dikaz Nechtx,y e R, x < y. Hleddme racionélni &islo p - g~ takové, 7e p - g~
tedy dvojici nerovnic

I'e (x, y). Resime
x<p-g ' <y (2.5.1)
S t&mito nerovnicemi je ekvivalentni”) podminka
gx < p <gqy. (2.5.2)

Nyni budeme postupovat takto: Najdeme pfirozené Cislo ¢ tak, aby délka intervalu (gx, gy) byla
vétsi nez 1. Pak, podle véty 2.11, bude zarucena existence celého Cisla p, které v tomto intervalu leZi.
Bude tedy splnéno (2.5.2) a tim i (2.5.1).

Podminka, kterou musi spliiovat hledané prirozené Cislo g, je
gy —gx > 1. (2.5.3)
Ta je ovSem ekvivalentni podmince

|
y—x

q> (2.5.4)

Hledané ¢islo g tedy existuje, vyplyva to z Archimedovy vlastnosti.

Tim je dikaz ukoncen.

Podobnd véta plati i pro iraciondlni ¢isla; zatim ovSem neni v naSich sildch ji dokdzat. Zatim, popravdé feceno,
ani nevime, zda vibec néjaké iraciondlni ¢islo existuje. (VSimli jste si?)

Prilezitostné budeme pouzivat nésledujici pojmy, vztahujici se k celym Cislim: d€litelnost &isel, zbytek po

déleni, soudélnd a nesoud€lnd, sudd a lichd Cisla. Vefime, Ze definice vSech téchto pojmd, stejné jako jejich
zékladni vlastnosti, je ¢tendf schopen zformulovat sam.

2.6 Funkce realné proménné. Funkci redlné proménné rozumime libovolné zobrazeni f : X — R,
kde X C R (nékdy piSeme f : X C R = R).

Funkce f : X € R — R se nazyva shora ohranicend (zdola ohranic¢end, ohranic¢end) na mnoZiné
X' C X, je-li takovd mnozina f(X") C R.

Nejvétsi hodnotou (maximem) funkce f : X C R — R na mnoZiné X' C X nazyvame C&islo
max f(X’) (oznaceni: max,cx’ f(x)). Rekneme, 7e funkce f této hodnoty nabyvd v bodé x, jestlize
f(x) = max f(X’) (jestlize existuje maximum, existuje i tento bod; plati totiz max f(X’) € f(X")).

Podobné: Nejmensi hodnotou (minimem) funkce f : X C R — R na mnoziné X' C X nazyvéme
&islo min f(X’) (oznaceni: min,cx: f(x)). Rekneme, Ze funkce f této hodnoty nabyvd v bodé x, jestlize
f(x) = min f(X').

Rekneme, Ze maximum (pifipadné minimum) funkce f na mnoZing X’ C X je ostré, jestlize existuje
pravé jeden bod této mnoziny, v némz funkce maxima (pfipadné minima) nabyva. Je-li takovych bodi
vic, fikdme, Ze maximum (minimum) je neostré.

Maximum a minimum se souhrnn€ nazyvaji extrémy.

Jak uZ jsme fekli, bod, v némz funkce maxima nebo minima na dané mnoZiné nabyva, vZdy existuje. To ale
nemusi platit o supremu a infimu:

Supremem funkce f : X C R — R na mnoziné X’ C Xnazyvame Cislo sup f(X’) (oznadeni:
sup,cx’ f(x)). Infimem funkce f na mnoZiné X' nazyvame &islo inf f(X’) (oznaCent: inf,cx/ f(x)).

Rekneme, Ze funkce f : X ¢ R — R je na mnozing X’ C X rostouci (nerostouci, klesajict,
neklesajici), jestlize pro kazdé dva body x,y € X', x < y,plati f(x) < f(y) (f(x) = f(y), f(x) >
fO), f(x) < f()). Je-li funkce f rostouci (nerostouci, klesajici, neklesajici) na celé mnoziné X,
nazyva se prosté rostouci (nerostouct, klesajici, neklesajici). Funkci, kterd je neklesacici nebo nerostouci
(rostouci nebo klesajici), fikdme monotonni (ryze monotonni).

7)Dvojice (p, q) spliuje (2.5.1), prave kdyz plati (2.5.2).
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Rekneme, e funkce f : X € R — R je konvexni na intervalu I C X, jestlize pro kazdé tii body
x,y,z€l,x <y <z, plati

@@=+ )& -2+ f@)(y—x)>0. (2.6.1)

Rekneme, Ze funkce f : X € R — R je konkdvni na intervalu I C X, jestlize pro kazdé t¥i body
x,y,z€l,x <y <z, plati

@@=+ )& —-2)+ f(@D)(y—x) <0 (2.6.2)

Funkce konvexni (konkdvni) na celém svém defini¢nim oboru se nazyva prosté konvexni (konkdvni).

Funkce f : X € R — R se nazyva sudd (lichd), jestlize pro kazdy bod x € X plati —x € X a
J(=x0)x (f(=x) —x).

Funkce f : X € R — R se nazyva periodickd, jestlize existuje ¢islo p > 0 takové, Ze x € X, prave
kdyZ x 4+ p € X ajestlize x € X, pak f(x + p) = f(x). Cislo p se nazyvé perioda funkce f.

Funkce f : X ¢ R — R takovd, Ze mnoZina f(X) je jednoprvkovd, se nazyva konstantni. Je-li
f(X) = {c}, piSeme f = c.¥) Konstantni funkce, stejné jako funkce idg, jsou specidlnim pifpadem
afinnich funkci. Funkce f : R — R se nazyva afinni, existuji-li ¢isla p, g € R takovd, Ze pro kazdé
x € Rplati f(x) = px+gq.

Mnozina Y C R2 se nazyva primka, existuji-li ¢isla a, b € R, ne soucasné rovna nule, takova, Ze

Y ={(x,y) e R* | ax + by =0} (2.6.3)
Souvislost afinnich funkei s pfimkami je jednoducha:

Véta 2.13. Funkce f : R — R je afinni, prdavé kdyz je jeji graf primka.
D i k a z. Dlkaz si ¢tenaf jisté rad udéld sam.

Uvedena véta nefikd, Ze kazd4 pfimka je grafem néjaké funkce!

Afinni funkce f(x) = px + q je rostouci, pravé kdyz je p > 0, a klesajici, pravé kdyZ je b < 0.”) Ukazeme
prvni ¢ast tohoto tvrzeni: Pfedpokladejme, Ze funkce f je rostouci. Pak musi platit £(0) < f(1) (podle definice
rostouci funkce), coz ovSem vede k ¢ < p + ¢, neboli p > 0. Naopak, necht’ p > 0. Pak pro libovolné x, y € R,
x < y,plati px < py,¢ili px + g < py + q, cozZ znamend, Ze f(x) < f(y) a funkce f je rostouci.

KaZd4 afinni funkce je konvexni i konkdvni. Pro libovolné tfi body x1, x2, x3 € R totiZ plati

fe1) (3 —x2) + f(x2) (1 — x3) + f(x3)(x2 — x1)
= (px1 4+ q)(x3 — x2) + (px2 + q)(x1 — x3) + (px3 + q) (x2 — x1)
= p(x1x3 — x1x2) + q(x3 — x2) + p(x2x1] — x2x3) + g (x1 — x3) + p(x3x2 — x3x1) + q(x2 — X1)
= p(x1x3 — x1X2 + X2X1 — X2x3 + x3%2 — x3x1) + q(x3 — X2 + X1 — X3 + X2 — X1)
=0.

Pokusme se nyni vyjasnit definici konvexni funkce. Ozna¢me y; = f(x1), y2 = f(x2), y3 = f(x3). Pod-
minka 2.6.1 se d4 pfepsat na

- y1(x3 —x2) + y3(x2 — x1)
2= X3 — X1 '

(2.6.4)
PoloZime-li

il —x) + y3(x — x1)
g('x)_ )

X3 — X1

(2.6.5)

dostaneme afinni funkci g : R — R (to se snadno zjisti dpravou vztahu (2.6.5)), pro kterou plati g(x;) = yi,
g(x3) = y3 (dosazenim do (2.6.5)) a g(x2) > y2 z (2.6.4). Dostavame tedy tento vysledek: funkce f je konvexni

8)Napfﬂdad symbolem 2 tedy nékdy oznacujeme ¢islo a nékdy konstantni funkci!

9Definice funkce f, kterou jsme na tomto mist€ uvedli, je nedplné: neuvedli jsme ani defini¢ni obor, ani obor hodnot této
funkce. Dohodnéme se, Ze v takovych piipadech bude definiénim oborem mnoZina vSech redlnych Cisel, kterd 1ze do pravé
strany ptredpisu dosadit (v naSem piipadé tedy R) a oborem hodnot mnoZina R. V piipad€ nejasnosti ov§em musime byt schopni
kdykoli uvést presnou definici!
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na intervalu I, pravé kdyz pro kazdé tfi body x1, x2, x3, x1 < x2 < x3, plati f(x2) < g(x2), kde g je afinni funkce,
jejimz grafem je pfimka, prochazejici body (x1, f(x1)) a (x3, f(x3)).

Necht' f,g : X € R — R jsou dvé funkce. Funkci (f + g) : X — R, definovanou pro kazdé
x € X predpisem (f + g)(x) = f(x) + g(x), nazyvdme souctem funkci f a g. Soucinem téchto funkci
nazyvame funkci (f - g) : X — R, definovanou pro kazdé x € X predpisem (f - g)(x) = f(x) - g(x).
Tim jsme definovali operace s¢itini a ndsobeni na mnoZziné R¥.

Mnozina R¥ s témito operacemi oviem nenf pole. Které podminky z definice pole nespliiuje?

Uspotadani na mnoZiné RX je definovano takto: Klademe f < g, pravé kdyZ pro kazdé x € X plati
fx) < g).

Ovéite, Ze takto definovand relace na R¥ je skute¢n& usporadani. Je toto usporadani tplné?

Mocninnd funkce se definuje pomoci kone¢ného poctu ndsobeni.

Pti definici mocninné funkce postupujeme takto: pro kazdé Cislo x € R poloZime

xl=x,

x2=x-x.

(2.6.6)
Dostaneme funkce pow; : R — R a pow, : R — R, definované pro kazdé x € R predpisy pow;(x) = x
a pow,(x) = x2. Tyto definice pak zobecnime na libovolné piirozené &islo tim, Ze pro kazdé n e Na x € R
polozime x"*! = x" - x a pow,, 4= x"*+1. Tento postup je zaloZeny na principu matematické indukce a k jeho
pouziti nds opraviiuje ndsledujici véta:

Véta 2.14. Existuje prdvé jedna posloupnost funkci (pow,,)nen, pow, : R — R takovd, Ze

pow; = idgr (2.6.7)
apro kaZdé n e N,

pow, | = idg - pow,, . (2.6.8)

Dt k a z. Lze provést pomoci principu matematické indukce. (UkaZe se, Ze mnoZina vSech pfirozenych
¢isel m takovych, Ze pro kazdé n € {1, ..., m} existuje pravé jedna funkce pow, tak, Ze jsou splnény
podminky (2.6.7) a (2.6.8), je induktivni.)

Funkce pow, z pfedchozi vty se nazyva mocninnd funkce s exponentem n. Hodnota této funkce
v bodé x se oznacuje x”.
Mocninna funkce m4 nésledujici zdkladni vlastnosti:

Véta 2.15. Pro kaZdé m,n € N plati:
1. pow,, - pow, = pow,, .
2. pOw,, 0O pOW,, = POW,,, ..
3. Je-li n liché, je funkce pow,, lichd. Je-li n sudé, je funkce pow,, sudd.
4. Funkce pow,, je na intervalu (0, 00) rostouct.
S.Je-lix>1am>n,jex"™ > x". Je-li0 <x <lam > n, jex™ < x".
D G k a z. 1. Necht n € N. UkdZeme, Ze mnozina X vSech Cisel m € N, pro kterd plati
pow,, - pow,, = pow,, ,,, je induktivni. Prvni podminka definice induktivni mnoZziny fikd, Ze m4 platit
pow, - pow, = pow,,,. Je tedy splnéna (podle (2.6.7) a (2.6.8)) a mdme 1 € X. Druha podminka fik4,
Ze 7 pow,, - pow, = pow,,,, musi plynout pow,,, | - pow,, = pow,,,,,. To je ovSem spIn€no, opét
diky (2.6.7) a (2.6.8).

2. Dikaz tohoto vztahu nechdme na Ctenéfi (je tfeba postupovat podobné, jako v prvnim piipadé).

3. Necht’ X je mnozZina vSech pfirozenych ¢isel, pro kterd tvrzeni plati. Jelikoz funkce pow; = idg
je lichd, 1 € X. Predpoklddejme, Ze n je liché Cislo a funkce pow,, lichd. Pak pow, ,; = idr - pow, a
funkce pow,,, | je sudd (jako soucin dvou lichych funkci — viz cvi€eni 27). Podobné, je-li Cislo n sud€ a
funkce pow,, sud4, je funkce pow, , | rovna soucinu lich€ a sudé funkce a je lichd. Celkové,n + 1 € X.

4. Opét vyuZijeme princip matematické indukce.'” Pron = 1 je pow, = idR, coZ je rostouci funkce.

10)¢o bychom si bez néj pocali?
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Nyni necht'n € N. Je-li funkce pow,, na intervalu (0, co) rostouct, pak pro kazdé x, y € (0, 00), x <y,
plati

P (definice funkce pow,,, )
<y-x" (elikoz x" > 0ax < y)
<y-y" (y > 0 apow, je rostouci)
=yl (definice funkce pow,, )

a funkce pow, , | je na intervalu (0, co) rostouci.

5.Je-li x > 1, je x"t!1 > x" — to plyne z véty 2.4 tvrzeni 4., s neostrou nerovnosti nahrazenou
ostrou'V (viz cviceni 7). Podobng, je-lik € N,k > 1ax > 1, x"t% > x” pak x"T*+1 > x” Prvni &4st
tvrzeni tedy plyne z principu matematické indukce. Druhd ¢ast tvrzeni se dokdZe podobné.

Na zavér uvedeme jesté nékolik piikladd funkei.

Absolutni hodnotou redlného Cisla x nazyvame Cislo |x|, které je rovno x, je-li x > 0, a —x, jestliZze
x < 0. Dostdvame funkci |- | : R —> R.

Celou cdsti' [x] redlného ¢isla x nazyvame nejvetsi celé Cislo, které je mensi nebo rovno x. Dostdvame
funkci[-]: R —» R.

Pro redlné ¢islo x klademe y (x) = 0, je-lix € [ a y(x) = 1, je-li x € Q. Dostavame Dirichletovu
Junkci y : R — R.

Riemannova funkce p : R — R je definovana takto: Jestlize x € I, je p(x) = 0. Jestlize x € Q, pak
existuje celé ¢islo p a ptirozené Cislo g, kterd jsou nesoudélnd a x = p/q. Klademe p(x) = 1/q.

Piiklady

1. Rozhodnéte, které z mnoZin N, Z., Q, I s operacemi s¢itdni a ndsobeni jsou pole a kterd z nich jsou
spojité usporddand.
Reseni: DokdZeme, Ze mnoZina Z s operacemi s¢itani a nasobeni celych &isel neni pole. Budeme ovéfovat
podminky uvedené v definici pole. S¢itdni na mnoZin€ Z je komutativni a asociativni operace s neutralnim
prvkem O (a to je celé Cislo) takova, Ze kazdé celé ¢islo ma vzhledem k této operaci inverzi v mnoziné
7 (Cislo opacné). Ndsobeni na mnoZin€ Z je komutativni a asociativni operace s neutralnim prvkem 1,
ale existuje celé ¢islo rizné od 0 takové, Ze nemd v Z vzhledem k této operaci inverzi. Z s operacemi
s¢itani a ndsobeni neni pole. Ostatni pfipady nechdvdme na Ctenafi.

Podivejme se, zda pole QQ s operacemi s¢itani a nasobeni je spojité uspofddané. Zvolme libovolné ¢islo
z € I a uvazujme dvé€ podmnoziny X, Y mnoziny Q: X ={r e Q | r <z}aY ={reQ | r > z}
Mnoziny X, Y jsou neprdazdné a plati X < Y. Predpoklddejme, Ze existuje x € QQ takové,Ze X < x < Y.
Potom ale bud' x > z nebo x < z (moZnost x = z nastat nemiizZe protoze z € I a x € Q). Pokud
x > z, tak v intervalu (z, x) existuje néjaké raciondlni ¢islo (véta 2.12) a neplati tedy x < Y. Pokud
x < gz, tak podle stejné véty existuje n€jaké raciondlni Cislo v intervalu (x, z) a neplati tedy X < x.
Z predpokladu, Ze existuje raciondlni ¢islo s uvedenou vlastnosti, jsme tedy v obou piipadech dostali

spor. Takové raciondlni ¢islo tedy neexistuje a QQ neni spojité usporadané pole.

2. Uvazujme Dirichletovu funkci y . Najdéte funkce y2, [10 x, x(1 = x), x o x, x o [I.

Reseni: UkdZeme, Ze y (1 — y) = 0. Pokud x € Q, tak y (x) =0atedy (y (1 — x))(x) =0(1 —0) =0.
Pokud x € [, tak y (x) =l atedy (y (1 — y))(x) = 1(1 — 1) = 0. Zbylé ptipady nechdviame Ctenafi.

3. Dokazte, Ze funkce f : R > R, f(x) = x — |x| je na intervalu (—o0, Q) rostouci a na intervalu
[0, c0) konstatni.

1D Znaménkiim < a > se nékdy fik4 neostrd nerovnost, znaménkiim < a > ostra.

12)Tento diikaz je tedy zaloZen na existenci alespoii jednoho iraciondlniho ¢isla. To jsme sice zatim neukdzali, ale Casem na
to dojde.
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Reseni: Budte x, y € (—00,0) takovd, Ze x < y. Potom f(x) = x — |x| = x — (=x) = x + x = 2x,
obdobné f(y) = 2y tedy plati f(x) < f(y). To ovSem znamen4, Ze funkce f je na intervalu (—oo, 0)
rostouci.

Necht'x > 0. Potom f(x) = x — |x| = x —x = 0. To znamen4, Ze funkce f je na intervalu [0, c0)
konstantni.

4. UvaZujme stejnou funkci, jako v predchdzejicim prikladé. DokaZte, Ze tato funkce je na R konkdvni.
Reseni: Mame dokazat, e pro kazdé tfi body x, v, z takové, Ze x < y < z, plati

@@=+ )& —-2)+ f@)(y—x) <0

Nyni mohou nastat nsledujici moZnosti:
1.x,y,z € (—o0,0). Potom

fOZ=+fOMx—2)+ f(@)(—x)
= ===+ -CE=NEx -2+ = (=) —x)
=2x(z—y)+2y(x —z) +2z(y — x)
=2(xz —xy+ yx —yz+2zy — zX)
=0.

2.x,y € (—00,0) az € [0, 00)

=+ fMHx -2+ f()(—x)
=x—(E)z=-»N+G-CFy)x—2)+E—2)(y—x)
=2x(z—y)+2y(x —2) +0(y — x)
=2(xz —xy+ yx — yz)
=2z(x —y)
<0.

3.x € (—00,0)ay,z € [0, c0). Potom

fOZ=+fOM)x -2+ f(@)(y —x)
=x—(CE))ez=-N+O-—»Nx—-2)+z—2)(y—x)
=2x(z—y)+0(x —2)+0( —x)
=2x(z—1y)
< 0.

4.x,y,z € [0, c0). Potom

J@E =)+ & —2)+ [y —x)
=@ =)=+ -E-2)+ @@= —-x
=0z —=y)+0(x —2)+0(y —x)
=0.
Jak je vidét, ve vSech pfipadech jsme zjistili, Ze f(x)(z—y)+ f(¥)(x —2)+ f(2)(y —x) < 0. Z definice
vyplyva, Ze uvedena funkce je konkavni.

5.Bud’ f : R\ {0} > R,

fl) ==

|x]

Zjistéte, je-li funkce f sudd, lichd.
Reseni: Pro kazdé x € R\ {0} plati
—X X

f(=x)=——=——=—f(x).
| — x| | x|

To znamen4, Ze funkce f je lichd. Zaroveii ale



2-12 2. Redlna Cisla, funkce redlné proménné

fy=m=1=1,

atedy f neni suda (proc¢?).

6. Necht' f : R — R, f(x) =2 + (=1)¥1. Dokazte, ze funkce f je periodickd a urcete jeji periodu.
ReSeni: Prokazdé x e Rplati [x] < x < [x]+ latedy[x]+2 <x+2 <[x]+2+ 1.[x]+2jetedy
nejvetsi celé Cislo, které neni vét§i nez x 4+ 2 atedy [x + 2] = [x] + 2. Dostdvame

flr+2) =2+ (=D
— 2 4 (=12
=24 (=DM (=1)?
=2+ (-
= f ).

Funkce f je tedy periodickd s periodou 2.

Cviceni

1. Je skladani zobrazeni komutativni operace?
2. Uvedte piiklad neasociativni binarni operace.

3. Co je neutrdlnim prvkem operace sjednoceni, prinik, rozdil podmnoZin mnoziny X a kompozice
zobrazeniz X do X?

4. UvaZujme mnoZinu exp X s operaci sjednoceni. M4 kazdy prvek Y € exp X inverzi vzhledem
k uvaZované operaci?

5. Rekneme, 7e dvé celd &isla m, n jsou v relaci ~, jestlize jejich rozdil je celo&iselny nasobek trojky.
Ovéite, Ze se jednd o ekvivalenci. PfisluSnou faktorovou mnoZinu oznacime Z3 a jednotlivé tfidy
rozkladu O = [0]~, 1 = [1]~, 2 = [2]~. Na mnoZin¢ Z3 definujeme operaci s¢itdni takto: [m]~ + [n]~ =
[m + n]~. Operaci ndsobeni definujeme stejné: [m]~ - [n]~ = [m - n]~. Ovéfte, Ze tyto operace jsou
korektné definovany.!?) Ovéite, Ze mnozina Z3 s takto definovanymi operacemi je pole. UvaZujme na
mnozing€ Zj3 relaci <, jejiz graf je mnozina {(0, 0), (1, 1), (2, 2), (0, 1), (0, 2), (1, 2), }. Ovéite, Ze se
jednd o usporadani. Zjistéte, zda je toto usporddani slucitelné se zmin€nymi operacemi s¢itdni a ndsoben.
6. DokaZte, Ze pro kazdddvé x, y € Rjsou vztahyx < y,0 < y—x,x—y < 0a—y < —x ekvivalentni.
7. Dokazte, Ze pro kazda4 tii redlnd ¢isla x, y, z € R plati:

a)JestliZex < y,pakx +z <y+z. b) Jestlize0 < x a0 < y,pak0 < xy.

c) Jestlize 0 < z, jsou vztahy x < y axz < yz ekvivalentni.
8. Dokazte, Ze mnoZina N je nekonecna.
9. DokaZte, Ze kazd4 kone¢nd pomnoZina R m4 maximum a minimum.
10. UkaZte, Ze pro kazda dvé€ redlna ¢isla x, y plati:

a) (=x) - (=y) = xy; b) | — x| = Ix[;

) lxyl = lxl-Iyl; d) |x + yI < x|+ |yl

e) llx[ =yl < |x =yl
11. UkaZte, Ze pro kazda tfi redlnd ¢isla x, y, z plati: JestliZe x < yaz <0, pak xz > yz.
12. Ukazte, Ze prokazda tfiredlnd &islax, y, €, > Oplati: [x—y| < ¢ pravétehdy,kdyzx € (y—e, y+¢).
13. Zjistéte, zda pro kazdé x € R plati:

3)0ovette, ze je-li [m]~ = [m'1~ a [n]~ = [n']~, jei[m + nl~ = [m’ + n’]~. Podobn& pro ndsobeni.
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a)x/x = I; b)x/x2 = 1/x;
c) x?/x = x.
14. Zjistéte, pro kterd x € R jest:
a) x < —2x; b) x2 — 5x + 6 > 0;
x=Dx+2)(x =3)
©) Ix + 2]+ 3lx — 1] — 2|x — 3| > 0; DeFHe=50x6 =¥

15. Najdéte redlnd Cisla x, y takova, Ze

Ax—y <x+y; b)xy > x/y.

16. Rozhodnéte, zda existuji takova dvé redlnd Cisla x, y,Ze xy > x axy > y (resp. xy < y axy < Xx).

2 v

17. Rozhodnéte, zda existuji takova dvé redlna ¢islax, y,Zex + y < x (resp.x +y <xax 4y < y).

18. Najdéte supremum, infimum, maximum a minimum mnoZzin (-3, 2), {5, 0}, {%, %}, {—4,4}, {—7},
[1, 00).

19. Najdéte sup X a inf X, jestlize

a)X={1/n | neN} DX={reQ|r>0}
X={(n+1)/n| neN} dX={1+1/n | neN}.

20. Najdéte maximum, minimum, suppremum a infimum (jestlize existuji) nasledujicich mnozZin:
a) mnozina vSech celych zapornych Cisel, b) mnozina vSech zdpornych Cisel,
¢) intervaly (0, 1), [-2, 1], (0, 3], [0, c0), d) mnozina [0, 1] U [2, 3],
e) mnozina vSech iraciondlnich ¢isel z (0, 1),  f) mnoZina vSech raciondlnich ¢isel z (0, 1),
g)mnozina{n + 1/n | n e N}, h) mnozina {(—1)" - (n/(n + 1)) | n € N}.

21. Najdéte maximum, minimum, suppremum a infimum (jestlize existuji) funkce f na mnoZing Y,
jestlize :

a)f:R> R, fx)y=x?>aY ={(=1)"/n | neN};

b)f:RoR, f(x)=—2xaY={(-1)'(n+1) | neN}

c)f=paY={1/n| neN}L
22. Plati véta o supremu (infimu) i v mnoZinidch N, Z, Q?
23. Predpokladejme, Ze mnoZiny X, Y C R maji supremum. Naleznéte:

a)sup(X UY); b) inf(—X);

¢) inf(1/X) (za predpokladu 0 < X).
24. Existuje funkce, kterd je zaroven sudd i lich4?
25. Ukazte, Ze pro kazdou lichou funkci f plati: Jestlize 0 € Dom f, potom f(0) = 0.
26.Bud’ f : R — R funkce takovd, Ze: Jestlize x € Dom f, potom —x € Dom f. UkaZte, Ze funkci f
Ize vyjadfit jako soucet sudé a liché funkce.

Navod: f(x) = 3(f(¥) + f(=x)) + 3(f (x) = f(=x)).
27. Budte fi, f» : R — R sudé funkce, budte g1, g2 : R — R liché funkce. Rozhodnéte, které
z uvefden)’/ch funkci jsou sudé (resp. liché): f1 + f2, g1 + &2, f1- f2, &1 - &2, f1 + &1, f1- &1, f1 081,
810 J1.
28. Zjistéte, které z nasledujicich funkci jsou sudé resp. liché:

a) f(x) =x/|xl; b) f(x) = x* — 2x%;
o) f(x) = Q2 —x)/Q2+x); d) f(x) =x —x3/6 + x°/120;
e) f(x) =2.

29. Existuje ke kazdé funkci funkce inverzni? MuZe existovat inverzni funkce k funkci periodické?
30. UkaZte, Ze kaZd4 z nésledujicich funkci je sama k sob¢€ inverzni:
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2) f(x) = x; b) f(x) = —x; Q) f(x) = 1/x;
d) fx) =L &) f(x) =2+ L N fx)=LEl @ peR).

31. Dokazte nésledujici tvrzeni: Bud’ f : R — R funkce rostouci na kazdém intervalu (—n, n), kde
n € N. Pak je f rostouci na R.

32. Sestrojte rostouci funkce f, g na intervalu (x, y) tak, aby funkce f - g nebyla rostouci na (x, y).
33. Existuje funkce f : R — R, kterd je souCasné rostouci na R a licha (resp. rostouci na R a suda)?

34. Dokazte nésledujici tvrzeni: Budte f, g : R — R funkce takové, Ze f je neklesajicinaR a f + g je
klesajici na R. Pak g je klesajici na R.

35. Dokazte nasledujici tvrzeni: Bud’ f : R — R funkce neklesajici na intervalu (x, y). Pak je pro kazdé
z € (x, y) mnozina f~!(z) N (x, y) prizdnd nebo jednoprvkova nebo interval.
36. Rozhodnéte, na kterych intervalech jsou dané funkce rostouci a na kterych klesajici:
a) f(x) =x% b) f(x) = x*; o) f(x) = Ixl;
d) f(x) =x4|x].
37. Je-li funkce f : R — R rostouct, je nutné
a) funkce 2 f rostouct, b) funkce — f klesajici, ¢) funkce f? rostouci?
38. Necht' funkce f i g jsou definovavy na stejném intervalu.
a) Jsou-li funkce f i g rostouct, je funkce f + g také rostouci?

b) Najdéte rostouci funkci f a klesajici funkci g tak, aby funkce f + g byla rostouci.

39. Sestrojte funkce f, g : X ¢ R — R tak, aby platilo f - ¢ = 0 a neplatilo ani f(X) = {0} ani
g(X) = {0}. Je mozné nalézt takové funkce pro libovolnou neprazdnou mnoZinu X ?

40. Rozhodnéte, zda plati ndsledujici tvrzeni: Bud’ f : R — R funkce takové, Ze pro kazdy otevieny
interval J plati f(J) C J.Pak f = idg.
41. Nacrtnéte graf funkce f, je-li:
a) fx)=Ix+1l+x—1;  b) f(x)=I|x—1]; ) f(x) = —xl|x|;
d) f(x) = =1D/(x+1).
42.Necht' p: R\ {0} - R, p(x) = % — 1. Ovéite, Ze plati:

A p+pol(—idg)=—2  bpoQidR)=Lp—1;  ©po(l—idg)=1;
=1 _ ) 1 _ 1
Dy = PtE Oprr=ro(d) 41

43. Zname-li graf funkce f(x), jak sestrojite grafy funkci f(—x), —f(x), f(x +¢), f(x) +c,a - f(x),
fa-x)?
44. Jsou dany funkce f a g. Najdéte |f|, f+ g, f —¢&, f -8, f/g fog,go f,plati-li:
a)f,g ' Ro>R, f(x)=3x,g(x)=2—x;
0, prox <0, 0, prox <0,

b)f,g:R—)R,f(x)Z{x’ prox>0,’g(x):{—x2, pro x > 0;

x, prox € [0, 1], x, prox € Q,
c)f,g:[0,2]—>[0,2],f(x)=[2_% groxegl,ﬁ,’g(x):{Z—x, el

45.Necht' f, g : R = R,

. [x], prox <1, _|2—=x% prox <o,
f(x)_[2x—1, prox > 1, glx) = x+2 prox >0.

a) UrCete, pro kterd x plati f(x) =0,g(x) =0, f(x) =x,g(x) =x, f(x) = gx), f(gx)) =1,
g(f(x) =1

b) Dokazte, Ze f(x) > O pro vSechna x.
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c) Dokazte, Ze g(f(x)) > O pro vSechna x.
d) Zjistéte, zda existuje inverzni funkce k funkcim f, g.
e) UrCete funkci f o g a nacrtnéte jeji graf.

2 N7

46. Budte f periodickd funkce s periodou p a n pfirozené ¢islo. Ukazte, Ze ¢islo np je také perioda této
funkce.

47. Ukazte, Ze kazda konstantni funkce je periodicka.
48. Udejte priklad nekonstantni periodické funkce, kterd nema nejmensi periodu.
49. Které z nasledujicich funkei f : R — R jsou periodické:
a) f(x) = [x]; b) f(x) =x — [x].
50. Necht funkce f, g : R — R jsou periodické se stejnou periodou. Dokazte, Ze funkce f +ga f - g
jsou periodické.
51. Je soucet dvou periodickych funkci vZdy periodické funkce?
52. UrCete sup, .y f(x), infyex f(x), maxyex f(x), minyeyx f(x), je-li:
a)f:RoOR, f(x) =x?aX =R, b)f R R, f(x) =x*aX =(-3,2);
o) f:R\{0} >R, fx)=1/xaX = (—0o0,0).
53. Budte f, g, h : R — R ohrani¢ené funkce, necht’ pro kazdé x € R plati 2(x) # 0. Rozhodnéte, zda
funkce f + g, f - g, 1/h, g/ h jsou ohrani¢ené na R.

54. Necht' f : R — R. Ukazte, Ze je f konvexnina R jestlize
a) f(x) = x| —x; b) x2.



