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5. Posloupnosti a rady

5.1 Limita a hromadné hodnoty. M&jme posloupnost (x,,) prvki Hausdorffova topologického prostoru
X. JelikoZ oo je prvkem uzdvéru mnoziny N, miZeme uvazovat limitu lim,_, ~ x,. Pokud nedojde
k mylce, budeme tuto limitu oznacovat prosté lim x,,.

Nasledujici kritérium pro limitu posloupnosti je pifimym diisledkem definice limity:

Véta 5.1. Posloupnost (x,,) prvkii topologického prostoru X md limitu xo, pravé kdy? pro kaZdé okoli U
bodu x¢ existuje prirozené ¢islo ng takové, Ze pro kaZdé prirozené Cislo n > ng plati x,, € U.

Prvek x¢ se nazyva hromadnd hodnota posloupnosti (x,), jestlize ke kazdému jeho okoli U existuje
nekonec¢né mnoho pfirozenych Cisel k takovych, ze x; € U.

Véta 5.2. MnoZina hromadnych hodnot libovolné posloupnosti je uzaviend.

Didkaz.Ozna¢me A mnozinu hromadnych hodnot posloupnosti (x,). Zvolme libovolny prvek x € X\ A.
JelikoZ x neni hromadnou hodnotou, musi mit okoli U, které obsahuje pouze kone¢né mnoho ¢lent
posloupnosti (x,). Pak ale kazdy prvek okoli U ma tutéZ vlastnosta U C X \ A. Tim jsme dokazali, Ze
mnozina X \ A je oteviena.

Véta 5.3. Predpoklddejme, Ze topologicky prostor X je kompakini a uvaZujme posloupnost (x,) prvkii X.
1. (x;,) md hromadnou hodnotu.
2. Md-li posloupnost (x,,) jedinou hromadnou hodnotu xo, pak lim x, = x.
D d k a z. 1. Pfedpokladejme, Ze Zadny prvek mnoziny X neni hromadnou hodnotou posloupnosti (x,,).
Pak kazdy prvek x € X ma okoli Uy, které obsahuje pouze kone¢né mnoho ¢lent posloupnosti (x,).
Systém S = {U, | x € X} je oteviené pokryti mnoZiny X a mé konec¢né podpokryti 7 C S. Nyni je
ziejmé, Ze ve sjednoceni systému 7 leZi jen kone¢né mnoho ¢lend posloupnosti (x,). OvSem UT C X
a mame co? A mdme spor.

2. Kdyby neplatilo limx, = xg, pak existuje okoli U prvku xq takové, Ze v mnoziné¢ X \ U lezi
nekoneéné mnoho ¢lenti posloupnosti (x,). Tyto prvky tvoii posloupnost v kompaktnim topologickém
prostoru X \ U,V kterd m4 podle bodu 1. hromadnou hodnotu, réiznou od xq. To je spor.

5.2 Posloupnosti realnych ¢isel. Pravime, Ze posloupnost redlnych &isel je konvergentni, ma-li limitu
v R. Je-li limitou této posloupnosti oo nebo —oo, fikdme, Ze je divergentni. Posloupnost, kterd neni ani
konvergentni, ani divergentni, se nazyva oscilujici.

Ze cvi¢eni 11 k pfedchozi kapitole vime, Ze mnoZina R je kompaktni. Podle véty 5.3 ma tedy kazda
posloupnost redlnych ¢isel v R hromadnou hodnotu — mnoZina hromadnych hodnot je neprdzdn4. Podle
véty 5.2 je tato mnoZina navic uzaviend, coZ ov§em dohromady znamend, Ze ma nejmensi a nejveétsi
prvek. MiZeme tedy zformulovat ndsledujici vysledek:

Véta 5.4. 1. Kazdd posloupnost redlnych Cisel md v R nejvétsi a nejmenst hromadnou hodnotu.
2. Je-li tato posloupnost navic ohranicend, jsou tyto hromadné hodnoty redlnd cisla.
D dkaz Bod 1. jsme dokdzali v pfedchozim odstavci, bod 2. je zfejmy.

Nejvétsi hromadnd hodnota posloupnosti redlnych Cisel (x,,) se nazyva limes superior posloupnosti
(x,) aoznacuje lim sup,,_, o, X, nebo lim sup x,,. Nejmensi hromadnd hodnota této posloupnosti se nazyva
limes inferior posloupnosti (x,) a oznacuje liminf,,_, o X, nebo liminf x,,.

Je-li o rostouci posloupnost pfirozenych ¢isel, pak posloupnost (x,,) se nazyvd posloupnost vybrand
z posloupnosti (x,) nebo podposloupnost posloupnosti (x,).

DJak vime, e je kompaktni?
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Véta 5.5. Bud’(x,) posloupnost redlnych cisel. Pak bod xy € R je hromadnou hodnotou této posloupnosti,
pravé kdyZ existuje vybrand posloupnost x,, takovd, Ze lim x4, = xo.
D i k a z. Bud' U okoli bodu x. Pfedpoklddejme, Ze existuje vybrand posloupnost x,, takova, Ze
lim x5, = x¢. Ozna¢me ng pfirozené ¢islo takové, Ze pro kazdé n > ng je x5, € U (véta 5.1). Hledanymi
Cisly k jsou ¢isla 0y, Opgt1, Ong42, - - -

Nyni dokdZeme opacné tvrzeni pro xg € R (pro xg € {co0, —oo} pfenechdme ditkaz ¢tenéti). Oznacme
I, interval (xo — 1/n,xo + 1/n). Pomoci principu matematické indukce zkonstruujeme vybranou po-
sloupnost (x,,) takovou, Ze pro kazdé n je x, € I,. Ozna¢me o) nejmensi pfirozené ¢islo, pro které
Xoy € It (takovych pfirozenych Cisel je podle predpokladu nekonecné mnoho). Podobné, oznacme o7
nejmenm pfirozené Cislo vétsi nez o, pro které X, € 1> (pfirozenych &isel k > o1, pro kterd x; € I
je nekonec¢né mnoho). Predpokladejme nym Ze jiz mame Cisla 01 < ... < oy, kterd nasi podmlnku
spliiuji. Pak 0,1 budiZ nejmensi piirozen€ Cislo, pro kter€ 6,41 > 0, a X5,,, € I;41. Tim je hledand
vybrand posloupnost (x,,) zkonstruovdna a véta dokdzéna.

Posloupnost (x,,) prvkii mnoziny R se nazyva cauchyovskd, jestlize ke kazdému redlnému ¢islu e > 0
existuje pfirozené Cislo ng takové, Ze pro kazdé n1, np > ng plati

[Xn, — Xny| <€ (5.2.1)

Véta 5.6. KazZdd konvergentni posloupnost redlnych isel je cauchyovskd. KaZdd cauchyovskd posloup-
nost redlnych cisel je konvergentni.

D G k a z. Bud’ (x,) konvergentni posloupnost redlnych &isel, xg jeji limita. Zvolme libovolné &islo ¢ > 0
a oznaCme ng prirozené &islo takové, Ze pro kazdé n > ng je |x, — xo| < ¢/2. Budte nyni ny, ny > no.
Miéme

€
|xn1 _xnzl = |xn1 — X0 +X() _-xnzl S |xn1 —)C()l + |)C() _xnzl < 5 + E =¢&
KaZzd4 konvergentni posloupnost je tedy cauchyovska.
Me¢éjme nyni cauchyovskou posloupnost (x,) a oznacme ng pfirozené Cislo takové, Ze pro kazdé
ni,ny > ng je |x,, — xp,| < 1. Déle oznaCme

M = max{xi,x2,...Xp} + 1,
m =min{xy, x2, ... X} — 1

Nyni pro libovolné n € {1,2,...,n9— 1} platix, < M apron > ng je |x, — x| < 1, coZ znamend, Ze
Xp < Xy + 1 < M. Posloupnost (x,) je tedy shora ohranicend ¢islem M. Stejnym zplsobem se dokaze,
Ze posloupnost (x,) je také zdola ohrani¢ena ¢islem m. PoloZzme a = liminf x,, a » = lim sup x,,. Mame
a,b e R (vétas5.4).

Predpoklddejme, 7e a < b a polozme ¢ = (b — a). Pak existuje pfirozené &islo ng takové, Ze pro
kazdé ny, ny > ng je |xn, — xXp,| < €. Zvolme nyni k, [ > ng tak, aby |xy —a| < ea|x; —b| < & (Cisla
k, [ existuji, jelikoZ a a b jsou hromadné hodnoty — véta 5.5). Dostdvdme x; > b — ¢, x; < a + ¢, €ili

Xj—xp>b—¢c—a—eg=3c—2e=¢

a to je spor, jelikoz podle predpokladu, x; — x; < €.
Dostavame tedy a = b a tvrzeni plyne z véty 5.3.

5.3 Posloupnosti funkci. Necht'Y ¢ X c R. Uvazujme posloupnost ( f,,) funkci f, : X — R. Rikdme,
Ze tato posloupnost konverguje bodové k funkci f : Y — R na mnoziné Y, jestlize pro kazdé x € Y plati
lim, o0 fu(x) = f(x). Funkce f se nazyva limita posloupnosti (f,) a ozna¢uje lim f,. Rikdme, Ze
posloupnost ( f,,) konverguje k funkci f na mnoZiné Y stejnomérné, jestlize ke kazdému ¢ > 0 existuje
no € Ntakové, Ze pro kazdén > ngax € Y plati | f,(x) — f(x)| < &.

Z uvedenych definic ihned plyne: Jestlize posloupnost (f;) konverguje k funkci f na mnozZiné Y
stejnomérné, pak k této funkci na této mnoZin€ konverguje i bodové. Tuto implikaci lze obratit napriklad
jsou-li funkce f,, konstantni.
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Obsahuje-li mnozina Y vSechna ¢isla x € X, pro néZ existuje lim, oo f,(x), nazyva se obor
konvergence posloupnosti ( fy,).

Necht' f,, : R - R,

fo) ==

Pro kazdé x € R plati lim,_,+ f;(x) = 0; oborem konvergence této posloupnosti je tedy mnozina R.
Predpoklddejme nyni, Ze mnozZina ¥ C R je ohrani¢end a —M < Y < M. K libovolnému ¢ > 0 zvolme
no € N tak, aby M/ng < ¢. Pak pro kazdé n > ngp ax € Y plati |f,(x)| = |x/n| < |x/nol < M/ng < e.
Posloupnost (f;) tedy konverguje stejnomérné k nule na Y. Neni-li ovS§em mnoZina Y ohraniend, najdeme ke
kazdému ¢ > 0 an € N &islo x € Y takové, Ze |x| > ne, neboli |x/n| = |f,(x)| > ¢. V tomto piipadé tedy
posloupnost (f;;) na Y stejnomérné nekonverguje.

Véta 5.7. JestliZe k posloupnosti (f,,) funkci f, : X — Ra funkci f : Y — R existuje posloupnost
(yn) takovd, Ze limy, = 0 a pro kaZdé n € Nax €Y je |f,(x) — f(x)| < yn, pak posloupnost (fy,)
konverguje stejnomérné k funkci f na mnoziné Y.

D Gk a z. Zvolme ¢ > 0 a oznac¢me ng takové Cislo, Ze pro kazdé n > ng plati y, < e. Pak pro kazdé
x € Y plati | f,(x) — f(x)| < & atvrzeni je dokdzano.

Nasledujici tvrzeni budeme Casto pouZivat.

Véta 5.8. Posloupnost (f,) konverguje stejnomérné na Y, pravé kdyZ ke kaZdému ¢ > 0 existuje ¢islo
ng takové, Ze pro kaZdé ni,ny > no ax €Y plati' | f,, (x) — fu,(x)] < €.

D G k a z. JestliZze posloupnost ( f,) konverguje stejnomérné na Y k funkci f, pak k libovolnému ¢ > 0
existuje cislo ng takové, ze pro kazdé x € Y any, ny > ng plati

() = £ < 3.
(5.3.1

() = F@] < 5.
Miéme tedy
[y @) = fua O = [y 0) = F () + f(x) = fap, ()]

< @) = FQO] + | fr () = F)] < g n % — e

Predpoklddejme nyni naopak, Ze je splnéna druhd podminka tvrzeni. Zvolme & > 0 a ozna¢me ng Cislo
takové, Ze pro kazdé n1,ny > ng ax € Y plati

[fry () = Sy (X)] < % (5.3.2)

Podle pfedpokladu je posloupnost (f,(x)) cauchyovskd a existuje tedy Cislo f(x) takové, Ze
lim,— 00 fn(x) = f(x). Mdme tedy

fa(0) = FEI = lim_ 1fu(0) = )] < 5 <. (53.3)

tvrzeni je dokdzéno.

Véta 5.9. Necht’posloupnost (f,,) funkci spojitych v bodé xo € Y stejnomérné konverguje na mnoZiné Y
k funkci f. Pak funkce f je spojitd v bodé x.

D G k a z. Polozme y,, = lim, 00 fn(x0) a zvolme ¢ > 0. Pak existuje ¢islo n; takové, Ze pro kazdé
x € Yan > np plati

[fu(x) — f)] < g (5.3.4)
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a Cislo ny takové, Ze pro kazdé n > no,

| fulx) = f(x0)] < § (5.3.5)

Polozme n = max{n1, ny}. Funkce f;, je spojitd v bod€ x, existuje tedy okoli U tohoto bodu, tak, ze
pro kazdé x € Y N U plati

€
|fn(x) = falxo)l < 3. (5.3.6)
Pro libovolny bod x € Y N U (a pro pevné n, které jsme si pred chvili vybrali) tedy plati

£ @) = f@o)l = 1£ @) = fa () + fa () = fa(x0) + fa(x0) = fo)l
<1f @) = o+ 1fu(x) = faxo)l + | falxo) — f(x0)| = 3t3t3=¢
coz dokazuje spojitost funkce f v bodé€ xg.

Uvazme funkce f, : [0, 1] > R, f,,(x) = x". Snadno zjistime, Ze prox < 1jelim f,(x) = 0,alelim f,(1) = 1.
Limitou posloupnosti ( f;;) je tedy nespojita funkce f : [0, 1] = R,

0 x <1,

f(x)z[l x=1

Podle uvedené véty neni konvergence posloupnosti ( ;) stejnomérnd. Vskutku, ke kazdémucislue > 0,0 < ¢ < 1,
najdeme ¢&islo x € [0, 1) tak, Ze f,(x) > e.

Dusledek 5.10. Necht’ posloupnost (f,) stejnomérné konverguje na mnoziné Z k funkci f a necht’ pro
kazdé n € N existuje limita lim,_, x, f,(x) = a,. Pak existuji i limity lim a,, a lim,_, ,, f(x) a plat{

lima, = lim f(x). (5.3.7)
X—> X0

54 lv(ady. M¢jme posloupnost (x,) redlnych C&isel. Nekonecnou fadou, urcenou posloupnosti (xn),
rozumime symbol > x,. Posloupnost (s,), jejiz ¢leny jsou dany pfedpisem s, = x; + ... + x, (n =
1,2, ...), nazyvame posloupnost ¢dstecnych soucti fady D x,.

Jestlize posloupnost Edsteénych soudtl fady > x, konverguje, hovofime o konvergentni Fadé a &islo
lim s, nazyvame jejim souctem. V opaéném piipad€ hovorime o divergentni radeé.

Soucet nekone¢né fady D x, obvykle rovnéz oznacujeme symbolem D x,, (pokazdé je pfitom jasné,
v jakém vyznamu jsme tento symbol zrovna pouZili). Tvrzeni > x, = s znamend: ,Rada > x, kon-
verguje a jeji soucet je s“. Kromé tohoto zdpisu pouZivdme i zapis > - | x,. Z&pis > -, X, znamend
> o | Xnt+k—1. V takovém pifpad€ budeme pouZivat nasledujici znaceni pro posloupnost &dste¢nych
souCtl: s, = X + Xp41 + ... + Xp-

Necht' ¢ € R. Rada > q"~! se nazyvé geometrickd fada s kvocientem q.e-li ¢ # 1, pak pro n-ty &len s, jeji
posloupnosti ¢dste¢nych soudtt plati

- 1 —g"
sm=l+q+q*+... +q"" =ﬁ(1+q+q2+...+q”_l)= l—qq . (5.4.1)
Je-li g = 1, plati
sn=n, (5.4.2)

Vidime tedy, Ze lim s, existuje, pravé kdyz |¢| < 1, a je rovna 1/(1 — ¢). Uvedend fada tedy konverguje, pravé
kdyZ |g| < 1, a v tom piipadé plati > ¢"~! = 1/(1 — q). Geometrickd fada s ¢ = —1 se nazyvé Grandiho rada.
Rada > 1/n se nazyva harmonickd Fada. Pro posloupnost (s,,) jejich asteénych soudtd plati
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S1 =

l-l-1
52 = =
? 2
+1+1 1+1 +1
= — - > — — = —
MERTITL T TETRT,
1 1 1 1 1 1
S2n+lZS2n+m+2”——}—2+”.+F>S2n+F+...+F:S2n+_.
Harmonické fada tedy diverguje.
Necht’
! (5.4.3)
Xp = . 4.
A E
Pro n-ty ¢len s, posloupnosti &dste¢nych souctd fady > 2, x,, plati
n 0.9}
1 1 1 1
s> =52 (= - er1)
Sk—1 25 \k=1 k41
IRYANR TR 1+1 +1 " 1 1 " 1 1 1 1
2\1 3 2 4 3 5 4 n—3 n—1 n—-2 n n—1 n+l
1 1+1 1 1
2\l 2 n n+l

Je tedy D02, x, = lims, = 3.

Véta 5.11 (Cauchyho-Bolzanovo kritérium). Rada > xn konverguje, pravé kdy? ke kazdému ¢ > 0
existuje ¢islo ngy takové, Ze pro kaZdé ni, ny > ng plati

[Xp, + ...+ x| <e. 5.4.4)
D G k a z. Je-li s, posloupnost ¢aste¢nych souctl fady > x, a ny > ny, plati

[Xp, + ..o F X0 =[S0y — Sny—1l. (5.4.5)

Cauchyho-Bolzanovo kritérium tedy plyne z véty 5.6.
Jestlize v (5.4.5) poloZime n| = n,, dostaneme:
Disledek 5.12 (nutna podminka konvergence fady). Konverguje-li fada > x,, pak plati lim x,, = 0.

Aplikujte toto tvrzeni na geometrickou a harmonickou fadu!

Disledek 5.13. Jestlize Fada Yy x, konverguje, pak plati lim,_c0 > o, Xk = 0.

Véta 5.14. Méjme dvé posloupnosti redlnych Cisel (xy), (vn) a Cislo c. Jestlize Fady > x, a >y,
konverguji, pak konverguji i fady > (x, + yn) a >_ cxp, a plati

Z(xn +yn) = an + Zyn,
(5.4.6)
Ser =e>
D Gk a z. Plati
lim (x; +yi14+x2+y24+ ...+ x4+ )
n— oo
=n£rgo(x1 +x2+...+xn)+nli>ngo(y1+y2+...+yn) =an+2yn,
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Iim (cx; +cxp+ ...+ cxy) =clim(x; +x2+ ...+ x,) = ch,,.
n— oo

Z uvedeného tvrzeni ihned plyne (jak?), Ze jestliZe fada > x,, konverguje a fada >y, diverguje, pak fada
> xn + yn diverguje. Jestlize prvni dvé fady divergujf, nelze o konvergenci tfeti Fici nic (uvedte pfiklady).
Véta 5.15. JestliZe pro posloupnosti (x,) a (yn) existuje ¢islo ny takové, Ze pro kaZdé n > nqg plati
Xn = Yn, pak > x, konverguje, pravé kdyz konverguje >’ y,.
D G k a z. Za danych pfedpokladd konverguje fada > (x, — y,). Déle viz vétu 5.14.

s v

Véta 5.16. Necht'k je nezdporné celé cislo. Pak fada "2 | x, konverguje, pravé kdyZ konverguje rada
2k Xn-

Dtokaz Nechty, =0pron < kay, =x,pron > k Rada > > | xn konverguje, pravé kdyz
konverguje fada >_>° | v, (Iis{ se kone¢nym poctem ¢lend — viz vétu 5.15) afada >, y, konverguje,
pravé kdyz konverguje fada > 2, x, (porovnejte jejich posloupnosti dste¢nych soudtd).

Véta 5.17. Necht’(ky) je rostouci posloupnost nezdpornych celych Cisel, ki = 1. JestliZe Y x, = s, pak
pro posloupnost (y,) = (Xk, + Xk, +1 + - .. + Xk, —1) plati " y, = s.

D 4 k a z. Stadi si uvédomit, Ze posloupnost ¢aste¢nych soudti fady D y, je vybrand z posloupnosti
Castecnych soudtd fady > x;,.

Opacné tvrzeni neplati; vyzkousSejte na Grandiho fad€, pro (k,) posloupnost lichych cisel.

5.5 Rady s nezapornymi ¢leny. Necht' (x,,) > 0. Posloupnost &astenych soudti fady > x, je neklesajici.
Konverguje tedy, pravé kdyZ je ohrani¢end a pravé kdyZ konverguje néjaka jeji podposloupnost. Jinak
diverguje k +oo.

Véta 5.18 (srovnavaci kritérium). Necht’)  x, a Dy, jsou fady s nezdpornymi ¢leny a necht’existuje
¢islo ng takové, Ze pro kaZdé n > ng plati

Xn < Yn (5.5.1)

Potom z konvergence fady Y y, plyne konvergence rady D x,.

D G k a z. Necht'fada > y, konverguje. PoloZme

— |0 pron <ng

tn =1« pron > no.

Pro posloupnosti (5,,) a (,) ¢aste¢nych souti fad > X, a >y, plati (5,) < (¢,). Posloupnost (z,)

ohrani¢end. Je tedy ohrani¢end i posloupnost (5,,) afada Y X, konverguje. Podle véty 5.16 z konvergence
fady > X, plyne konvergence fady > x,.

Rada > y, z pfedchozi véty se nazyva majoranta Yady > x,. Rada > x, se nazyva minoranta fady
2 Yn-

Véta 5.19 (limitni srovnavaci kritérium). Necht’>  x, a >’ v, jsou Fady s nezdpornymi éleny a necht
existuje konecné

>

lim sup x—". (5.5.2)
Yn

Potom z konvergence rady y, plyne konvergence rady x,,.

D U k a z. Z definice limes superior posloupnosti plyne, Ze posloupnost (x,/y,) je shora ohranic¢ena.
Existuje tedy ¢islo M takové, Ze pro kazdé n plati x,/y, < M, neboli x, < My,. Z véty 5.14
a konvergence fady >y, plyne konvergence fady > My,. Z ni a ze srovndvaciho kritéria plyne
konvergence fady > x,.
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Ekvivalentn{ tvrzeni k tvrzeni srovnavaciho kritéria (limitniho i nelimitniho) je: Diisledkem divergence rady
> xn je divergence Fady Y yy.

Véta 5.20 (d’Alembertovo podilové kritérium). Bud’ > x, rada s kladnymi cleny. Existuji-li &isla
q < 1 ang takovd, Ze pro kaZdé n > ng je

Xn+1

=49, (5.5.3)

Xn
fada konverguje. Existuje-1i ¢islo ng takové, Ze pro kazdé n > ng je

Xn+1

> 1, (5.5.4)

Xn

Fada nesplriuje nutnou podminku konvergence.

D G k a z. DokdZeme prvni tvizeni. Necht'y, = x,, pron < ng ay, = q"~"x,, pron > ng Rada > Vn
konverguje (to plyne z konvergence geometrické rady a véty 5.18). Dale

xno—l—l < qan,
2
xn0+2 < qxno—l—l < q xn()n
X < gx < < gP'x < gPx
no+p = 4Xnp+p-1= ... = ¢ no+1 = 4" Xng-

Rada > yu je tedy majoranta nasi fady a prvni tvrzeni plyne ze srovnavaciho kritéria. Diikaz druhého
tvrzeni je ziejmy.

Véta 5.21 (limitni podilové kritérium). Jestlize pro fadu D x, s kladnymi ¢leny je

Xn+1
Xn

lim sup <1, (5.5.5)

pak konverguje. Je-li

Xn+1
Xn

liminf > 1, (5.5.6)

Fada nesplriuje nutnou podminku konveregence.

D Gk az. Ozna¢me a = limsup x,,41/x,, b = liminf x,/x,. Nechta < g < 1. Podle definice limes
superior posloupnosti existuje ¢islo ng takové, Ze pro kazdé n > ng je x,+1/x, < q. Prvni tvrzeni tedy
plyne z podilového kritéria. Jestlize b > 1, pak existuje ¢islo ng takové, Ze pron > ng je x,4+1/xn > 1,
a druhé tvrzeni plyne rovnéz z podilového kritéria.

Véta 5.22 (Cauchyho odmocninové kritérium). Bud’>_ x, fada s nezdpornymi ¢leny. Existuji-li &isla
q < 1 ang takovd, Ze pro kaZdé n > ng je

Y < q, (5.5.7)
Fada konverguje. Existuje-li ¢islo ng takové, Ze pro kazdé n > ng je
Yx, > 1, (5.5.8)

Fada nesplriuje nutnou podminku konvergence.
D i k a z. Je podobny dikazu podilového kritéria a pfenechdvame jej ¢tenafi jako uzitecné cviceni.

Véta 5.23 (limitni odmocninové Kritérium). Jestlize pro rfadu > x, s nezdpornymi ¢leny je
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lim sup /x, < 1, (5.5.9)
pak konverguje. Je-li

limsup V/x, > 1 (5.5.10)

Fada nesplriuje nutnou podminku konvergence.
D G k a z. Postupujeme podobné, jako v dikazu limitniho podilového kritéria.

5.6 Alternujici fady. Rekneme, Ze fada > x, je alternujici, jestlize pro kazdy ¢len x, mé ¢len x,4|
opac¢né znaménko.

Véta 5.24 (Leibnitzovo kritérium pro alternujici fady). Bud™> x, alternujici fada spliiujici podminky
lim x,, = 0 a existuje ng € N takové, Ze pro kazdé n > ng je |x,41|/|x| < 1, pak Fada konverguje.

D ik az. S ohledem na vétu 5.15 miZeme predpokladat, Ze x,, > O pro lichdn a x,, < 0 pro sudd n a Ze
podminka |x,41]/|x,| < 1 plati pro vSechna n € N. Oznaéme (s,) posloupnost ¢asteénych soucti fady
> xu. Médme

Son42 = S2n + Xopg1 + X242 > Son, (nebot’ |x2, 41| > [x2142])
$on41 = S2n—1 + X2 + X2041 < S20—1. (nebot’ |x2,| > [x241]

Odtud plyne
$) <84 <86 < ... (5.6.1)
S >83>85> ... (5.6.2)
§2n = S2n—1 + X2 < S2p—1. (protoze xz, < 0) (5.6.3)

Posloupnost (s2,) je neklesajici a shora ohrani¢end, nebot’ sy, < sp,—1 < s§1, existuje tedy lim sy, = s.
Podle (5.6.3) také lim 55,1 = lim sp,, — lim xp, = s.

Zvolme ¢ > 0 podle ptedchoziho odstavce existuji prirozend Cisla ny, ny takova, Ze pro n > nj
je |son — 8| < eapron > nyje |sy—1 — | < ¢. PoloZzme mg = max{2ny,2ny — 1}, je-li m > my
prirozené ¢islo, potom pokud m je sudé am = 2n > 2n tedy |s,, —s| = |s2, —s| < €; nebo je m liché a
m=2n—12>2n,—1aopét|s, —s| = [s2n—1 — 5| < &. CoZ dokazuje konvergenci posloupnosti (s;).

5.7 Absolutné konvergentni fady. K definici absolutné konvergentni fady musime nejprve dokazat
nasledujici pomocné tvrzeni:

Véta 5.25. Konverguje-li fada " |x,|, konverguje i fada Y x, a plati | > x,| < X |xal.
D G k a z. Pro libovolnd ¢isla ny < nj plati

[Xn, 4+ oo F x| < xpy 4.0+ X0,

Je-li tedy podminka Cauchyho—Bolzanova kritéria splnéna pro fadu >_ |x,|, je splnéna i pro fadu >_ x,,.
Polozime-li n; = 1, dostaneme nerovnost pro posloupnosti ¢asteénych souctli zkoumanych tad, ze
které vyplyva nerovnost z tvrzeni.

Rada D x,, pro kterou konverguje fada >’ |x,|, se nazyva absolumé konvergentni. Z predchozi
véty plyne, Ze absolutné konvergentni fada je konvergentni. Konvergentni fada, kterd neni absolutné
konvergentni, se nazyva neabsolutné konvergentni.

Véta 5.26. Mé&jme dvé posloupnosti redlnych Cisel (x,), (vy) a Cislo ¢ € R. Jestlize Fady D x, a D, vy
absolutné konverguji, pak absolutné konverguji i fady > (x, + yn) a >_ cxp, a plati

Z(xn + ) = an + Z)’na
(5.7.1)
Zcx,, = cZy,,.

D ik a z. Rada > (Ixn] + |yn|) konverguje podle véty 5.14. Dale pro kazdé n € N plati |x, + y,| <
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|X,] + |yn|. Rada > |xn + yu| tedy konverguje podle srovndvaciho kritéria a fada > x, + y, konverguje
absolutné.

Pro kazdé n € N plati |cx,| = |c||xx]. Rada > |exp| tedy konverguje podle véty 5.14 a fada > cx,
konverguje absolutné.

Rovnosti z tvrzeni plynou ze stejnych rovnosti z véty 5.14.

Véta 5.27. Budte > x, absolutné konvergentnifada a o : N — N bijekce. Rada > Yn, kde y, = x, ()
Jje absolutné konvergentni a plati 3" x, = >_ y.

Dk az. Oznacme (5,) a (,) posloupnosti ¢aste¢nych soucttifad D |x,| a > |ynl|, me (1) nejvetsi prvek
mnoziny {1, ..., n}. Posloupnost (m,) je neklesajici a neohrani¢end, ma tedy rostouci podposloupnost
(ks (). Posloupnost (s, (n)) je tedy vybrana z posloupnosti s,,. Navic plati (t,) < (sk, (). Z konver-
gence fady > |x,| tedy plyne konvergence fady >_ v, (3_ |x,| konverguje, (5,,) je tedy ohranicend, (7,)
je tedy rovnéz ohrani¢end a > |y,| konverguje). Rada > y, je tedy absolutné konvergentni.

Ozna¢me nyni (s,) a (¢,) posloupnosti ¢asteénych souétd fad > x, a > y,. Pro kazdé n € N je
Sk, (n) — tn TOVNO souctu kone¢né mnoha ¢lent posloupnosti (yi)p2, 4 Pfitom podle dusledku 5.13.
Cauchyho-Bolzanova kriteria z konvergence fady > |y,| plyne, Ze ke kazdému ¢ > 0 existuje n € N
takové, 7e > p=, .| vkl < &. Mdme tedy

o0
sk, ) —tal < D Inil <&
k=n+1

a Sk, (n) = lim 1, (Ze tyto limity existuji jiz vime), Cili i lim s, = limz,.

Radé > y, fikdme prerovndni tady ) x,.

5.8 Neabsolutné konvergentni Fady. Necht fada > x, je neabsolutné konvergentni. Polozme x;} =
max{x,, 0}, x,” = — min{x,, 0}. Posloupnosti x, a x, jsou tedy nezdporné a plati (x,) = (x;} — x,).

Lemma 5.28. Posloupnosti (x;7) a x, obsahuji nekonecné mnoho kladnych &lenii.
Dt k a z. Existuje-li ¢islo ng € N takové, ze pro kazdé n > ng plati x,, > 0, fada Z;’lo:n o Xnsa tedy i fada
> x, konverguje absolutng, coz je spor. Podobné z existence isla ng takového, Ze pro kazdé n > ng
plati x, < 0 plyne absolutni konvergence fady 32, x, (je totiZ |x,| = —x, ), a tedy i fady >_ x,.
Lemma 5.29. Rady > x; a > x; jsou divergentni.
D G k a z. Podle véty 5.14 fady > x;F a > x; bud ob& diverguji, nebo ob& konverguji. Jestlize ob&
konverguji, konverguji absolutné (jsou to fady s nezdpornymi ¢leny) a fada > x, podle véty 5.26
konverguje absolutné. Museji tedy byt divergentni.

Nyni ukdZeme, Ze pro neabsolutné konvergentni fady neplati tvrzeni podobné vété 5.27.
Véta 5.30 (Riemannova pierovnavaci véta). Necht'Fada Y x, neabsolumé konverguje. Pak k libovol-

nému x € R existuje bijekce o : N — N takovd, Ze D )y Xn = X.
D @ k a z. Bude doplnén pozdéji...

o(n

Piiklady

1. Necht’x € R. Dokazte, Ze lim,_ o &/x = 1.
Regeni: V piipadé, Ze x = 1, je tvrzeni zfejmé.

Pokud x > 1, pak také /x > 1. Necht'tedy &/x > 1 + h,, kde h,, > 0. Plati x = (1 + h,)" >
1 4+ nh, > nh, (vyuzili jsme tvrzeni binomické véty?), pron > 1, atedy 0 < h, < x/n. Jelikoz
lim,_ oo x/n = xlim 1/n = 0, pak také lim h,, = 0 a tedy lim,_, o0 &/x = 1.

2Binomicka véta: Pro kazdé a, b € R, n € N plati (a + b)" = a" + (’f)a”_lb + (g)a”_2b2 +... 4+ (”fl)ab”_l +b", kde
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Jestlize 0 < x < 1, polozme y = 1/x, tedy y > 1. Jelikoz ¥/x3/y = /Xy = +/1 = 1, mdme
J/x = 1//y. Nyni, kdyZ vyuZijeme to, co uz vime o limité z minulého tématu, dostaneme

Iim 1

lim {/x = 222 —1—1
=5 E=1=
n— 00 nin;oﬁ

2. Wpoctéte lim(vn? +5n+ 6 — /n2 +3n + 1).
Reseni: Vyraz v limité rozsitime vyrazem +/n% + 5n + 6 + +/n2 + 3n + 1 a dostaneme

lim(vn2+5n +6 —vn2+3n + 1)
Wn2+5n+6—vVn2+3n+ D)(/n2+5n+6+vVn2+3n+1)

V2 +5n+6+vVn2+3n+1
n2+5n+6—n2—3n—1

V2 +5n+6+vVn2+3n+1
2n+5

V2 45n+64+vVn2+3n+1

= lim

= lim

= lim

Vyraz v posledni limit€ roz$ifime 1/n a dostaneme
2n+5

im
V2 +5n+6+vVn2+3n+1
245/n

\/1+5/n+6/n2+\/1+3/n+1/n2

1

= lim

= =1

I+1

n
3. Dokazte, Ze posloupnost a,, kde a, = (1 + %) , je konvergentni.

v n+1
Reseni: Polozme b, = (1 + %) . Pokusime se dokézat, Ze posloupnost (b),, je klesajici. Chceme tedy

dokazat, ze

1+ - = > =1+ .
n n n n+1

To je ale splnéno, pravé kdyz

n+1 n+2> n+2\""n+1 "
n n+1 n o
2
(n+ 1)° " 1 )
- > 14— 4.
n(n+2) n
1 n+2 1

Proh > 0,k > 1,k celé je (1 + h)*. Levi strana posledni nerovnosti je tedy v&tsi nez

! M A p e PRI s
(Z) = (n—nik)'k' Ctendf si jisté toto tvrzeni dokdZe za pomoci principu matematické indukce.
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1 1
1 )———— =1+ —.
Tt )n(n+2) +n
Tim je posledni nerovnost dokdzdna a posloupnost (b,) je klesajici. Ona je ovSem také zdola ohrani¢ena
(nebot’ b, > 0), existuje tedy lim b, a my ji ozna¢ime e.>) Nyni

1 n+1 1 I’l-‘rl
n 1+ - Ilim{1+4 -
. 1 . n n
Iim{l+—-) =lim =
n 1 ) 1
1+ - lim{1+ —
n n

4. Dokazte tvrzeni (Princip vnoFenych intervalit): Bud’(I,,) posloupnost uzavienych intervalii s koncovymi
body ay, by tak, Ze

1. pro kazdé n € N je I,11 C I,

2.lim(a, — b,) =0.

Pak N{I,, n € N} je jednoprvkovd mnozina.

Reseni: Z prvni podminky vyplyva, Ze posloupnost (a,) je neklesajici. Podle véty 4.26 tedy ma limitu
a = lim a,. Déle, posloupnost (a,) je shora ohranicend kazdym z Cisel by (k € N), a tedy a < b, pro
kazdé n € N (viz poznamku za dikazem). Navic, jelikoZ posloupnost (a,) je neklesajici, je pro kazdé
k € N, a; < a (pro¢?). Celkové: pro kazdé k e N, a € I.

Predpokladejme nyni, Ze existuje jiné ¢islo a, které také lezi v kazdém z intervalil Iy. JestliZze @ < a,
pak podle definice limity existuje Cislo ng tak, Ze pro kazdé n > ng je a, > a, coZ ovSem znamenad, 7e
aé¢ l,,ato je spor.

Jestlize @ > a, pak k tomu, aby @ leZelo v kazdém z intervalil I,,, je nutné, aby pro kazdé n € N bylo
a —a < b, — a,. To ovSem znamena, Ze

=¢c.

a—a <lim(b, —a,) =0.

(viz poznamku za dikazem), neboli a = a, to je spor. Tim je tvrzeni dokdzéno.

Poznamka: V uvedeném dikazu jsme na dvou mistech vyuZili nasledujici tvrzeni, které je jednodu-
chym disledkem definice limity: JestliZe pro funkce f,g : X C R — R plati f < g a existuji-li limity
limx—)xo f()C) a limx—)xo g(x), pak hmx—)xo f(X) < hmx—)xo g(X)

5. Rozhodnéte o stejnomérné konvergenci posloupnosti funkci (f,) na intervalech (0, a) a [a, ), kde
a > 0, kdy? f, : [0,00) = R,

1
1+nx’

falx) =

Reseni: Jestlize je x > 0, pak je lim,_ o0 f,(x) = 0. Posloupnost ( f;,) tedy bodové konverguje k nulové
funkci na (0, c0).
Prox > a je

1
0 < < < —.
Jax) = 14+na = na

Je-li ¢ > 0, staci za ng zvolit celé ¢islo vétsinez 1/ae. Pro kazdé n > ng a pro kazdé x > a potom plati

ol =0 = ful0) < — < 1 <&,
na ~ npa

Na intervalu [a, c0) se tedy jednd o stejnomérnou konvergenci.

islo e se nazyvéd Eulerovo ¢islo. Budeme se s nim Casto setkdvat.
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Podivejme se, jak to vypada na intervalu (0, a). Plati f,,(1/n) = % Jestlize tedy zvolime & < %,

neexistuje k nému Zadné ng € N tak, aby z podminky x € (0, a),n > ng plynulo | f,, —0] < ¢. At’sitotiZ
zvolime ng jakkoliv velké, 1ze vZdy najit pfirozené n tak, Ze n > np a 1/n < a. PoloZime-li x = 1/n, je
splnéno n > ng ax € (0, a), ale zaroven | f,,(x) — 0| = f(1/n) = % > ¢. Na intervalu (0, a) se tedy
o stejnomérnou konvergenci nejedna.

Cviceni

1. Sestrojte posloupnost redlnych ¢isel (a,) tak, aby lim a,, = oo a aby byla splnéna podminka

a) lim(a,4+1 — a,) = 00; b) lim(a,41 —a,) = 1; c) lim(a,41 —a,) =0.
2. Uvedte ptiklad posloupnosti (a,), (b,), pro néz je lima, = oo, lim b, = oo a pfitom:
a) lim(a, — b,) = o¢; b) lim(a, — b,) = —o0; ¢)lim(a, — b,) =a € R;

d) lim(a, — b,) neexistuje.
3. Uvedte piiklad posloupnosti (a,), (b,), pro néZ je lim a,, = oo, lim b,, = 0 a pfitom:
a) lim(a,b;,) = oo; b) lim(a,b,) = 0; ¢) lim(a,b,) = —o0;
d) lim(a,b,) =a > 0,a € R; e)lim(a,b,) =a <0,a € R; f)lim(a,b,) neexistuje.
4. Rozhodnéte, zda pro kazdou konvergentni posloupnost (a,) existuje
a)min{a, | n € N}; b) max{a, | n € N}; ¢)infl{a, | n € N};
d) sup{a, | n € N}.
5. Necht'lim a, = co. Dokazte, Ze posloupnost (a,) je zdola ohrani¢end.
6. Necht'lima, = a € R. DokaZte, Ze lim a, (,) pro kazd€ rostouci zobrazenio : N — N.

7. Bud’ a, > 0 pro kazdé n € N, necht'lima,, = 0. DokaZte, Ze z posloupnosti (a,) lze vybrat klesajici
podposloupnost, ale nelze vybrat neklesajici podposloupnost.

8. DokaZte, Ze ke kaZzdému a € R existuje posloupnost redlnych ¢&isel konvergujici k a.
9. Uvedte ptiklad posloupnosti redlnych &isel kterd

a) nema v R zadnou hromadnou hodnotu;

b) ma v R jedinou hromadnou hodnotu;

¢) ma v R jedinou hromadnou hodnotu, ale nem4 limitu;

d) ma v R pravé dveé hromadné hodnoty;

e) ma v R pravé n hromadnych hodnot (n € N);

f) ma v R nekone¢né mnoho hromadnych hodnot.

10. Dokazte: Jestlize ohrani¢end posloupnost neni konvergentni, pak ma alespon dvé rizné hromadné
hodnoty.

11. Pomoci definice limity dokazte, Ze
1 # —0- . n : nf 1
a)llmn2+1 =0; b)hmﬁ:l’ C)llm §=1.
12. Pomoci definice limity dokaZzte, Ze posloupnost (a,,), kde a, = (—1)" nema limitu.
13. Zjistéte, zda konverguje posloupnost (a,), kdyZ

a)an:%;“; b)a, =1+ n(-1)"

14. Ur&ete limitu a = lim,,_ oo n¥x" v zdvislosti na parametrech k, x € R.

15. Vypoctete lim a,,, kde

_n*—2n+3. _2n’4n—1.
=T b)a, =

4
a)a, = ; : g, = tntl
) 2n2+n+1 n> —2n ) dn

n3+n+1'
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16. Vypoctéte limitu posloupnosti (a,), kde

a)ay, = v/n+1—/n; b)ay, =vn2+5n+6—/n2+3n+1;
c)a, =~/n+2—/n; d) a, = V/n(x/n+1—n).
2"+ 3

17. Spoctéte limitu lim T—a. 7
18.Bud’'a € R, a > 0. Spoctéte:

a' —a"

a"+a

19. Dokazte, Ze pro kazdou posloupnost (a,) plati liminf @, = limmin{ay, ay, ... a,}.

a) hmn—>oo 1 + T 7> b) hmn—)oo

20. Vypoctéte lim sup a,, liminf a,, kde:
—1)" _1\\
a)an:l-|-§11 : b)an:(2+(2n1 _
Naleznéte vSechny hromadné hodnoty téchto posloupnosti.
21. Dokazte, Ze posloupnost (a,) je monotonni a ohranic¢end a najdéte jeji limitu, kdyz:

2
5 n 1' _n +2
a)a, =2 — oTE b)a, =2+ 7 C)an_4n2+1'
22. Spoctéte limitu posloupnosti (a,), kdyz
4 . n 2
a)ay =3+ 5 b) a, = /4 — 16; c)a,,:lfTJql;
3 n+ Dm+3)n+2
d)"":(2+%); e an =1 )51 +1)( .

23. Dokazte, Ze uvedené divergentni posloupnosti nemaji vlastni limitu a najdéte k nim vybranou
posloupnost, kterd mé vlastni nebo nevlastni limitu:

a) ((=2)" +2"); b) ((—=1)"n); ¢) (n=1").
24. Vypoctéte limitu posloupnosti (a,), kde:
n n
= (1-4)" oo, ()"

25. Na prikladech ukazte, ze vSechny pfedpoklady Principu vnofenych intervall jsou nutné.
26. Dokazte, Ze z Principu vnofenych intervalll vyplyva axiom spojitosti.
27. Najdéte obor konvergence a limitu posloupnosti funkci (f;,), jestlize

n x — 5n o x\n
a) fulx) = 5-5 ap— b) fulx) = (1+%)".
28. Rozhodnéte, zda posloupnost ( f;;) konverguje stejnomérné na I, jestlize
2
a) fur) = £ 1 _R; b) fugey = 27", I = (0, 00);

o) fur) = LX) | — R
29. Rozhodnéte o konvergenci nésledujicich fad. U konvergentnich se pokuste najit soucet.

1 . 5.4" 4 (=3)"*! o _ 1 .
a)zf(¢n+1 V)’ b2, 5"Sf2 : ) L2y
d) >,k 3+1 e) > (Wn—=2vn+1++/n+2).

30. Rozhodnéte o konvergenci nasledujicich fad
a) X ﬁ; 1 ) > %;
n—1
03 ()" SPIL DY
3 " : 2" .
o (557); WY (5% D2 sy

|
J)Zznif'.

31. Uvedte piiklad konvergentni fady > a, s kladnymi ¢leny, pro kterou uplati limsup a,+1/a, > 1.
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Existuje konvergentni fada >_ a, s kladnymi ¢leny, pro kterou plati lim /a, > 1?
32. Najdéte soucet fady > a,, kde

1
3”/2’

je-1li n sudé,
= 1 je-li 1 liché
W’ Je-1 n ncne.
33. Najdéte soucet fady > _ a,, jestlize

8) @y = (=1)"0 D27

W, je-li n délitelné 3;

b)a, = W, je-li zbytek ¢isla n po déleni 3 roven 1;

W’ je-li zbytek ¢isla n po d€leni 3 roven 2.

34. Rozhodnéte o neabsolutni konvergenci fady

(=1)"
2 G Dlone +

35. Rozhodnéte o absolutni a neabsolutni konvergenci fad:

Vysledky

2.a)a, = 2n,b, =n;b)a, =n,b, =2n;¢)a, =n+a,b, =nd)ya, =n+(-1"b, = n.

= 1/n,b, = n? c)a, = n%, b, = —1/n;d) a, = n, b, = a/n;
e a, =n,b, =a/n;f) a, =n,b, = (—1)"/n. 4. a) Nemusi (napiiklad (1/n)); b) nemusi (napiiklad
(—1/n)); ¢) existuje; d) existuje. 9. a) a, = n;b)a, = 1/n;¢)a, = n,pronlichd, a, = 1/n, pron sudi;
d—D%5e)(a)=00,2,...,n,1,2,....n,...):;0 (@) =(1,1,2,1,2,3,1,2,3,4,...). 13. a) Ano,
lima, =0;b)ne. 14. prox, k > 0,a = oo,prox <0,k > 0,a = —oo,prox > 0,k <0,a =0 apro
x,k <0,a =0.15.2) 1;b) 0; ¢) cc. 16. 2) 0; b) 1; ¢) 0; d) 5. 21. a) 2; b) 1; ¢) 1. 22.2) 3; b) —15;
¢) 1; d) 8; e) 0. 29. a) Diverguje; b) konverguje %; ¢) konverguje %; d) konverguje In %; e) konverguje
1 — /2. 30. a) Diverguje; b) konverguje; ¢) konverguje; d) diverguje; e) konverguje; f) konverguje;
g) diverguje; h) diverguje; i) konverguje; j) konverguje. 32. %. 33.a) — %; 35. a) Diverguje; b) konverguje
neabsolutn€; ¢) konverguje neabsolutné.



