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1. Mnoziny, zobrazeni, relace

Prvni kapitola je vénovana zakladnim pojmim teorie mnozin. Pojedndva o mnoZzinach a zékladnich
mnozinovych operacich (sjednoceni, prinik, rozdil), uspofddanych dvojicich a kartézskych soucinech.
Pojem mnoZiny a usporfddané dvojice je povaZovan za intuitivné ziejmy a nedefinuje se (naivni teorie
mnoZin). VSechny ostatni pojmy, uvedené v této kapitole (a snad i v celém textu), jsou jiZ definovéany
pomoci téchto zdkladnich pojma.

Déle definujeme pojem zobrazeni a uvddime jeho zédkladni vlastnosti (surjektivnost, injektivnost,
bijektivnost). Definujeme kompozici zobrazeni a inverzni zobrazeni.

Zavér kapitoly je vénovan binarnim relacim, a to zejména ekvivalencim (je ukazéan jejich vztah
k rozkladdm) a usporadanim (je zaveden pojem uspofddané mnoziny a s nim souvisejici pojmy maxima
a minima, suprema a infima a izotonntho zobrazenf).

1.1 Prvky a mnoziny. MnoZina je souhrn néjakych véci. Patfi-li véc x do mnoZiny X, fikdme také, Ze
v ni leZi, Ze je jejim prvkem, nebo Ze mnoZina X tuto v&c obsahuje. V takovém piipadé piSeme x € X.
Vopatnémx & X.

MnoZina je jednoznacné& urcena, jsou-li jednozna¢né uréeny jeji prvky. Tuto skute¢nost budeme mit
na mysli, kdykoli budeme zavéadét néjakou novou mnoZinu.

MnoZina, neobsahujici Zadny prvek, se nazyva prazdna a znaci @.

MnoZina, obsahujici pouze prvek x, se znaci takto:

{x} (1.1.1)

Mnozina vSech prvki mnoziny X, které maji vlastnost P, se znaci takto:
{x € X | ma vlastnost P}. (1.1.2)

Rekneme, 7e mnoZina Y je podmnoZinou mnoZiny X (a mnozina X nadmnoZinou mnozZiny Y),
jestlize kazdy prvek mnoZiny Y je prvkem mnoziny X. PiSeme ¥ C X, nebo X D Y. Neni-li mnoZina
Y podmnoZinou mnoziny X, piSeme ¥ ¢ X,nebo X £ Y.

Mnozina z (1.1.2) je samozfejmé podmnozinou mnoziny X; kazdy jeji prvek totizZ je prvkem mnoZiny X.
Naopak, libovolnou podmnozinu ¥ mnoZiny X miiZeme zapsat uvedenym zptisobem. Platf totiz:

Y={xeX | xeY}. (1.1.3)

Z definice podmnoZiny okamZité plyne, Ze kaZd4 mnoZina je svou vlastni podmnoZinou (skute¢né, kazdy prvek
mnoZiny X je prvkem mnoZiny X). MiiZeme psit

X={xeX | xeX} (1.1.4)
nebo tfeba
X={xeX | x=x} (1.1.5)

Jak jsme jiz uvedli, mnoZina je jednoznacné urcena svymi prvky. Proto platiiZze z X C Y asoucasné ¥ C X
plyne X = Y. Tohoto jednoduchého faktu budeme velmi ¢asto uzivat.

Ve vyrazu (1.1.2) ndm nic nebréani zvolit za P vlastnost, kterou Zddny prvek z X nemd. Dostaneme tak prdzdnou
mnozinu. Napiiklad

f={xeX | x#x} (1.1.6)
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Prazdnd mnoZina je tedy podmnoZinou kazdé mnoZiny. Na tuto okolnost se stoji za to podivat podrobnéji.

PredevSim si uvédomme, Ze tvrzeni ,.kdyZ A, tak B,“ je nepravdivé jediné v pfipadé, Ze vyrok A je pravdivy a
vyrok B nepravdivy (slib ,.kdyZ bude§ hodny, koupim ti lizatko* tedy nesplnime jediné v piipad€, Ze décko bylo
hodné a my jsme mu lizatko stejn¢ nekoupili). To znamend, Ze je-li vyrok A nepravdivy, je celé tvrzeni pravdivé,
bez ohledu na vyrok B (ovéite si to na jiZ uvedeném vyroku s lizdtkem a na vyroku ,.koho uStkne had, ten umfe*).

Tvrzeni ,.kdyz A, tak B* fika totéZ, co tvrzeni ,,ne A nebo B* (,,KdyzZ to ud€l4s, tak jednu dostanes*; ,,Nedélej
to nebo jednu dostanes®).

Zpétk prazdné mnoZziné: jestlize x € @, pak x € X (vSimnéme si, Ze prvni vyrok je nepravdivy!). Podle definice
podmnoziny jsme tedy ukdazali, Ze § C X.

TotéZz miZeme Fict takto: x ¢ @ nebo x € X, coz je vZdy pravda kvili prvni poloving.

Jesteé jinak feCeno — kazdy prvek prdzdné mnoZiny je prvkem mnozZiny X; kdyby totiZ néjaky nebyl, méla by
prézdnd mnoZina prvky!".

Nekde se mizete setkat s tvrzenim, Ze prvky prazdné mnoziny maji jakoukoliv vlastnost, skute¢né jak jsme jiz
fekli vyrok pokud x € @, pak x ma vlastnost P (jinak feCeno x ¢ @ nebo x ma vlastnost P) plati at’ je P jakdkoli
vlastnost.

Mnoziné, jejimiz prvky jsou mnoziny, se nékdy fikd systém mnoZin. Systém vSech podmnoZin
mnoZiny X se zna¢i exp X. Tedy ¥ € exp X, pravé kdyz ¥ ¢ X.?

Systému vSech podmnoZin mnoziny X se také nékdy fikd potenéni mnozina a v literatufe se také znaé{ 2 (X)
nebo 2%,

Jak jsme jiz ukdzali, pro kaZzdou mnoZinu X platid C X a X C X. Mdmetedy ¥ e expX a X € exp X.

1.2 Zakladni mnoZinové operace. MnoZina, tvofena témi prvky, které lezi alespon v jedné z mnozin X
a Y, se nazyvd sjednocenimnoZin X aY aznatise XUY (x € XUY,prdvé kdyZx € X nebox € Y).

Zavadime znaceni {x, y} = {x} U {y}, {x,y,z} = {x} U {y} U {z}, atd. O mnoZiné zapsané timto
zpusobem fikdme, Ze je zapsand vyctem prvku.

Pro kazdou mnoZinu X tedy napiiklad plati {#, X} C exp X. Co je exp #?

Uvédomte si, Ze pokud x = y, je mnoZina {x, y} jednoprvkova. Této nepfijemnosti se v nékterych piipadech
nevyhneme.

MnoZina tvofena témi prvky, které lezi v kazdé z mnozin X a Y, se nazyva priinik mnozin X a Y a
znaise XNY (x e XNY,praivékdyZx € X ax € Y). Prinik mnozZin lze tedy definovat takto:

XNY={xeX | xeY} (1.2.1)

MnozZina, tvofend témi prvky, které leZi v mnoziné X a neleZi v mnoziné Y, se nazyva rozdil mnozin
XaY aznatise X \Y (x € X\ Y,pravé kdyZx € X ax ¢ Y). Plati tedy:

X\Y=xeX | x¢Y} (1.2.2)
Rekneme, Ze mnoziny X a Y jsou disjunkmi, jestlize plati
XNy =40. (1.2.3)

Rekneme, Ze mnoziny systému mnozin S jsou po dvou disjunktni, jsou-li disjunktni kazdé dvé rizné
mnoZiny systému S.

Véta 1.1. Necht’X, Y, a Z jsou mnoZiny. Plati

XUY=YUX, (komutativita sjednoceni)
XNY=YnNX, (komutativita priiniku)
jestliZe X CYaY C Z, pakX C Z, (tranzitivita inkluze)
Xuuz)y=(Xuryuz, (asociativita sjednoceni)
XN¥YnzZ)y=Xnrynz, (asociativita priiniku)

1)Kaid}’f rliZovy nosoroZec nosi bryle. Nebo snad ne? Ktery je nenosi?
DRekneme-li ,,A, pravé kdyz B, myslime tim, Ze vyroky A a B bud oba plati nebo oba neplati — jsou to ekvivalentn{
vyroky (nékdy také fikdme ,,A plati tehdy a jen tehdy, kdyZ plati B*)
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XU N2
XN (Y UZ)

= Gn R e # (distributivita)

D 1 k a z. Podle definice sjednoceni je mnozina X U Y mnozinou vSech prvki, které lezi v mnoziné
X nebo v mnoZiné Y. MnoZina Y U X je definovéna stejné. Tim je dokdzdna komutativita sjednoceni.
Podobné se postupuje pii ditkazu komutativity priniku.

DokéZeme tranzitivitu inkluze. Pfedpokladejme, Ze plati X C Y a Y C Z a zvolme prvek x € X.
Pak (definice podmnoZiny) urcité¢ x € Y. JelikoZ ¥ C Z, pak (definice podmnoZiny) x € Z. Podivejme
se co jsme udélali: Pro libovolny prvek x € X jsme ukdzali, Ze x € Z. To (podle definice podmnoZiny)
znamena, ze X C Z.

Dikaz asociativity sjednoceni a priniku pifenechdme ¢tenéfi. Z distributivnich zakond dokdZeme
pouze prvni.

Zvolme prvek x € X U (Y N Z). Podle definice sjednoceni tento prvek lezi v mnoZiné X nebo
v mnoziné Y N Z. Pfedpokladejme, Ze leZi v mnoZin€ X. Pak jisté leZi v mnoZin€ X U Y (definice
sjednoceni) i v mnoziné X U Z (tatdz definice). LeZi tedy i v jejich priniku. Lezi-li prvek x v mnoziné
Y N Z,lezi vkazdé zmnozin Y a Z. Proto leziv X UY i v X U Z. LeZi tedy i v priniku téchto mnoZin.
Tim jsme dokdzali,Ze X U(YNZ)Cc (XUY)N (XU 2).

Zvolme nyni prvek x € (X UY) N (X U Z). Podle definice priniku tento prvek lezi v kazdé z mnozin
XUY aXUZ. Lezi-li vmnoziné X, leZi i v mnoziné X U (¥ N Z) (definice sjednoceni). Nelezi-1i
v mnoziné X, musi lezet v kazdé z mnozin X a Y, lezi tedy v jejich priniku, a tedy i v mnoziné
XU (Y NZ). Tim jsme dokézali, Ze (X UY)N(XUZ) Cc XU N 2).

Vyraz (XUY)UZ oznacujeme X UY UZ. Diky asociativité sjednoceni platii XUYUZ = XU(YUZ).
Podobné klademe X NYNZ=XNY)NZ=XN({Y N2Z).

Nyni zobecnime sjednoceni a priinik mnoZin na systémy mnozin. Necht' S je neprdzdny systém
mnozin. Sjednocenim systému S nazyvame mnoZinu, tvofenou témi prvky, které lezi alespori v jedné
mnozin€ systému S. Znac¢ime ji US. Prinikem systému S nazyvdme mnoZzinu, tvofenou témi prvky,
které leZi v kazdé mnoZin€ systému S. Oznaceni: NS.

Plati tedy: x € US, pravé tehdy kdyZ existuje mnoZina X € S takovd, Ze x € X; x € NS, pravé kdyz pro
kaZzdou mnoZinu X € S plati x € X.

Jsou-1li mnoziny systému S po dvou disjunktni, pak NS = @. Opak ale pro kazdy systém neplati.

Jak si snadno ovéfite, je-1i S = {X, Y}, pakUS =XUYanS=XnNY.

Usporddand dvojice objektii x a y je objekt, ktery se zna¢i (x, y) a ma nasledujici vlastnost:
(x,y)=(',y),prav€kdyzx =x"ay =y’

Kartézsky soucin mnoZin X a Y je mnozina vSech usporddanych dvojic (x, y) takovych, ze x € X a
yeY.Znatise X x Y.

Véta 1.2. Pro libovolné mnoziny X, Y, X', Y’ plati:

X xY =0, pravé kdy; X = @ nebo Y = @; 1.2.4)
XxY)UX' xY)=XUX)xY; (1.2.5)
XxVNX xY)=XnX)x¥NY). (1.2.6)

Jestlize X x Y # 0, pak

X' xY cXxY,pravekdyzX' c XaY CY'. (1.2.7)

D G k a z. Prvni tvrzeni vlastné fikd, Ze X x Y # @, pravé kdyZ X # @ a Y # @. Nyni uZ je situace jasna:
prvni tvrzeni totiZ znamend, Ze existuje dvojice (x, y), zatimco druhé, Ze existuje prvek x € X a prvek
y € Y, coZ jsou ekvivalentni vyroky.

Dokazme nyni vztah (1.2.5). Jestlize dvojice (x, y) leZi ve sjednoceni mnoZin X x Y a X’ x Y, pak
urcité leZi v jedné z nich. LeZi-li v mnoZiné X x Y, znamend to,Ze x € X a y € Y. JelikoZ z prvniho
vztahu plyne x € XU X', dostdvame (x, y) € (XU X’) x Y. LeZi-li v mnoZiné X’ x Y, stejnym postupem
vyvodime, Ze opét (x, y) € (X U X’) x Y. Tim jsme ukédzali,7ze (X x Y)U (X' xY)Cc (XUX') x Y.
Opacnou inkluzi dokdZeme tplné stejné.

Zbylé dva vztahy nechdme na ¢tendfi.
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1.3 Zobrazeni. Necht' X a Y jsou mnoziny Z C X x Y takova podmnoZina, Ze ke kazdému prvku
x € X existuje pravé jeden prvek y € Y, spliujici podminku (x, y) € Z. MnoZina Z spolu s mnoZinami
X a 'Y se nazyvé zobrazeni z mnoZiny X do mnoZiny Y. MnoZina X se nazyva defini¢ni obor, mnoZina
Y obor hodnot, mnoZina Z graf tohoto zobrazeni. Ozna¢ime-li toto zobrazeni f, piSeme X = Dom f,
Y =Codom f aZ =Gr f.

Z uvedené definice vyplyvé, Ze zobrazeni f a g se rovnaji, praveé kdyz

Dom f = Domg, Codom f = Codomg a Gr f = Grg. (1.3.1)

Zkratka pro ,,zobrazeni f z mnoZiny X do mnoZiny Y“je f : X — Y.Je-lix € X, pakprvek y € Y
takovy, ze (x, y) € Gr f (tento prvek je podle definice zobrazeni jediny, takZe nemuize dojit k omylu),
oznacujeme symbolem f(x) a nazyvame hodnotou zobrazeni f v bodé x, nebo obrazem bodu x pri
zobrazeni 3.

Rozdil mezi zobrazenim a grafem zobrazeni je jemny: podle nasi definice je oboji tatdZ mnoZina, ale v prvnim
ptipadé kromé grafu mdme zafixovany jesté defini¢ni obor a obor hodnot.

Chceme-li zadat zobrazeni, musime tedy zadat tfi véci: defini¢ni obor, obor hodnot a graf. Defini¢ni obor a obor
hodnot (spole¢né€ s oznacenim zobrazeni) se obvykle zaddvaji zaroveil zdpisem f : X — Y.

Pro libovolnou mnoZzinu X definujeme zobrazeniidy : X — X tak, Ze pro kazdé x € X poloZime
idy(x) =x (1.3.2)

Toto zobrazeni se nazyva identické zobrazeni (nebo identita) mnoZiny X.

Identitu mnoZiny X jsme tedy oznacili symbolem idy. Jejim defini¢nim oborem je mnoZina X, oborem hodnot
je mnozina X, jejim grafem je mnozina {(x,y) € X x X | x = y}.

Jednoduchym zobecnénim identického zobrazeni je tzv. kanonické vloZeni: bud’ ¥ podmnoZina
mnoziny X. Zobrazenii : Y — X, definované pro kazdé x € Y predpisem

i(x) =x, (1.3.3)

se nazyva kanonické vloZeni mnoziny Y do mnoZiny X.

Vsiméme si, Ze ackoli predpisy (1.3.2) a (1.3.3) jsou stejné, zobrazeni, kterd definuji, jsou riiznd. LiSi se totiZ
defini¢nimi obory. Teprve v pfipad€, Ze X = Y, by platilo idy = i.

Necht' X a Y jsou mnoZiny. Zobrazeni pr,, definované pro kazdé (x, y) € X x ¥ predpisem®

pri(x, y) = x, (1.3.4)

se nazyva prvni kartézskd projekce. Podobné druhd kartézskd projekce je zobrazeni pr,, definované pro
kazdé (x, y) € X x Y predpisem

pry(x, y) =y. (1.3.5)
Dalsi tfi méné trividlni pfiklady zobrazeni. Necht' X je mnoZina. Pfedpisy
cY)=X\Y, prokaidéY C X
u(Yi,¥2) = Y1UY,, prokazdé Y1,Y, C X (1.3.6)
p(Y) =Y xY, prokazdéY Cc X

jsou definovéna zobrazeni ¢ : exp X — exp X;u : (expX) x (expX) > expX ap:expX — exp(X x Y).

Zobrazeni f : X — Y se nazyva surjektivni (surjekce, zobrazeni na mnozinu Y'), jestlize pro kazdé
y € Y existuje alespoii jedno x € X takové, Ze f(x) = y. Zobrazeni f se nazyva injektivni (injekce,

3V matematické analyze byvd obvyklé nazyvat prvky mnoZin body. AZ se zaCneme zabyvat mnoZinami, které v matematické
analyze vystupuji, pochopime proc.

DPresné by bylo napsat na levé stran& pri((x, v)); z pochopitelnych divodii si ale v takovych predpisech jedny zdvorky
odpoustime.
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prosté), jestlize pro kazdé y € Y existuje nejvyse jedno x € X takové, Ze f(x) = y. Zobrazeni f se
nazyva bijektivni (bijekce), jestlize pro kazdé y € Y existuje praveé jedno x € X takové, ze f(x) = y.

Thned vidime, Ze kaZda bijekce je soucasné surjekce i injekce a naopak.

Z uvedenych piikladii zobrazeni je identita bijektivni a kanonické vloZen{ injektivni. Pokud je Y # @, je prvni
kartézskd projekce pry : X x ¥ — X surjektivni. DokdZeme postupné vSechna tato tvrzeni. VSechny diikazy jsou
velmi prosté, je ale uZite¢né si je projit.

Jak uz vime, dokdzat bijektivnost zobrazeni znamena dokdzat jeho surjektivnost a injektivnost. Dokédzat surjek-
tivnost identity idy znamena najit ke kazdému prvku y € Codomidy prvek x € Domidy takovy, Ze idx (x) = y.
Takovy prvek ale snadno najdeme, je to pfimo prvek y. Pro x = y totiz plati idx (x) = idx(y) = y. TakZe jsme
hledany prvek nasli. Injektivnost identity idy ukaZeme snadno: jestlize idy (x;) = idx(x2), pak podle definice
identity (1.3.2) plati x; = x2 (pokud tento diikaz nechdpete, pectéte si znovu definici injektivniho zobrazeni).

Diky tomu, Ze predpisy (1.3.2) a (1.3.3) jsou stejné, ukdZe se injektivnost kanonického vloZeni dplné stejné,
jako injektivnost identity.

Jest€ k surjektivité kartézské projekce pr; : X x ¥ — X. Zvolime libovolny prvek z € X a najdeme k nému
prvek mnoziny X x Y, jehoZ obrazem je tento prvek. Hleddme tedy uspofddanou dvojici (x, y) takovou, Ze
pry(x, y) = z. Levd strana této rovnice je ovSem rovna x (podle (1.3.4)), dostdvdme tedy x = z. Vidime tedy, Ze
hledanou usporadanou dvojici je dvojice (z, y), kde y je tiplné libovolny prvek mnoZiny Y. Skute¢né, pro takovouto
dvojici plati pr; (z, ¥) = z. (Kde jsme vyuZili, Ze mnoZina Y neni pradzdnd? Pro¢ by dikaz v piipadg, Ze by prazdna
byla, selhal?)

V (1.3.6) je zobrazeni ¢ bijektivni, zobrazeni u surjektivni a zobrazeni p injektivni. Dikazy pfenechdme
¢tendfi, zde dokdZeme pouze bijektivnost zobrazeni c. Nejprve dokdZeme surjektivitu tohoto zobrazeni. Podle
definice mame ke kazdému prvku Z € Codomc najit prvek ¥ € Domc takovy, Ze ¢(Y) = Z. Takovy prvek
existuje, je to mnozina ¥ = X \ Z. Skutecné, plati

cY)=c(X\ 2) (tak jsme prvek Y definovali)
=X\(X\2) (podle definice zobrazeni c)
=Z. (proc?)

Nyni k injektivité. Mdme ukdzat, Ze ke kazdému prvku Z € Codom c¢ existuje nejvyse jeden prvek ¥ € Domc¢
takovy, Ze c¢(Y) = Z. Ud€lame to takto: ukaZeme, Ze jestliZe jsou takové prvky dva, pak se rovnaji. Necht tedy
c(Y1) = c(Y»). Podle definice zobrazeni ¢ mame X \ Y1 = X \ Y». Pak ov§em musi platit také

X\(X\Y)=X\(X\]2),

coz ovSem (jak uzZ vime!) znamend Y7 = Y>.
M¢éjme zobrazeni f : X —> Y ag:Y — Z.Zobrazenigo f : X — Z, definované predpisem

(go HHx) = g(f(x)), (1.3.7)

se nazyva sloZené zobrazeni, nebo kompozice zobrazeni f a g.>
Je-li f: X — Y libovolné zobrazeni, X’ podmnoZina mnoZiny X ai : X’ — X kanonické vloZeni,
pak kompozice f oi : X' — Y se nazyva ziiZeni zobrazeni f na mnoZinu X’ a oznaCuje symbolem f|x-.

UvaZme zobrazeni j : X — X x X, definované pro kazdé x € X predpisem j(x) = (x, x), a prvni kartézskou
projekcipr; : X x X — X. Pak jopr; : X x X = X x X apro (x,y) € X x X plati

(jopr)x,y) = jpri(x,y)) = jx) = (x, x). (1.3.8)
Dileprjoj: X = Xa
(pry 0j)(x) = pr; (j (x)) = pry(x, x) = x. (1.3.9)

Vidime tedy, Ze pr; oj = idx.
UvaZujme zobrazeni ¢ z (1.3.6). Pro libovolnou mnoZinu ¥ C X mdme

(coo)¥)=cle(¥) =c(X\Y)=X\(X\Y) =Y. (1.3.10)

Je tedy

5)Symbol go f cteme ,,g po f.“ Vyjadiujeme tim to, co skute¢né déldme: aplikujeme zobrazeni g po zobrazeni f.
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coc=1idexpx . (1.3.11)

Pfidejme nyni k zobrazenim (1.3.6) jeSt€ jedno: necht'n : exp X x exp X — exp X je zobrazeni, definované
pro kazdé dvé podmnoziny Y a Z mnozZiny X pfedpisem

nY,Z)y=YnNZ. (1.3.12)
Pokuste se dokdzat tento vztah:®

con =n(c,c). (1.3.13)

Véta 1.3. Pro libovolnd zobrazeni f : X > Y, g:Y > Zah:Z — U plati

(hog)of=ho(gof) (asociativita kompozice zobrazeni) (1.3.14)

D i k a z. Zobrazeni na levé i pravé stran¢ maji stejny defini¢ni obor i obor hodnot. Sta¢i tedy porovnat
grafy. Z definice kompozice zobrazeni nim ovSem vyjde, Ze pro kazdé x € X je

((hog)o flx) = (hog)(f(x))=h(g(f(x))
(ho(go ) =h((goe fx)) =h(g(f(x))

M¢jme zobrazeni f : X — Y ag:Y — X.Zobrazeni g se nazyva inverzni zobrazeni k zobrazeni f
(nebo inverze zobrazeni f), jestliZe plati
go f=idyx (1.3.15)

fog=idy (1.3.16)

Zobrazeni, které mé inverzi, se téZ nazyva invertibilni.

Véta 1.4. Kazdé zobrazeni md nejvyse jednu inverzi.
Dikaz Necht f: X — Y je zobrazeni g1, g2 : ¥ — X dvé& jeho inverze” Pak plati

g1 = g1oidy (pro¢?)
=g10(fog2) (plyne z (1.3.16))
=(g10f)og (plyne z (1.3.14))
= idx og (plyne z (1.3.15))
=82 (proc?)

Dostali jsme tedy g1 = g».

Podle Véty 1.4 je inverze zobrazeni f definovana jednozna¢né. Proto ji miZeme oznaéit: f~!. Je-li
zobrazen{ f invertibilni, je invertibilni i zobrazeni f~! a plati

frH't=r (1.3.17)

Véta 1.5. Kazdé zobrazeni md inverzi, prdvé kdy? je bijektivni.
D 1 k a z. Plyne (jak?) z toho, Ze je-li g o f injekce, je f injekce, a je-li g o f surjekce, je g surjekce
(dokazte!).

Ped chvili jsme dokézali, Ze pro zobrazeni ¢ z (1.3.6) plati ¢! = c.

Necht’ f : X — Y je zobrazeni, X’ C X, Y’ C Y. Definujeme mnoZinu

6)Nechame na tendfi, aby sdm pochopil, co jsme mysleli symbolem (c, ¢). Hodné zdaru!
7)g1, g2 1Y — X je bézné uZivand zkratka pro g1 : ¥ — X, g» : ¥ — X. Podobnych zkratek budeme pouZzivat vice, aniz
bychom na né jednotlivé upozorfiovali.
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f(X)={yeY | existuje x € X takové, Ze f(x) = y} (1.3.18)

(Casto budeme pouZivat zjednoduseny zépis f(X') = {x € X | x € X'}) amnoZinu
'Y ={xeX | fx)eY)) (1.3.19)

MnoZina f(X') se nazyva obraz mnoZiny X' pri zobrazeni f, mnozina f~!(Y’) vzor mnoZiny Y' pri
zobrazeni f.

Specidlng, obraz mnoziny X pfi zobrazeni f (tedy mnozina f(X)) se oznacuje symbolem Im f a
nazyva obraz zobrazeni f .

Vzor mnoZiny Y’ pfi zobrazeni f existuje, i kdyZ zobrazeni f neni invertibilni. Pokud by f invertibilni bylo,
znamenal by symbol f~!(Y”) dvé& rizné véci: vzor mnoZiny Y’ pfi zobrazeni f a obraz mnoZiny Y’ p¥i zobrazen{
f~1. Tyto dv& mnoZiny se oviem natésti rovnaji.

Pro zobrazeni f : X — Y je vidy f~1(Y) = X.

PoloZzme X = {x1, x2, x3}, Y = {y1, y2, ¥3} a definujme zobrazeni f : X — Y predpisem

f&x1) =y
f(x2) =y3
fx3) =y

Dile polozme X' = {x1, x2} a Y’ = {y1, y2}. Mdme

f(X) = fx1, x2, x3}) = {f(x1), f(x2), f(x3)} = {y2, ¥3, y2} = {2, ¥3}
FX) = f({x1, x2)) = {f(x1), f(x2)} = {y2, y3}

FHY) = (x1, x2, x3),
YY) = (x1, x5

1.4 Binarni relace. Necht' X je mnozZina, Z C X x X. MnoZzinu Z spolu s mnoZinou X nazyvame
bindrni relaci na mnoZiné X.

MnozZina Z se nazyva graftéto relace. Oznacime-li tuto relaci o, piSeme Z = Gr o. Pokud pro prvky
x,y € X plati (x, y) € Gr o, piSeme x ¢ y.

Relaci na mnoZiné X, jejimz grafem je mnozina (X x X) \ Gr o, oznacujeme symbolem ¢ .

Vztah x ¢ y tedy plati, pravé kdyzZ neplati x o y.
Podobné jako u zbrazeni nestaci zadat jen graf relace, relace zaddna jestliZe jsou zaddny dvé véci mnoZina X a
graf.

UvaZujme relaci o na mnoZiné X. Tato relace se nazyva reflexivni, jestlize pro kazdy prvek x € X
plati x o x. Relace o se nazyva symetrickd, jestlize pro kazdé dva prvky x,y € X z x o y vyplyva
y o x, aantisymetrickd,kdyZx ¢ y ay o x znamend x = y. Konecné&, relace o je tranzitivni, kdyz pro
kazdé tfi prvky x, y, z € X plati: jestlizex ¢ yay o z,pakx o z.

Relace, kterd je reflexivni, symetrickd a tranzitivni, se nazyva ekvivalence. Relace, kterd je refle-
xivni, antisymetrickd a tranzitivni, se nazyva (cdstecné) uspordddni. Ekvivalence se vét§inou oznacuje

symbolem ,,~*, uspofddani symbolem ,<“®

Relace na mnoZiné X, jejiZ graf je celd mnoZina X x X, je ekvivalence. Usporddani je to jediné v pfipad¢, kdgi
X je prazdna nebo jednoprvkova mnoZina. Relace na mnoZiné X, jejim# grafem je mnozina {(x,x) | x € X} ?,
je ekvivalence i usporddéni. Je pfirozené oznacit tuto relaci symbolem ,,=*.

Pro libovolné zobrazeni f : X — Y miZeme na mnoziné X zadat ekvivalenci ~, kdyZ polozime x ~ y, pravé
kdyz f(x) = f(y). Tuto ekvivalenci nazyvame zadanou (indukovanou) zobrazenim f.

B)V}’/raz x <y se Cte, jak oznaceni napovidd: x je mensi nebo rovno y.
9K oznaleni viz. pozndmka za vztahem (1.3.18)
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UkdZeme nyni, 7e se skuteéné jednd o ekvivalenci. Ze se jednd o relaci, je ziejmé (zadali jsme mnoZinu X a
podmnozinu kartézského soucinu X x X, tvofenou usporddanymi dvojicemi (x, y), pro které plati f(x) = f(y)).
Musime tedy ovéfit reflexivitu, symetrii a tranzitivitu této relace.

Aby byla tato relace reflexivni, musi pro kazdé x € X platit x ~ x. To ovS§em znamend f(x) = f(x). Aby byla
symetrickd, musi pro kazdé dva prvky x, y € X zx ~ y (coz znamena f(x) = f(y)) plynout y ~ x (coZ znamena
f () = f(x)). Podminka tranzitivity zase vyZaduje, aby kazdé tfi prvky x, y, z € X, které spliuji f(x) = f(y) a
f () = f(z), spliiovaly také f(x) = f(z). Vidime tedy, Ze vSechny tyto podminky jsou splnény.

Nynfi si jeSt€ ukdZeme, jak 1ze zavést uspofddani podmnoZin pomoci inkluze. Necht' X je mnoZina. Pro libovolné
dvé mnoZiny Y, Z € exp X poloZzme Y < Z, jestlize Y C Z. Tim jsme definovali relaci < na mnoZiné exp X.
Podivejme se, zda se jednd o usporadani. Pro kazdé Y, Z, U € exp X musi platit

Ycy, (reflexivita)
jestlizeY Cc ZaZ CY, pakY =Z, (antisymetrie)
jestlizeY Cc ZaZ Cc U, pakY C U. (tranzitivita)

Vidime, Ze tyto podminky jsou splnény (o prvnich dvou jsme hovofili na za¢dtku odstavce 1.1, tfetf je tranzitivita
inkluze z Véty 1.1).

1.5 Ekvivalence a rozklady. Vénujme se nyni podrobnéji nékterym zdkladnim vlastnostem ekvivalenci.
Nejprve uvedeme definici rozkladu.

Rozkladem mnoZiny X nazyvame systém S jejich podmnoZin (tedy podmnoZinu exp X) takovy, Ze
4 ¢ S, S je pokryti mnoZziny X (to znamena US DO X) a mnoZiny systému S jsou po dvou disjunktni.
Jednotlivé mnoZiny systému S se nazyvaji t#idy rozkladu S.

Nisledujf i piiklady rozkladu mnoziny X: systém S; = {X}, systém S = {{x} | x e X}'O a systém
S3 ={Y, X \ Y}, kde Y je podmnoZina spliiujici Y ¢ {0, X}.

Necht’ S je rozklad mnoZziny X. Vzhledem ke druhé a tfeti podmince z definice rozkladu existuje
ke kazdému prvku mnoZiny x € X prdvé jedna mnoZina ¥ € § takovéd, Ze x € Y (druhd podminka
zarucuje, Ze existuje alespon jedna, tfeti zase, Ze existuje nejvyse jedna). Tuto mnoZinu oznacujeme [x]g
a nazyvame tidou rozkladu S, definovanou prvkem x.

PoloZme

x ~y, pravé kdyz [x]s = [y]s (1.5.1)

Timto predpisem jsme definovali relaci ~ na mnoziné X. Plati:

Véta 1.6. Relace ~, definovand predpisem (1.5.1), je ekvivalence.
D d k a z. Je jednoduchy; tvrzeni plyne z toho, Ze relace ,,=" je ekvivalence.

O ekvivalenci (1.5.1) fikdme, Ze je zadand (nebo indukovand) rozkladem S.
Necht' ~ je ekvivalence na mnozZiné X. Pro kazdy prvek x € X klademe

[xl.={yeX | x~y} (1.5.2)
Predpisem
S={lxl~ | x e X} (1.5.3)

je nyni definovéan systém S podmnoZin mnoZiny X. Plati:

Véta 1.7. Systém S, definovany predpisem (1.5.3), je rozklad mnoZiny X.
D i k a z. DokaZeme postupné platnost vsech tif podminek z definice rozkladu. 1. Relace ~ je reflexivni
(protoze je to ekvivalence). Kazda z mnoZin [x]~ tedy obsahuje prvek x a je neprazdnd. Skute¢né, ma-li
platit x € [x]~, musi podle (1.5.2) byt x ~ x, coZ je splnéno diky reflexivite.

2. Plyne pfimo z toho, co jsme uZ ukézali: jestliZze pro kazdy prvek x € X plati x € [x]~, je US = X.
(Prokazdé x € X zx € [x]~ totiZ plyne x € US, ¢imZ je dokdzana inkluze X C US. Opac¢na inkluze je
ziejm4 (proc?)).

1O)Opét (anaposledy): k oznacenf{ viz. pozndmka za vztahem (1.3.18).
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3. Predpoklddejme, Ze existuji mnoZiny [y]~, [z]~ takové, Ze [y]~ N [z]~. Pak existuje prvek x €
[¥]~ N[z]~.Z (1.5.2) plyne y ~ x, z téhoZ vztahu a symetrie ekvivalence ~ plyne x ~ z. Z tranzitivity
ekvivalence ~ tedy mdme y ~ z. Zvolme nyni libovolné u € [z]~. Mdme z ~ u (ze vztahu (1.5.2)),
neboli y ~ u (z y ~ z a tranzitivity). To ale znamend, Ze u € [y]~, Cili [z]~ C [y]~ (z definice
podmnozZiny). Podobné miZeme ukazat, Ze [y]~ C [z]~ (to jiZ nechdvdme na Ctenafi), coZ znamend,
Ze plati [y]~ = [z]~. Podivdme-li se znovu na zacétek tohoto dikazu, vidime, Ze jsme dokazali téeti
podminku definice rozkladu.

O rozkladu (1.5.3) fikdme, Ze je zadany ekvivalenci ~. Nazyvame jej faktorovou mnoZinou mnoziny
X podle ekvivalence ~ a oznaCujeme symbolem X/~. Ttidy rozkladu S se pak nazyvaji také #7idy
ekvivalence ~. Zobrazeniw : X — X/~, definované pro kazdé x € X pfedpisem

m(x) = [x]~, (1.5.4)

se nazyva faktorovd projekce.

Uvédomte si, Ze faktorova projekce je vzdy surjektivni.

Prozkoumejte indukovanou ekvivalenci, faktorovou mnozinu a faktorovou projekci u dffve uvedenych rozkladd
S1, 52 a S3.

1.6 Usporadané mnoziny. MnoZinu nazyvame usporddanou, je-li na ni ddno uspotfddani. V tomto
odstavci se budeme zabyvat zdkladnimi vlastnostmi usporddanych mnoZin. Pokud neuvedeme jinak,
budeme vzdy ptedpoklddat, Ze na mnozin€ X je zavedeno uspotadani <.

Predpokladejme, Ze Y je podmnoZina mnoZiny X. Pak prvek x € X se nazyva horni zdvorou mnoZiny
Y, jestliZze pro kazdy prvek y € Y plati y < x. Prvek x € X se nazyva dolni zdvorou mnoZiny Y , jestlize
pro kazdy prvek y € Y plati y > x.11

Prvek x € X se nazyva nejvétsim prvkem mnoziny Y (maximem), je-li jeji horni zdvorou a plati-li
x € Y.Prvek x € X se nazyva nejmensim prvkem mnoZiny Y (minimem), je-li jeji dolni zdvorou a plati-1i
x € Y. Snadno se zjisti (jak?), Ze nejvétsi i nejmensi prvek mnoziny Y existuje nejvyse jeden. Mliizeme
tedy zavést zna¢eni: max ¥ aminY.

Prvek x € X se nazyvd supremem mnoZiny Y, je-li nejmens$im prvkem mnoZiny jejich hornich zavor.
Prvek x € X se nazyva infimem mnoZiny Y, je-li nejvétSim prvkem mnoZiny jejich dolnich zévor. Opét,
supremum i infimum mnoZiny Y existuje nejvyse jedno. Zavadime znaceni: sup Y, inf Y.

Plati tedy
supY = min{x € X | x je horni zdvora mnoZiny Y} (1.6.1)

inf Y = max{x € X | x je dolni zdvora mnoZiny Y} (1.6.2)

Véta 1.8. Jestlize existuje maximum mnoZiny Y, pak existuje i jeji supremum a plati
supY = max?Y. (1.6.3)
JestliZe existuje minimum mnoziny Y, pak existuje i jeji infimum a plati

inf Y =minY. (1.6.4)

D G k a z. Pfedpokladejme, Ze existuje maximum mnoziny ¥ C X a ozname je y. Podle definice
maxima je y horni zdvora mnoZiny Y. Je-li x néjakd jind horni zdvora mnoZiny Y, pak je vétsi nebo
rovna neZ libovolny prvek mnoZiny Y, plati tedy i x > y (jelikoZ y € Y). TakZe y je nejmensi horni
z&vora mnoZiny Y.

s Y2z

Ditikaz druhé ¢asti véty se provede stejné.

Necht’ x1, x2, x3, X4 jsou po dvou riznd,!? X = {x1, x2, x3, x4}. Zavedme na mnoZiné X uspotdddni, jehoZ
graf je mnoZina

1> je vlastné dalsi relace, kterou jsme dosud nedefinovali; Ctendf si ji jisté rdd definuje sdm.
12)Pfedpokla’lda’lm, Ze obratu ,,po dvou rtiznd“ rozumite (srovnejte téZ s definici po dvou disjunktnich mnoZin).
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{(x1, x1), (x1, x2), (x1, x3), (X1, X4), (X2, X2), (X2, X4), (x3, X3), (x3, X4), (x4, x4)}

(ovéite, Ze je to skutecné usporddani!). Toto usporddani se dd prehlednéji zndzornit nasledujicim diagramem,
v ném? jsou vyse nakresleny prvky v&tsi a na stejné tirovni prvky nesrovnatelné:'3)

X/X4\x
N

X

Uvazujme nyni mnozZinu ¥ C X, Y = {x1, x2, x3}. MnoZina hornich zavor této mnoZiny je {x4}. To znamen4, Ze
maximum mnoZzina ¥ nemd (Zadn4 jeji horni zdvora v ni nelezi) a sup ¥ = min{x4} = x4.

Necht' X a Y jsou dvé usporddané mnoZziny. Zobrazeni f : X — Y se nazyva izotonni, jestlize
pro kazdé dva prvky x, x’ € X takové, Ze x < x/, plati f(x) < f(x').'¥ Izotonni bijekce se nazyva
izomorfismus usporddanych mnoZin.

UvaZme uspotfddanou mnozinu X z pfedchozi pozndmky a mnoZinu U = {u, us}, kde u; # us.
Zavedme ddle na mnozing exp U uspofadéani pomoci inkluze (viz konec odstavce 1.4). Pak zobrazeni
f :expU — X, dané predpisem

f@) =x;
fui}) = x2
f{u2}) = x3

fui,uz}) = x4

je izomorfismus usporddanych mnozin.

Piiklady

1. Dokazte, Ze pro kazdé tri podmnoZiny A, B, C mnoZiny X, plati C\ (AU B) = (C \ A)N (C \ B).
Reseni: Zvolme libovolny prvek x € C \ (A U B). Z definice rozdilu mnoZin plyne, 7¢ x € C a
x ¢ AU B. To znamend, Zze x € C a zdroven x neleZi ani v jedné z mnoZin A, B, tedy x € C \ A,
x € C\ B (opét z definice rozdilu mnozin). Konec¢né, jestlize x lezi jak v mnozin€ C \ A tak i v mnoZziné
C \ B, musi (podle definice priniku mnoZin) leZet i v mnozin€ (C \ A) N (C \ B). Tim je dokdzana
inkluze C\ (AU B) Cc (C\ A)N(C \ B).

Nyni zvolme libovolny prvek x € (C\ A)N(C \ B). To znamen4, 7e x lezi v mnoziné C \ A a soucasné
v mnoziné C \ B. VyuZzijeme definici rozdilu mnozin a dostaneme, Ze x € C,x ¢ A ax ¢ B. ProtoZe
prvek x nelezi ani v jedné z mnoZin A, B neleZi ani ve sjednoceni t€chto mnozZin, tedy x ¢ AU B. Jak jiz
vime prvek x leZi v mnoZin€ C a soucasné nelezi v mnoziné A U B. To ale znamend, Zze x € C \ (AU B).
A tim je dokézana inkluze C \ (AU B) D (C \ A) N (C \ B).

2. DokaZte, Ze pro kaZdé zobrazeni f : X — Y amnoZiny A, B C X, plati f (AU B) = f(A) U f(B).
Reseni: Zvolme libovolny prvek y € f(A U B). Pak existuje prvek x € A U B takovy, Ze f(x) = y.
Prvek x lezi v mnozin€ A nebo v mnoZiné€ B (to plyne z definice sjednoceni). Pfedpolddejme nejprve, Ze
leZi v mnoZing A. Potom ale prvek y musi leZet v mnoZing€ f(A) a tim spiSe v mnozin€ f(A) U f(B).
Nyni pfedpokladejme, Ze x lezi v mnoZin€ B. Potom ale prvek y musi leZzet v mnoZin€ f(B) a tedy
i vmnozin€ f(A) U f(B). Tim je dokdzana inkluze f(A U B) C f(A) U f(B).

13)Nesrovnatelné prvky jsme nedefinovali. Co to asi je?

7de jsme se dopustili urcité nepfesnosti, jaké se v matematice dopoustime Casto: symbol ,,<* na levé stran€ oznacuje jinou
relaci, neZ tentyZ symbol na strané pravé! V takovych pfipadech se vZdy ocekdva, Ze je Ctendf pfi véci a nenechd se stejnym
oznacenim rtiznych objektd zmast.
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Zvolme libovolny prvek y € f(A)U f(B). Prvek y leZi v mnoziné f(A) nebo f(B) (coZ plyne znovu
z definice sjednoceni). Pfedpokladejme nejprve, Ze y leZi v mnozZiné f (A). To znamend, Ze existuje prvek
x € Atakovy,Ze f(x) = y.Zdefinice sjednoceni také plyne, Ze x leZi v mnoZiné AU B. Potom ale prvek
f(x) = y musi lezet v mnoZin¢ f(A U B). Nyni pfedpokladejme, Ze y lezi v mnozin€ f(B). Existuje
tedy prvek x takovy, Ze x € B.Z definice sjednoceni plyne, Ze x leZi v mnoZin€ A U B. Potom ale prvek
f(x) = y musi leZet v mnoZiné (A U B). Tim je dokazéana i inkluze f(AU B) D f(A) U f(B).

3.Necht' f : X - Y, AC X, B C Y. DokaZte, 7e je-li f(A) C B, pak A C f_l(B).

Reseni: Zvolme x € A libovolng. Z pfedpokladu f(A) C B vime, Ze f(x) € B (zde jsme vyuZili také
tranzitivity inkluze porovnej s Vétou 1.1). Tedy, protoze f(x) € B, musix € f~!(B) (jak je pozadovano
v definici vzoru mnoziny porovnej s (1.3.19)). Tim je dikaz hotov.

4. Necht’ X je neprdznd usporddand mnoZina. Naleznéte mnoZinu hornich (dolnich) zdvor mnoZiny
gcX.

ReSeni: Nejprve vyfeSime problém pro mnoZinu hornich zévor. Tedy podle definice: prvek x € X je
horni zdvorou prazné mnoZiny, jestlize pro kazdy prvek y € @ plati y < x. To je ale spInéno! Protoze
neexistuje prvek prazné mnoZiny vétsi nez nas prvek x (nebo snad ano? Ktery?), je x horni zavora §.
Prvek x byl zvolen libovolné tedy mnoZinou hornich zavor @ je celd mnozZina X. Obdobné pro dolni
Zavory.

5. Necht'X je neprdzdnd a A C exp X. UvazZujme podmnoZinu exp X s uspordddnim C. Najdéte sup A.
Reseni: DokdZeme, Ze sup A = UA. Oznaéme S = UA. Je nutno ovéfit dvé podminky. 1. Ze mnoZina
S je horni zdvorou A, tedy, Ze pro libovolnou mnoZinu B € A plati B C S. To je ale zfejmé z definice
sjednoceni systému (vezmeme-li si libovolny prvek b € B, existuje mnoZina systému S, kterd tento
prvek obsahuje: mnoZina B). 2. Je nutno ovéfit, Ze mnoZina S je nejmensi horni zdvora mnoZiny A,
neboli, Ze pro kazdou jinou horni zdvoru C plati S C C. Zvolme prvek x € S. Pak existuje néjaka
mnozina B € A takova, Ze x € B (porovnej s definici sjednoceni systému). ProtozZe ale C je horni zdvora
mnoziny A, musi platit B C C atedyix € C. Proto S C C. Ukdzali jsme tedy, Ze S je nejmensi horni
zavora mnoziny A. Tim je dikaz ukoncen.

6. Rozhodnéte, zda existuje mnozina, kterd nemd supremum.

Reseni: PoloZme A = {a, b, ¢}, kde prvky a, b, ¢ jsou po dvou riizné. UvaZujeme na mnoZiné A relaci
< s grafem {(a, b), (a, ¢), (a, a), (b, b), (¢, c)}. Snadno se ovéfi, Ze tato relace je usporddani. Tvrdime,
Ze mnozina A nema supremum. Pokud by ho méla, byl by to jeden z prvkd b, ¢ (prvek a to byt nemtiZze
protoZe a < b). NemiZe to byt prvek b, protoze ¢ £ b. Obdobné Ize dospét k zdvéru, Ze supremem
nemuZe byt ani prvek c. MnoZina A tedy nemd supremum.

7. Predpoklddejme, Ze relace R = X x X na X je uspordddni. Dokazte, Ze pak mnoZina X je prdzdnd
nebo jednoprvkovd.

Reseni: Pfedpoklddejme, Ze mnoZina X obsahuje dva riizné prvky a, b a 7e na ni je relace R = X x X
uspotddani. Plati, Ze a R b i b R a, protoze (a,b) € R a (b,a) € R. Relace uspofddani musi byt
antisymetricka (jak je uvedeno v definici uspofddani). Za R b a b R a tedy plyne a = b. Celkové
tedy kazdé dva prvky jsou shodné a mnozina X ma nanejvys jeden prvek. Skutecnost, Ze na prazdné a
jednoprvkové mnozing se jednd o usporadani jiz prenechdvame k ovéreni Ctendfi.

Cviceni

1. Plati rovnost § = {#}?
2. Najdéte pfiklad mnoZin A, B, C tak, aby platilo:

A AUB XxC)#(AUB)x (AUC); b)AN(BxC)#(ANB)x (ANC).
3. Dokazte, nebo vyvratte: Pro kazdé tfi mnoziny A, B, C plati:
a) (A\B)\C =(A\ B)\ (C\ B); b) (A\B)UC =(AUC)\ B;

) (A\B)NC=(ANC)\B.
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4. Dokazte, Ze pro kaZzdé tfi podmnoZiny A, B, C mnoZiny X plati:
a) C\(ANB)=(C\A)N(C\B); b) A\ B=AN(X\B);
) (X\(A\B)=BU(X\ A); d)A\A=0, A\0=A;
e) AUA=A, ANA=A
5. Dokazte, Ze pro kazdé tfi mnoziny A, B, C plati:
A Ax (BNC)=(AxB)N(AxC(C); b)Ax (BUC)=(Ax B)U(A x (C);
)Ax (B\C)=(AxB)\(AxC(C); d)je-li AcC Bpotom A x C C B xC.

6. Dokazte, ze pro kazdé dvé mnoziny A, B plati exp A U exp B C exp(A U B) a dokazte, Ze v tomto
vyraze obecné neplati rovnost.

7. Vysvétlete, pro¢ kazd4 bijekce je vZdy injekce a surjekce.

8. Co je grafem inverzniho zobrazeni? (Pfesnéji: Jak l1ze z grafu invertibilniho zobrazeni dostat graf jeho
inverze?)

9.Necht' f: X > X a A C X takova, Zze f(A) C A.

a) Dokaite, 7e potom A C f~1(A).

b) Uvedte ptiklad f a mnoZiny A aby navic platilo:

L f(A)#AaA=f1(A),
2. f(A)=AaA# f1(A).

10. Necht' f : X — Y, g : Y — Z jsou zobrazeni takova, Ze zobrazeni g o f je surjektivni. DokaZzte, Ze

a) zobrazeni g je surjektivni. b) Je-li g injektivni pak je f surjektivni.
11. Uvedte priklad zobrazeni f : X — Y ag : Y — Z tak, aby g o f byla bijekce a pfitom f nebylo
surjektivni a g nebylo injektivni.
12. Je ziejmé, 7e pro libovolné zobrazeni f : X — Y alibovolny bod x € X plati x € f~1(f(x)).
Uvedte piiklad zobrazeni f a bodu x, kdy f~1(f(x)) # {x}.
13.Necht f : X — Y, A C X. DokaZte, 7e je-li f injektivni, pak f~'(f(A)) = A.
14. Dokazte, Ze pro kazdé zobrazeni f : X — Y alibovolné mnoZiny A, B C X aC, D C Yplati:

a) f(AN B) C f(A)N f(B):; b) fTH(CUD) = fHC)U fTHD);

o f7HCND)=f"HO)NfTHD).
15. Necht' Z C X x X. Dokazte, Ze Z C pry(Z) x pr,(Z). Plati i opa¢nd inkluze?
16. Definujme zobrazeni f : exp X x exp X — exp X predpisem f (Y, Z) = (YU Z) \ (Y N Z). Najdéte
1@,
17. Je vzdy priinikem (sjednocenim) dvou relaci opét relace? Jak tomu bude pro systém relaci?
18. Je vzdy priinikem (sjednocenim) dvou ekvivalenci opét ekvivalence?

19. Necht' X = {a, b, c,d}, kde a, b, c,d jsou po dvou rizna. Je relace R = {(a, a), (c,d), (b, c)}
zobrazeni z X do X?

20. Dokazte, Ze sloZenim dvou zobrazeni je opét zobrazeni.

21. Necht' X je uspofddand mnoZina. Pro libovolné prvky x, y definujme relaci x < y, jestlize x < y
ax # y. DokaZte, Ze pro graf této relace plati:

Gr(<) = Gr(<) \ Gr(=)
Dale dokaZte, Ze tato relace je tranzitivni, Ze pro libovolny prvek x € X plati x £ x a Ze jestliZze pro dva
prvky x,y € X platix < y,pak y £ x.
22. Méjme zobrazeni f : X — Y. Definujeme ekvivalenci ~ na X takto: x ~ y pravé, kdyz f(x) =

f (). (Ze se jedna skute¢né o ekvivalenci, jiZ bylo ukdzano.) Nyni definujeme zobrazeni F : X/~ —
f(X) takto F([x]~) = f(x). Ov&ite, Ze toto zobrazen{ je korektn& definovano!®). Déle ovéite, Ze toto

19)0veite, 7e je jednoznacné urceno, co je obrazem tfidy [x]~



Matematicka analyza I 1-13

zobrazeni je bijekce anavic Zeplati f = ioFom,kdei : f(X) — X jekanonické vloZeniaz X — X/~
je prislu$nd faktorové projekce.

23. Necht’ X je libovolna mnoZina. Definujeme na mnozZiné exp X ndsledujici relaci. Dvé podmnoZiny
A, B mnoZiny X jsou v relaci, pravé kdyZ existuje bijekce f : A — B. DokaZte, Ze tato relace je
ekvivalence.

24. Necht’ X je upofadand mnoZina, pokuste se najit supremum (infimum) prdzzdné mnoZiny. VyuZijte
vysledk z piikladu 4.

25. Uvazujme podmozZinu A C exp X s uspofdddnim C. Co je infimem tohoto systému? Vyuzijte obdobny
postup jako v feSeni piikladu 5.

26. Obdobné jako v pfikladu 6 se pokuste najit mnoZinu, kterd neméd infimum.



