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3 Algebraické struktiary

3.1 Grupy
Riesené priklady:

Priklad 3.1.1 Zistite, ¢i mnoZzina Z spolu s bindrnou operaciou <) tvoria
grupu, ak alb=a+b+7.

Riesenie:

Chceme ukazat, ze (Z, <) je grupa. Podla definicie musime ukazat, ze platia
nasledujtce vlastnosti:

— mnozina 7Z je uzavreta vzhladom na binarnu operaciu <,

— plati asociativny zakon,

— mnozina 7Z obsahuje neutralny prvok vzhladom na operéciu <,

— ku kazdému prvku z mnoziny Z existuje inverzny prvok
vzhladom na operaciu .

Uzavretost: Nech a,b € Z a ad)b=a+b+7. Plati: (a € ZANbeZ) =
(a+beZ) (a+beZNT€Z) = (a+b+7€Z)= adbec Z. Prvky
a, b boli zvolené I'ubovolne z mnoZiny Z, preto mnozina Z je vzhladom na
binarnu operaciu {» uzavreté.

Asociativnost: Nech a, b, ¢, € Z.

(aOb)Oc = (adb)+c+T=(a+b+T)+c+T7T=a+b+c+14
ad(0c) = adb+c+7) =a+(b+c+7)+7=a+b+c+ 14

Ukazali sme, 7ze plati rovnost: a(bdc) = a+ b+ c+ 14 = (adb)de. preto
plati:
(Va,b,c € Z) : ((ab)Oe = ad(bde)).

Odtial dostavame, Ze pre mnozinu Z plati asociativny zakon vzhladom na
bin4drnu operaciu <$.

Neutralny prvok: Chceme najst taky prvok e, aby pre vSetky prvky z mnoziny
7 platila nasledujica rovnost:

ae = ea = a.

Vezmime si lubovolny prvok a € Z. K tomuto prvku a hladdame prvok e € Z
tak, aby platila rovnost a{)e = ¢{)a = a. Z rovnosti a)c = a+e+7=a
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dostavame, 7ze ak za e zvolime —7, tak je splnené vysSie uvedena rovnost.
Overme, ¢i takto zvolené ¢ splha podmienky neutralneho prvku v grupe.

[(aQe=a+ (-T)+T=a)AN(eQa=(-T)+a+T7=a)] =

= (Je € Z)(Va € Z) : (ale = eda = a).

Neutralnym prvkom je ¢ = —7.

Inverzny prvok: Ku kazdému prvku a z mnoziny Z hladame taky prvok a’
z mnoziny Z, aby platila nasledujica rovnost: a>a’ = ¢ a’¢{a. Vezmime si
Tubovolny prvok a € Z Néajdine k takto vybranému prvku inverzny prvok a’,
ak taky v mnozine Z existuje. Pre inverzny prvok musi platit:

ada = €
at+ad +7 = ¢ AN e=-7
at+ad +7 = -7
a+ad = —14
ad = —a-—14.

Staci uz len ukazat, Zze takto vytvoreny prvok k I'ubovolnému prvku z mno-
ziny 7 je naozaj inverznym prvkom. Spocitajme:

ada =a+d+7=a+(-a—14)+7=a—a—14+7=-T=¢
dfa=d+a+T7T=(—a—-14)+a+7=—-a+a—-1447=-T=¢

Uvedenym postupom sme nasli ku kazdému prvku z mnoziny Z inverzny
prvok, a teda st splnené vSetky 4 vlastnosti z definicie grupy, preto mnozina
7 s binarnou operéaciou < je grupa. V

Priklad 3.1.2 Zistite, ¢i mnozina Z spolu s binarnou operaciou Y tvoria
grupu, ak a YK b= (a + )%

Riesenie:

Ak chceme ukazat, ze (Z,"H) je grupa, tak podla definicie musime ukazat, ze
mnozina Z je uzavreta vzhladom na binarnu operaciu X, plati asociativ-
nost, obsahuje neutralny prvok vzhladom na operaciu "X a ku kazdému
prvku z mnoziny Z existuje inverzny prvok vzhladom na operéaciu "d. Ak
by sme cheeli ukazat, ze (Z, ™) nie je grupa, tak staci ukazat, ze jedna z vyssie
uvedenych vlastnosti nie je splnend. Overme asociativnost: Nech a, b, ¢, € Z:
(ab)*He=((aBb)+c)? ((a+b)?+¢)* = (a+b)*+2(a+b)?c+ A Ak
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ukdZeme, 7e vyraz a "X (b "X ¢) sa rovna vyrazu (a+b)* +2(a+b)%c+ 2, tak
sme ukézali platnost asociativneho zédkona. Plati: a X (b*H ¢) = a " (b+c¢)?
= (a+ (b+¢)?)? a® +2a(b+ c)? + (b + ¢)*, z toho potom vyplyva, Ze

(a1 b)Mc#ar(brXc)

preto neplati asociativny zakon na mnozine Z vzhladom na binarnu operaciu
Y4, a preto mnozina 7Z spolu s binarnu operéciu M4 netvori grupu.
7

Priklad 3.1.3 Zistite, ¢i mnozina 7Z spolu s binarnou operaciou O tvoria
grupu, ak a O b=a + b+ a’.

Riesenie:

Podla definicie je (Z,0) grupou, ak mnoZina celych ¢éisel Z spliat uzavre-
tost, asociativnost, obsahuje neutralny prvok vzhladom na binidrnu ope-
raciu O a ku kazdému prvku z mnoziny Z existuje inverzny prvok vzhladom
na operaciu 0.

Uzavretost: Pre a,b € Z: a O b=a + b+ a’.

[(a€ZAbEL) = (a+b)€Z] Ad" ¢ Z) =
(a+b+a) ¢Z =
(a0D) ¢ Z.

KedZe sme nagli také prvky a, b z mnoziny Z, pre ktoré nie je splnené uzav-
retost mnoziny Z, preto mnoZina Z nie je vzhladom na binarnu operéaciu O
uzavreta, z ¢oho vyplyva, ze (Z, O) netvori grupu. V

Priklad 3.1.4 Zistite, ¢i mnozina A = {3, ®, ©, 4} spolu s binarnou
operaciou . tvoria grupu, ak binarna operacia [ je dana Cayleyho tabulkou:

Oilx| ®|©]| ¢
x| ¢ |0 ®|%
SIS SNORECHIK J
©|4|®| 6| %
¢ | ® (K| ¢ 0O
Riesente:

Chceme ukézat, ze (A,) je grupa. Podla definicie musi byt mnozina A
uzavreta vzhladom na binarnu operaciu [, musi platit asociativnost, ob-
sahovat neutralny prvok vzhladom na operaciu [ a ku kazdému prvku z
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mnoziny A musi existovat inverzny prvok vzhladom na operéaciu [.
Néajdime neutralny prvok mnoziny A vzhladom na binarnu operaciu . Ma-
me najst taky prvok ¢ € A, pre ktory plati:
Vae A: alde =elda = a.

Vieme, ze v kazdej grupe sa nachadza prave jeden neutralny prvok a navyse
mnozina A je kone¢na a obsahuje len 4 prvky, a preto moézme overit neutrali-
tu kazdého prvku mnoziny A samostatne. Nech ¢ = %, potom druhy riadok
aj druhy stlpec v Cayleyho tabulke musi byt zhodny so vzorom (t.j. prvym
stlpcom a prvym riadkom). Lahko vidiet, 7e ¢ L1 ¢ — % # 4. Podobnou
tuvahou zistime, Zze ani pre ¢ = ®, € = © a € = ¢ nie je splnend podmienka
neutralneho prvku, preto mnozina A neobsahuje vzhladom na bindrnu ope-
raciu [ neutralny prvok. Z vyssie uvedenych tvrdeni vyplyva, ze (A,[) nie
je grupa. V

Priklad 3.1.5 Zistite, ¢i mnozina Z — {0} spolu s bindrnou operaciou A
tvoria grupu, ak a A b = ab.

Riesenie:

Ulohou je rozhodniit, & (Z — {0}, A) je grupa. Z definicie vyplyva, Ze musia
byt splnené nasledujuce vlastnosti:

— mnozina Z — {0} je uzavreta vzhladom na bindrnu operaciu A,

— plati asociativny zakon,

— mnozina Z — {0} obsahuje neutralny prvok vzhladom na operaciu A

— ku kazdému prvku z mnoziny Z — {0} musi existovat inverzny prvok
vzhladom na operéaciu A.

Uzavretost: Nech a,b € Z —{0}: a Ab=ab. Akae€Z— {0} abe Z— {0},
potom ab € Z— {0} (stcin je nenulovy, lebo a # 0 aj b # 0, a teda aj ab # 0).
Z toho potom dostavame, ze a A b € Z — {0}, pre Tubovolné prvky a, b z
mnoziny Z — {0}. Tym sme ukéazali, Ze mnozina Z — {0} je vzhladom na
bindrnu operaciu A uzavreta.

Asociativnost: Pre a,b, ¢, € Z — {0} plati:

(a AD) Ac=(adb)e= (ab)c = abe
alA(bnac)=an (be)albc) = abe

Z uvedenych rovnosti vyplyva: Va,b,c € Z—{0}: (a Ab) Ac=an (bAc),
preto pre mnozinu Z — {0} plati asociativny zakon vzhladom na bindrnu
operaciu A.
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Neutralny prvok: Chceme néajst taky prvok e, aby pre vSetky prvky z mnoziny
Z — {0} platila nasledujica rovnost: a A € € A a = a. Vezmime si lubovolny
prvok a € Z — {0}. K tomuto prvku a hladame prvok ¢ € Z — {0} tak, aby
platila rovnost a A € = ae = a. Ak € = 1, tak je splnené vysSie uvedena
rovnost. Overme, & takto zvolené e spliia podmienky neutralneho prvku.
Pre Tubovolné a z mnoziny Z — {0} plati: a A e =al=a, eAa=1la
=a. Teda (Fe € Z—{0})Va€Z—{0}): a A e =¢c A a= a Neutrdlnym
prvkom je ¢ = 1.

Inverzny prvok: Ku kazdému prvku a z mnoziny Z— {0} hladame taky prvok
a’ z mnoziny Z — {0}, aby platila nasledujica rovnost: a A o' € = d’ A a.
Vezmime si Tubovolny prvok a € Z — {0} Najdine k takto vybranému prvku
inverzny prvok a’, ak taky v mnozine Z — {0} existuje. Pre inverzny prvok
musi platit:

alANd =

€
adl = ¢ Ne=1
adl = 1
, 1
a = -, kde a#0
a

Ukazeme, Ze takto vytvoreny prvok k lubovolnému prvku z mnoziny Z — {0}
nemusi byt prvkom z mnnoziny Z — {0}. Nech a = 2. Potom plati:

alAhd =

I
—_

ad =

a =

| = ™

1¢7Z—{0}, teda (3o’ € Z—{0}) (Va € Z—{0}): a A o’ =& = 1. Ukazali
sme, 7ze v mnozine Z — {0} neexistuje ku kazdému prvku inverzny prvok,
preto mnozina Z — {0} s binarnou operaciou A nie je grupa. R V

Priklad 3.1.6 Pomocou Cayleyho tabulky popiSte grupu transformacii ge-
nerovanu symetriami Stvorca.

Riesenie:

Vieme, Ze ak S je mnozina vSetkych bodov v rovine, ktoré tvoria Stvorec, tak
permutacia 7 : S — S sa nazyva symetria Stvorca 5, ak zachovava vzdia-
lenosti. Inverzna funkcia 7! je tieZ symetriou $tvorca, su¢in dvoch symetrif
mnoziny S je tiez symetria mnoziny S a identicka funkcia id : S +— S je tiez
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symetria. Z toho vyplyva, Ze mnozina vSetkych symetrii Stvorca S vzhladom
na skladanie symetrif je grupa (grupa symetrii Stvorca).

Nech S je mnozina vSetkych bodov v rovine na obvode stvorca ABCD.
Kazdé symetria Stvorca je urcena tym, ako preskupime vrcholy ABCD. Po-
piSme jednotlivé symetrie:

R, = otocenie 0 90° proti smeru hodinovych ruciciek,

) otocenie o 180°,

Rs = otocenie o 270° a

Ry otocenie o 360° ¢o je vlastne identita ud,

D; = osovo sumerné preklopenie $tvorca S podla priamky,
ktora prechédza stredmi strén AB a C'D,

D,y osovo sumerné preklopenie §tvorca S podla priamky,
ktora prechadza stredmi strén AD a BC),

Ds osovo sumerné preklopenie $tvorca S podla priamky,
ktora prechiadza bodmi A a C,

D, osovo sumerné preklopenie §tvorca S podla priamky,

ktora prechéddza bodmi B a D.

Stvorec S mé4 poradie vrcholov ABC'D. Zistime, ako sa zmeni poradie
tychto bodov po aplikovani jednotlivych symetrii.

R,: ABCD — DABC
Ry: ABCD — (CDAB
Ry: ABCD — BCDA
Ry,: ABCD — ABCD
D,: ABCD — BADC
Dy: ABCD — DCBA
Ds: ABCD — ADCB
D,: ABCD — CBAD

Vypocitajme, omu sa rovnaja suciny (skladanie zobrazeni) tychto symetrii.
Su¢in R; o Ry znamené, Ze Stvorec ABCD oto¢ime podla Ry o 90° a do-
staneme Stvorec DABC, tento znovu oto¢ime podla R; o 90° a dostaneme
stvorec CDAB, ¢o zodpoveda otoCeniu Ry. Mozme pisat, ze Ry o Ry = Rs.
Podobne vypocitame aj Ri o R, $tvorec ABC' D najprv oto¢ime podla Rs o
180°, dostanem Stvorec C DAB a ten eSte oto¢ime podla Ry 0 90° a dostane-
me Srvorec BCDA, ¢o zodpoveda pouzitiu Ry. Tymto postupom spocitame
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vsetky stuciny otocCeni. Pozrime sa teraz na sacin Ry o D;. Najprv musime
stvorec ABC'D preklopit podla D; a dostaneme BADC' a ten eSte oto¢ime
podla Ry 0 90° a dostavame Stvorec CBAD, ¢o zodpoveda symetrii Dy. Pri
vypocte jednotlivych sti¢inov zistime, Ze sti¢iny otoceni je komutativna ope-
racia, ale suciny so symetriami D; uz komutativne nie sa. Plati, ze D; o D;
id pre 1 = 1, 2, 3, 4, V8etky tieto vysledky mézme zhrnat do prehladnej
Cayleyho tabulky:

© Ry | Ry | R3 | Ry | D1 | Dy | D3 | Dy
Ry | Ry | Rs | Ry | Ry | Dy | D3| Dy | Dy
Ry | Ry | Ry | Ry | Ry | Do | D1 | Dy | Dy
Rs | Ry | Ry | Ro | Rs | D3 | Dy | Dy | Dy
Ry | Ry | Ry | Rs | Ry | D1 | Dy | D3 | Dy
Dy || D3| Dy | Dy | Dy | Ry | Ry | Ry | Rs
Dy || Dy | Dy | D3| Dy | Ry | Ry | Ry | Ry
Ds || Dy | Dy | Dy | D3| Ry | Ry | Ry | Ry
Dy|| Dy | Ds| Dy | Dy| Ri | Rs| Ro | Ry

Tato tabuka je Cayleyho tabulka grupy transformacii, ktora je generované
symetriami $tvorca. V

Poznamka 3.1.1 Vo wvseobecnosti vieme, Ze kaZdy rovnostranny n-uholnik
md prdve 2n symetrii, n rotdcii a n osovo sumernych preklopeni. Vsetky
symetrie pravidelného n-uholnika tvoria grupu s 2n prvkami. KaZdej symet-
riv takéhoto rovnostranného n-uholnika prishicha zodpovedajica permutdcia
vrcholov tohto n-uholnika.
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3.2 Cyklické grupy
Riesené priklady:

Priklad 3.2.1 Najdite rady vsetkych prvkov v grupe (Zip; @), kde @& je
binarna operacia s¢itania zvyskovych tried.

Riesenie:

MnozZina Zig je mnoZina zvyskovych tried {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}. Ku
kazdému prvku z tejto mnoziny vytvorime ich mocniny (od prvej, az po ta,
kde nenastane rovnost s neutralnym prvkom) vzhladom na bin4drnu operéciu

®D.

0 =0,

rad(0) = 1

T =T

T=Tel-2

TP=Talel=3,

T'=Telelel-1

T=I¢lelelel--5,

=Ieleleleliel -6,

T=Teleoleleolelel =T,
T=Telelelelelelel-3;,
P=Telelelelelelelel -0,
"=TIgelielelelelelelelal -0,

rad(1) = 10.

7' =73, =2¢2-14, 2=192-6, 2'=6@2-=38,
2’ =842 -0,

rad(2) = 5.

3' =3, 3’=393-6, 33=623-0, 3 =0&3-72
3=2¢3=5 3=5¢3=8 3 =843=1, 3F=163-1
3P=193=7 3°=703=0,

rad(3) = 10.
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i =1 ©-4101-8 3 =801-32 1'=3201-5,
=601 =0,

rad(4) = 5.

5 =5, 5 =5@5 =0,

rad(5) = 2

Podobnym sposobom ukaZeme, rady ostatnych prvkov mnoziny Zo. Rad(6)
=5, rad(7) 10, rad(8) = 5, rad(9) = 10. vV

Priklad 3.2.2 Zistite, ¢i (Z; — {0}; ®) je cyklickd grupa.

Riesenie:

Chceme zistit, ¢ (Z; — {0}; ®) je cyklicka grupa. Podla definicie musi v
mnozine Z; — {0} existovat aspoii jeden taky prvok, ktory je jej generatorom.
Nejaky prvok ¢ je generdtorom mnoZziny Z7 — {0}, ak ku kazdému prvku
a € Zy; — {0} existuje n € N také, ze ¢" = a. Postupne overme prvky
a € Z;—{0} = {1, 2, 3, 4, 5, 6}. Prvok 1 nemoze byt generatorom, lebo
pre Vsetkgy n € N plati, ze 1T Pozrlme sa, aké prvky generuje prvok 2.
2—22—42—12—22—42—1 ., Tahko je vidiet, Zeprvok2
generuje len prvky {1, 2, 4}. Prvok 3 generuje tleto prvky: 3= 3, 3= =2,
3$=6,3 =13 =5, §6—1 Prvok 3 generuje prvky {1, 2, 3, 4, 5, 6}

a teda je generdtorom mnoziny Z; — {0}. V mnoZine Z; — {O} sme nasli

generator, preto (Z; — {0}; ®) je cyklicka grupa. vV
Priklad 3.2.3 Rozhodnite, ¢ grupa (Zs — {0}; ®) je izomorfna s grupou
(K o)

Riesenie:

Ak chceme ukazat, ze tieto grupy su izomorfné, tak musime najst také bi-
jektivne zobrazenie ¢ : Zs — {0} — K,, Ze pre kazda dvojicu prvkov
a,b € Zs — {0} plati rovnost p(a ®b) = p(a) - p(b). Pomdckou pri uréeni zo-
brazenia nam mozu byt Cayleyho tabulky danych grip a fakt, Ze izomorfné
grupy musia mat rovnaké vSetky vlastnosti. Pozrime sa na Cayleyho tabulky
grip (Zs — {0}; @) a (Ky; -).
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@|(1123|4 1 | =1] ¢ | —
112|334 1 1| =1] ¢ | —i
2 112(4]|1]3 1| -1] 1] 2
313|142 1 1 | =1 | 1] 1
4 43|21 —i || =t | 1 1 ]-1

Lahko zistime, Ze obe grupy si cyklické. Grupa (Zs—{0}; ®) ma generator 2
a grupa (K4, -) ma generator i. Pocet prvkov v oboch mnozinéach je rovnaky.
Neutralnym prvkom grupy (Zs — {0}; ®) je 1 a grupy (Ky, -) je 1. TieZ je
dobré poznat rady prvkov v grupe. Rad(1) = 1, rad(2) = 4, rad(3) = 4, rad(4)
=2, rad(1) = 1, rad(—1) = 2, rad(i) = 4, rad(—i) = 4. Ak mame dostatok
informaécii o kazdej grupe, potom pri definovani izomorfizmu stac¢i dodrziavat
jednoduché pravidla. Neutralny prvok sa méa zobrazit na neutralny prvok,
prvok s rovnakym radom, by sa mal zobrazit na prvok s rovnakym radom a
pri cyklickych grupach by mal byt aj rovnaky pocet generatorov. Definujme
zobrazenie ¢ nasledovne:

~ 1
=

=
= -1

€ € €6

AN N N N

=] Wl D]

~— — — ~—
\

Este overime, Ze takto definované zobrazenie ¢ je naozaj izomorfizmom da-
nych grap.

p(I@l) = 1) =1, 1)1 =11 =1
p(1®2) = ¢(2) =14  o1)-p2) = 1d =1
p(1®3) = ¢@B) = —i, w(1)-p3) = 1-—i = —i
p(1®4) = o) = =1, o) -p(4) = 1--1 = —1
p2eT) = e(2) =14,  @2)-p(1) = i1 =1
P2®2) = p4) = -1, ©(2)-92) = ii = —1
p2®3) = (1) =1,  9(2)-p3) =i —i =1
p2®4) = 9B8) = —i, w(2)-pd) =i -1 = —i
pB®1) = ¢(B) = =i, @3)-p(l) = —i-1 = —1i
pB®2) = (1) =1,  ©B)-¢(2) = —i-i =1
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pB®3) = p4) = =1, ¢(3)-¢(3) = —i-—i = —1
pB®4) = ¢(2) =14,  @B3)-pd) = —i-—1=1
pAd®1) = p4) = =1, 9@)-p(1) = -1-1 = —1
p(d®2) = p3) = —i, @) p2) = -1-i = —i
pd®3) = p(2) =i, @) pB) = —1-—i=1
pd@4) = o) =1,  ¢d)-p4) = -1--1=1

Zo zvyraznenych stipcov je zrejmé, ze takto definované zobrazenie ¢ : Zs —
{0} — K, je izomorfizmom danych grup, a preto grupy (Zs — {0}; ®) a
(Ky; -) st izomorfné.
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3.3 Podgrupy a rozklady grap
Riesené priklady:

Priklad 3.3.1 Najdite vsetky podgrupy grupy (Zg; @).

Riesenie:

Ak chceme k nejakej grupe néjst vsetky jej podgrupy, musime o vSetkych
jej podmnozinich rozhodnit, ¢i tvoria grupu. Pre jednoduchost staci len
rozhodnit, ¢ podmnoziny st uzavreté vzhladom na grupovi operéciu, a ¢i
ku kazdému prvku existuje inverzny prvok.

Pre cyklické grupy, je to este jednoduchsie. Vieme, Ze kazda podgrupa
cyklickej grupy je cyklicka a rad grupy je celociselnym nésobkom radu jej
podgrupy. Tuto vlastnost moézme vyuzit na urcenie podmnozin, ktoré by
mohli byt podgrupou danej grupy. Jednotlivé prvky cyklickej grupy nam vy-
generuji podmnoziny a o tychto mnozinach rozhodneme, ¢i s podgrupamy
danej grupy. Mnozina Z¢ = {0,1,2,3,4,5}. Prvky tejto mnoziny generuji
nasledujiice podmnoZiny mnoziny Zg.?

0 ={}
1) = {0,1,2,3,4,5}
(2) = {0,2,4}
(3) = {03}
4y = {0,2,4}
(5) = {0,1,2,3,4,5}

Tymto sposobom sme ziskali §tyri podmnoziny H,{0}, H, = {0,3}, H3 =

podgrupami grupy (Zg; @). i
Priklad 3.3.2 Rozhodnite, ¢i mnozina H = <(}§§j>> je podgrupou grupy
(54, O).

Riesenie:

Ak checeme ukézat, ze (H, o) je podgrupou grupy (Ss, o), tak mnozina H musi
byt uzavreta vzhladom na binarnu operaciu o a ku kazdému prvku z mnoziny
H musi existovat inverzny prvok v mnozine H. Mnozina H { G;gi), (ggi) }
Uzavretost ukdzeme pomocou Caleyho tabulky.

2Symbolom () budeme oznacovat mnozinu, ktord je generovani prvkami, ktoré st
umiestnené v tychto zatvorkach.
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1234 1234
° (1250) | (1504
1234 1234 1234
(1234) (1234) (1324)
1234 1234 1234
(1324) (1324) (1234)

7Z tejto tabulky je vidiet, Ze mnozina H je uzavreta vzhladom na binarnu
operéciu o a kazdy prvok z mnoziny H je zaroven aj sam k sebe inverznym

prvkom. Mnozina H spolu s grupovou operaciou o tvoria podgrupu grupy

(Ss;0). v

Priklad 3.3.3 Najdite lavy aj pravy rozklad grupy (Zs; @) podla podgrupy
(H; @) a urcte index podgrupy (H; @), ak H = {0,4}.

Riesenie:

Pravy rozklad grupy (Zs; @) podla podgrupy (H; @) je mnoZina G/HTE
= {zH; v € G}, kde zH = {x ® h; h € H}. Lavym rozkladom je mnozina
G/HY® = {Hz; » € G}, kde Hv = {h® z; h € H}. Indexom podgrupy
(H; @) v grupe (Zs; @) rozumieme mohutnost mnoziny G/H. Spocitajme,
¢omu sa rovnaju mnoziny xH a Hzx.

0H = {0,9) HO = {0,9)
TH — {1,5) HT = {1,5)
SH = {2,6) H2 = {2,6)

SH — {3,7) H3 = (3,7}
iH — {1,0} H1 = {1,0}
5H — {5,1) H5 — {51}
6H — {6,7) HG — {6,2)
TH = {7.3) HT = {7,3)

Kedze (Zg; @) je abelovskd grupa, tak Tavy a pravy rozklad sa rovné. Z
vyssie uvedeného vypoctu je vidiet, Ze rozklad grupy (Zs; @) podla podgrupy
(H; @) je mnozina G/H = {{0,4},{1,5},{2,6},{3,7}}. Index podgrupy
(H; @) je 4. vV
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3.4 Okruhy, telesa a polia
Riesené priklady:

Priklad 3.4.1 Zistite, ¢i (A; +, -) je okruh, ak A = {a+bv/4; a,b € Q}.
Riesenie:

Algebraicky systém (A; -+, -) je okruhom, ak si splnené nasledujuce tri
vlastnosti:

1. (A; +) je komutativna grupa
2. (4; -) je pologrupa
3. binarna operéacia - je distributivna vzhladom na operéciu +.

1. Overme, ¢i (A; +) je komutativna grupa t.j.

— uzavretost mnoziny A vzhladom na binarnu operéaciu +,
— asociativny zéakon,

— existenciu neutralneho prvku,

— existenciu inverznych prvkov,

— komutativny zakon.

Uzavretost: Nech xq,20 € A1 21 = a1 + bivV4 a 29 = ay + byv/4, kde
alaa’27b1762 € Q

T+ o = a1 +byVA + ag +beV/A = ay + ay + by VA + b4 =
= (ay +ag) + (b1 +bo)V4d = a+bv/4 = x € A, kde a = a; + ay,
b:b1+b2a&,bEQ.

KedZe 1, xs sme na zaciatku zvolili Tubovolné, tak mnozina A je uzavreté
vzhladom na binarnu operaciu +.

Asociativnost: Nech z, @0, 23 € A: 1 = ay + V4, x93 = as + bov/4 a
x3 = ag + bsv/4, kde a1, as, as, by, by, by € Q.

Ty + (29 + x3) :a1+b1\3/1+(a2+bg\3/4_1+a3+63€’/4_1) =
= a1 +as+as + (bl+b2+bg)\d/ﬁ_l
($1+CC2)+£C3: (a1+b1\3/4_1—|—a2—|—b2\3/11) +CL3+1)3\3/4_1:
= a1 +ag+as + (b1+b2+bg)\3/4_l

Z uvedenych uprav je zrejmé, ze xy + (v2 + x3) (x1 + x2) + x3. Teda pre
Tubovolné x1, xs, x3 plati asociativny zakon.
Neutralny prvk: Nech z € Aae =0+ 0v4, kde z = a + bv/4, a,b € Q. Je

zrejmé, ze prvok e je z mnoziny A. Staci ukazat, ze v +e¢ = e+ x = .
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z+e=(a+bV4d) + (0+0V4) = (a+0) + (b+0)V4 =

—a+bVd =1z
e+z=(0+0V4) + (a+bvV4d) = (0+a) + (0+b)V4 =
—a+bvi =12

Ukéazali sme, Ze e je neutrdlnym prvkom mnoziny A vzhladom na binarnu
operaciu +.
Inverzny prvok: Nech z, 2’ € A: v =a+by/4 a2’ = —a—bv/4, kde a,b € Q.

v+ = (a+bV4) + (—a—bV4) = (a—a) + (b—b)V4i =

=04+0V4=c¢
o +a=(—a—0V4) + (a+bV4) = (—a+a) + (—b+b)V4 =
— 0404 =c¢

Ku kazdému prvku z mnoziny A existuje v mnozine A k nemu inverzny pr-
vok. Zatial sme ukazali, ze (A; +) je grupa.

Komutativnost: Nech z1,20 € A: zja; + biv/4 a 9 = ay + byv/4, kde
a1, a2, bl, by € @

T1+T9 — (a1+b1\3/1) + (a2+b2\3/4_1) — (CL1+CL2) + (bl—i‘bz)\:a/zl =
= (ag+ay) + (bz+b1)\3/zl - (CL2+52\3/Z_1) + (a1+b1\?/41) = Ty + T

Plati komutativny zakon, z ¢oho vyplyva, ze (A; +) je komutativna grupa.

2. Musime ukazat, ze (A; -) je pologrupa t.j. musi platit:

— uzavretost,
— asociativnost.

Uzavretost: Nech xy,20 € A: 1 = a1 + bivV4 a 29 = ay + byv/4, kde
a’lua27bl7b2 € @

Ty 29 = (ag + byv/4) - (a2+b2\3/4_1) =
=ay-ay + ay-boV/A + bivVA - ay + bivVA - bV =
:CL1'CL2—‘r(CLl'bQ—‘rbl'aQ—‘rbl'bgﬂ)\?/zl

Vyraz (a; - by + by - ag + by - bgﬂ) ¢ Q pre ziadne a;,b; € Q, i = 1. 2,
preto x1 - x9 ¢ A. MnoZina A nie je uzavreta vzhladom na binarnu operéciu
-, preto (A; -) nie je pologrupa, z ¢oho vyplyva, ze (A; +, -) nie je okruh. /
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Priklad 3.4.2 Zistite, ¢ (A; +, -) je oborom integrity, ak A = {a +
b5; a,b € Q}.

Riesenie:

Algebraicky systém (A; +, -) je oborom integrity, ak je okruhom s aspon
dvoma prvkami bez netrivialnych delitelov nuly. Najprv musime ukézat, ze
algebraicky systém (A; +, ) je okruhom t.j.

1. (4; +) je komutativna grupa
2. (A; ) je pologrupa
3. binarna operacia - je distributivna vzhladom na operaciu +.

1. Overme, ¢i (A; +) je komutativna grupa t.j.

— uzavretost mnoziny A vzhladom na binarnu operéaciu +,
— asociativny zéakon,

— existenciu neutralneho prvku,

— existenciu inverznych prvkov,

— komutativny zékon.

Uzavretost: Nech xy, 20 € A: 21 = a1 + V5 a 22 = ay + by/5, kde
a’laa27bl7b2 € @

T+ 73 = a; +biV5 + ag + b5 = ay + az + biVE + b5 =
:(a1+a2)+(bl+b2)\/5:a—i—b\/ngA,
kdea:al—i—ag,b:bl—f—bgaa,be@

Prvky x1, x5 sme na zaciatku zvolili lubovolné, preto mnozina A je uzavreta
vzhladom na binarnu operéciu +.

Asociativnost: Nech z1, 29,23 € A: 21 = a1 + V5, 22 = as + b5 a
T3 = as + bg\/g, kde ai, s, as, bl, bz, bs € Q

x1+(x2+x3):a1+b1\/5+(a2+b2\/5+a3+b3\/5):
:&1+a2+d3+(61+b2+bg)\/3
($1+$2)+$3 = (a1+b1\/5+(a2+62\/5) +a3—|—b3\/5:
:a1+a2+a3+(bl+b2—|—bg)\/§

7 vyssie prevedeného vypoctu dostavame nasledujicu rovnost:
T+ ($2 + l’3) = (.731 + xg) + x3.

Ukéazali sme, Ze pre Tubovolnu trojicu prvkov 1, x9, x3 € A plati asociativny
zéakon.
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Neutralny prvk: Nech z € Aae = 04+0v/5, kde z = a+bv/5, a,b € Q. Citatel

Tahko overi, Ze prvok e je z mnoziny A. Stac¢i ukazat, Zze plati rovnost:

r+e=e+x=ux.

z4+e=(a+bV/5) + (0+0v5) = (a+0) + (b+0)V5 =

—a+bV/h ==z
e+a = (04+0V5) + (a+bV5) = (0+a) + (0+b)V5 =
—a+bV/b =2z

Prvok e je neutralnym prvkom mnoziny A vzhladom na bindrnu operaciu +.
Inverzny prvok: Nech z € A: z = a + b\/5, kde a,b € Q. Zvolme prvok

2’ € Atakto: ' = —a—bv/5. Overime, & takto zvoleny prvok 2’ je inverznym
prvkom k prvku x.

z+1" = (a+b/5) + (—ma—b/5) = (a—a) + (b—b)V5 =

=0+0V5=¢e
o+ = (—a—bV5) + (a+bV5) = (—a+a) + (=b+b)V5E =
=0+0V5=¢

Vzhl'adom na to, ako sme zvolili prvok z’, vieme ku kazdému prvku z mno-
ziny A najst v mnozine A k nemu inverzny prvok. Ukazali sme, ze (A; +) je
grupa.

Komutativnost: Nech z1,2o € A: zia; + biv/5 a 25 = as + b5, kde
ay, g, bl, bQ S Q

1+ 22 = (a4 +b1\/§) + (ag +52\/5) = (a1 +ag) + (bl+b2)\/7 =
= (a2+a1) + (bg—i-bl)\/g = (ag—i-bz\/g) + (al—l—bl\/g) = T2+

Pre Tubovolna dvojicu prvkov 1,9 € A plati rovnost:
T+ T = T2 + @7,

teda plati komutativny zdkon, z ¢oho vyplyva, ze (A; +) je komutativna
grupa.

2. Ukéazeme, ze (A; -) je pologrupa t.j. plati:

— uzavretost
— asociativnost.
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Uzavretost: Nech z1,20 € A: 1 = a1 + bivVb a1y = as + b2\/§, kde
alaa'27b17b2 € @

Tl To = (&14‘61\/5) : (&2"‘1‘62\/3) =
:al‘a2+a1‘b2\/g)+bl\/g)‘a2+bl\/g'bz\/5:
:(a1~a2+b1-b2-(\/5)2)+(a1-b2+b1~a2)\/5:

— (a+bV5),

kde a = (ay - as + 5-by - ba), b(ay - by + by - as), a,b € Q

Stéin o1 - 29 = (a+0bv/5) € A, preto (4; -) je uzavreta vzhladom na bindrnu
operaciu -.

Asociativnost: Nech z;,xq, 23 € A: @1 = ay + b1V/5, Ta = as + bo /5, x5 =
as + bs\/5, kde aq, as, as, by, ba, by € Q.

X1 - (.Tg . .Tg) = ((11 + bl\/g) . ((ag + bQ\/g) : ((13 + bg\/g)):

= (a1 +b01v/5) - (az - as + by - b3(v/5)* + az - bsV/b + as - ba/5) =
= a1~a2-a3+a1'bg'b3(\/5)2—|—a1-a2-63\/5+a1'a3~b2\/5+
ai - az-bV/5+by by 53(\/5_))3 +ag-by- b3(\/5)2 +asz-b - 52(\/5)2

(1 22) - 23 = ((a1 + b1V5) - (a2 + b2V/5)) - (a3 + b3V/5) =

= (a1 -as + by - bz(\/g)Q + a1 - byV/5+ ay - bl\/g> - (a3 + bg\/g) =
= a-az-ag+a;-bo-bs(VB)* +ar - az - bsVh +ar - ag - baV/b +
ai - az-byV/5+by by 53(\/5)3 +ag-by- b3(\/5)2 +az-b - 52(\/3)2

Je vidiet, Ze plati asociativny zakon a zarovein mnoZina A je uzavreta vzhla-
dom na binarnu operéciu -, z ¢oho dostavame, ze (A; -) je pologrupou.

3. Musime eSte ukazat distributivnost vzhladom na binarnu operaciu +.
Nech @y, @2, 25 € A: 21 = a; + b1V/5, T9 = ay + bo /5, T3 = as + bs/5, kde
ai, Gz, as, b17 an b3 € Q

z1 - (22 +23) = (a1 + bl\/g)' ((az + bz\/g) + (a3 + ba\/g)) =
= ((Il %) +bl : bg(\/g>2 +a; - ng/g—l—ag : bl\/g) +
+ (a1 - as +bl : bg(\/g>2 +aq - b3\/5+a3 : bl\/g) =
= (a1 +b1\/5) : (CLQ +b2\/g) + (CLl +b1\/g) : (&3 +b3\/g) ==
(

Ty - Iz) + (SBl . xg).

Ukézali sme, Ze binarna operacie - je distributivna vzhladom na binarnu
operaciu +, teda plati aj posledna vlastnost, z ¢oho vyplyva, ze (A; +, -) je
okruh.



3 ALGEBRAICKE STRUKTURY 67

[@X
£t

To, ¢ okruh (A; +, -) je oborom integrity zistime, a7z po overeni,
mnozina A méa alebo nema netrividlne delitele nuly. Nech z1,25 € A: x4

a1 + biV5, Ty = as + b5, 71 # e, T2 # €, kde ay, az, by, by € Q.

X1 Ty = €

(CL1 + b1\/5) : (Clz + bQ\/g) = €

(a1 - ag 4 by - by(V5)? +ay - bV +ay - b1 V5) = e
(al-a2+5b1-b2)+(a1-b2+a2-b1)\/5 = 0+0v5

7 tejto rovnosti dostavame nasledujicu stustavu dvoch rovnic s neznamymi
ay, az, b17 b2:

(ay - ag+5by - by) =
(al-b2+a2~b1) = 0
Po vyrieSenitejto sustavy a po jednoduchych tvahach s ohladom na vyssie

uvedené podmienky, ¢itetel Tahko zisti, Ze v mnoZzine A sa nenachadzaju
netrivialne delitele nuly, preto (A; +, -) je oborom integrity. V
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3.5 NerieSené ulohy
3.1 Zistite, ¢i mnoziny spolu s danymi bindrnymi operaciami tvoria grupu:
Z;0) abOb=a+b+ab
V) aVb=a+b+3
: Q) aQb=a+(—1)%

{2 neZ};, +)

) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
k) fzreRiz=7keZ}; )
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (
) (

Z: &) akb=a’l?

Z: &) alb=ab+1

R*; ) adb=ab

RxR; O) (a,b)0(c,d) = (a,b+d)
R—{0}xR; V) (a,b)V(c,d) = (ac,ad +b)
ZxZ;e) (ab)e(c,d) = (ac,b)
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3.2 Zistite, ¢i mnozina A C Zq; spolu s bindrnou operaciou ® - nésobenie
modulo 11, tvori grupu:

a) A=1{1,3,4,50}
b) A={87531}
¢) A={1,8)
d) A={1,10}

3.3 ZiStitG, ¢l (Aa © )7 je grupa, ak A {f17f27f37' . '7f6}7 fz ‘R — {071} -
R —{0,1} a f; st dané predpisom:
flzxa f2:%7 f3:1_x7 f4:ﬁ7 f5_1_%7 fﬁzﬁ

3.4 Nech K, ={z € C: a" =1, n €N} Zistite, ¢i mnozina K, tvori
grupu vzhladom na operéciu s¢itania alebo nasobenia.

3.5 Opiste Cayleho tabulkou grupu transformacii generovantu symetriami:
a) rovnostranného trojuholnika
b) obdlznika, ktory nie je dtvorec

3.6 Najdite rady vsetkych prvkov v grupe:

a) (Zi2; @)

b) (Ks; )

¢) (Znn — {0} ®)
d) (Ss; o)

3.7 Najdite rady prvkov:
a) 2, 3 v grupe (Zs; @)
b) 2, 3 v grupe (Z; ©), pricom a©b = a + (—1)*b
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3.8 Zistite, ktoré z nasledujicich grup su cyklické:

(R; +) (@Q +) (s -) (Zs; @)

(S3; 0) (R—{0}; -) (Z12; @) (Z7 = {0}; ®)
(Znn —{0}; ®)  (Za X Zs; ®) (Zg x Z3; @) (Zg X Zy; @)
({2":neN}; ) {zeR:x=7"keZ}; )

3.9 Najdite grupu, v ktorej kazdy prvok okrem neutralneho je jej genera-
torom.

3.10 Zistite, ¢i zobrazenie f : A — B je homomorfizmom resp. izomorfiz-
mom grup (A4;o), (B;e):

a) A=Z,B=Z,o=+,e=+; f(z)=4x

b) A=R—{0}, B=R,o=-,e=+; f(z)=Inx
¢) A=R*, B=R", 0=, 0=+ f(z)= %

d) A=RxR,B=R,o=+,e=+; f(z,y)=2—2y

3.11 Zistite, ktoré z nasledujucich grip st izomorfné:

(R; +) (Ks; +) (K -) (Zs; @)
(S3; o) (R —{0}; -) (Z7 —{0}; &)  (Zz —{0}; ®)
(Z; +) (Zy x Zy; ®)

3.12 Najdite v8etky izomorfizmy f : (Kg; ) — (Zs; ®).
3.13 Najdite vsetky podgrupy grupy:

a) (Ks; -)

b) (Zs; @)

c) (Ss; o)
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3.14 Je (H; -) podgrupou grupy (G; -),ak H ={-1,1} aG=R—{0} ?

3.15 Zistite, ¢i (Gy; +) p re = 1, 2, 3 su podgrupy grupy (M; -), ak M =
{XemMm:@u)e
a) Gy ={A e M :det(A) >0}
b) Gy ={A e M :det(A) =1}
c) Gs={A € M:|det(A)| =1}
d) Gy ={A € M : A je diagonalna}

3.16 Ktoré z nasledujicich mnozin uréuju podgrupy grupy (C—{0}, -) resp.
(C,+):

a) {a+bi: a,belZ}
b) {zeC: |z] =1}
c) {zeC: |z <1}

3.17 Najdite lavy a pravy rozklad grupy G podla podgrupy H:

a) (Zis; ®) a H=(12)

b) (Z7 —{0}; ®) a H = (4)
¢) (Ss: o) a H =((337))

d) (S5 ©) a H ={(513))

) (Q—={0}; -)aH={-11}
f) (Ks; <) a H = (i)

3.18 Najdite G/H a urcte indexy podgrupy H v grupe G, ak:
a) (Ze; ®)a H=(4)
b) (Z; +) a H = (3)

3Symbol M, (R) oznac¢uje mnozinu vietkych stvorcovych matic typu n xn nas mnozinou
realnych ¢isel R
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¢) (Zi2; @) a H = (9)

3.19 Zistite, ¢i mnozina spolu s dvomi bindrnymi operaciami (A; +,-) tvori
okruh, obor integrity, teleso alebo pole, ak:

a) A={a+bv2+cV2: a,bceQ}

b) A={a+bi: abelZ)

c) A={a+bi: a,beQ}

d) A={a+by2: a,beQ}

e) A={zxeR: z=7" kelZ}

f) A je mnozina parnych prirodzenych ¢isel

g) A je mnozina v8etkych komplexnych jednotiek

h) A je mnozina vSetkych parnych celych ¢isel

3.20 Zistite, ¢i (P(A); +,n), A # () je okruh resp. pole, ak X +V =
(X =-Y)u (Y —X).

3.21 Zistite, ¢i (M; +,-) je pole, ak:
a) M = M,(R)

D a={(5 o) mw)

3.22 Zistite, ¢i dané zobrazenie f je homomorfizmom alebo izomorfizmom

okruhov Oy, Oy:
a) f:C—R, fla+bi)=a;ak O;=(C; +,-), 0= (R; +,-)
b) f:R—C, f(a)=a+0i;ak O, =(R; +,-), 02 = (C; +,)
¢) f:R2—R, fla,b)=a;ak O; = (R%: +,-), 0y = (R; +,-)

3.23 Nech je dand mnozina A = { ( _ab ) € MQ(R)} a zobrazenie

a
b
a

¢:C—>A,<p(a+bi):(b

homomorfizmom resp. izomorfizmom okruhov (A; +,-) a (C; +, ).

—b . . ) .
a ) Rozhodnite, ¢i zobrazenie ¢ je
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3.24 Rozhodnite, ¢i zobrazenie p(a,b) = (b,0,a) je homomorfizmus resp.
izomorfizmus okruhov (R?; +,+) a (R?; +,-), ak + a - st s¢itanie a nasobenie
n-tic po jednotlivych zlozkach.

3.25 Rozhodnite, ¢i zobrazenie f : R3 — R? je homomorfizmom resp.
izomorfizmom okruhov (R?; +,-) a (R?; +,-), ak:

a) [ flz,y,2) = (2,y)
b) f: flz,y,2) = (v,9)
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3.6 Vysledky nerieSenych tiloh

3.1 a) nie je grupa b) je grupa c) je grupa d) je grupa e) je grupa f) je
grupa g) je grupa h) nie je grupa i) nie je grupa j) nie je grupa k) je grupa
1) je grupa m) je grupa n) nie je grupa o) nie je grupa p) nie je grupa q)
nie je grupa r) nie je grupa s) nie je grupa t) je grupa u) nie je grupa

3.2 a) &no b) nie c¢) nie d) &no
3.3 ano
3.4 Tvori grupu vzhladom na operaciu nasobenia.

3.5 a) Ponechavame na citatela. b) Ponechavame na ¢itatela.

3.6 a) rad(0) = 1, rad(1) = rad(5) = rad(7) = rad(11) = 12, rad(2) =
rad(10) = 6, rad(3) = rad(9) = 4, rad(4) = rad(8) = 3 b) rad(1) = 1,
rad (2 + {):8 rad(i) = 4, rad(—*2 + ¥24) = 8, rad(—1) = 2, rad( a2
V2i) = 8, vad(—i) = 4, rad(%2 — i) =38 c) rad(1) = 1, rad(2) = rad( ) =
rad(7) = rad(8) :rad(9) = 10, rad(3) = rad(4) = rad(5) = 5, rad( O) =2
d) réad (53) = 1, vad(y5) = 2, rad(j; 3) 2, rad () = 2, rad(%) = 3
réd (3y3) =3

3.7 a)rad(2) =4, rad(3) = 8 b) rad(2)oo, rad(3) = 2

3.8 Cyklicke st grupy: (Ks; -), (Zs; ©), (Zi2; @), (Zy — {0} ®), (Zn -
{0}; ®), (Zy x Zs; ®), ({2": neN}; ), {zeR: z=T"keZ}; )

3.9 Napriklad grupa: (Z;; @®).

3.10 a) homomorfizmus b) izomorfizmus c) izomorfizmus d) homomorfiz-
mus

3.11 (R; +) = (R—{0}; -), (Ks; ) = (Zs; ), (Ke; ) = (Z7 —{0}; @),

3.12 Tabulka vzorov a obrazov jednotlivych izomorfizmov:

veor | a | 1|24 2| 0| 2 2y 1| 22| | 2
obraz | ¢i(a) || 0 1 2 3 4 5 6 7
obraz | ¢s(a) || 0 3 6 1 4 7 2 5
obraz | ¢3(a) || 0 5 2 7 4 1 6 3
obraz | ¢4(a) || 0 7 6 5 4 3 2 1
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3.13 a) Kg, {1}, {—1,1}, {1,
o {(2)}. (2. (12}, ( ) (
3.14 Ano.

1, @,z} b) Zs, {0}, {0,4}, {0,2,4,6} c)
2 02). (G (02, (), (2)

3.15 a) ano b) 4no c) ano d) ano

3.16 a) podgrupa grupy (C; +) b) podgrupa grupy (C —{0}; -) ¢) pod-
grupa grupy (C —{0}; -)
3.17 Rozklady grupy G podla podgrupy H:

a) LR = PR = {{0,3,6,9,12}, {1,4,7,10,13}, {2, 5,8, 11, T4} }

b) LR = PR = {{1,2,4},{3,5,6}}
¢) LR = PR = {{(i35): (1) (512) 1+ {(52)» (335)» Gon)
d) LR = {{(5), ()1 { G- G3) b A Gan)s G 1
R {G53): Gia) b AGn): () b AGrs): () 1
e) LR = PR = {{z,—2} : 2 € Q—{0}}
f) TR = PR = {{—1,1,4, =i}, {2+ Y24, 2 2 22, 2 Vo
3.18 Rozklad grupy G podla podgrupy H a index podgrupy H:

a) G/H = {{0,2,4},{1,3,5}}, index je 2
b) G/H={{3k: keZ},{3k+1: ke€Z},{3k+2: k€ Z}}, index je 3
&) G/H = {{0,3.6.0}, (11,7, 10}, {2,5,5, TT}}, index je 3

3.19 a) nie je okruh b) je obor integrity c) je pole d) nie je okruh e) nie
je okruh f) nie je okruh g) nie je okruh h) je obor integrity

3.20 (P; +,N) je okruh, ale nie je pole.
3.21 a) nie je pole b) je pole

3.22 a) nie je homomorfizmus b) je homomorfizmus, ale nie je izomorfiz-
mus c) je homomorfizmus, ale nie je izomorfizmus

3.23 Zobrazenie ¢ je izomorfizmom.
3.24 Zobrazenie ¢ je homomorfizmus, ale nie je izomorfizmus.

3.25 a) zobrazenie f je homomorfizmus, ale nie je izomorfizmus b) zobra-
zenie f je homomorfizmus, ale nie je izomorfizmus



