Soustavy linearnich rovnic

1. spoc¢itejte v C (komplexnich &islech): -(4+3i), (4+43i) + (2-i), (4+3i) . (2-i),
(4+3i)71, (a+3i)~1(2-i).

(443i) + (2-1) = (4+2) + (3-1)i = 642i,

(443i) . (2-1) = (8+3) + (-4+6)i = 11+2i,

(4+3i)! = (4-30).((4+31)(4-31))! = (4-31))(25)! = 4/25 - 3/25.,
(4+31)1(2-0) = (4/25 - 3/25.0).(2-i) =1/25 .[(8-3) + (-4-6)i] = 1/5 - 2/5i.

Pfipomenime, Ze umime najit vSechna feSeni soustav linedrnich rovnic o 2 ¢i 3 nezndmych nad redlnymi
¢isly. Snadno si uvédomime, Ze k tomu potfebujeme umét pouZivat operace sCitdni, ndsobeni Cislem,
odc¢itani (tj. umime najit "opacny prvek" ke kazdému) a déleni nenulovym cislem (tj. umime najit
"inverzni prvek" ke kazdému nenulovému Cislu).

2. Spoéitejte vSechna redlnd (raciondlni, komplexni) FeSeni soustavy rovnic:
x+2y =5
2x+y =4

Hleddme prisecik dvou riznobézek v R, ktery je ziejm& jednoznacné uréen. Tedy (x,y)'=(1.2)T.

Ziejmé je vySe nalezené redlné feSeni také raciondlnim i komplexnim feSenim. Vypocet (v redlném
pfipadé jsme disponovali geometrickym ndhledem, nyni ndm nezbyva neZ spolehnout se i v otazce
existence Ci jednoznacnosti feSeni na aritmetickou argumentaci), nim ukazuje, Ze Zadné dalsi
komplexni feSeni soustavy neexistuje. Zfejmée neexistuje ani Zadné dalsi raciondlni feSeni, protoZe
kazdé raciondlni feSeni je rovné€Z redlnym feSenim soustavy.

3. Spo¢itejte vSechna redlna (raciondlni, komplexni) FeSeni soustavy rovnic:
x-3y =1
-2x+6y =1

V tomto piipadé ndm geometrickd interpretace fekne, Ze feSenim soustavy jsou body leZici v
prisec¢iku dvou primek ve dvoudimenziondlnim prostoru. Okamzit¢ ovSem zjistime, Ze jde o
rovnice dvou ruznych rovnobézek, tedy mnoZina vSech feSeni je prazdna. Aritmetickou tvahou
(napiiklad pri¢teme-li k druhé rovnici dvojnasobek prvni, dostaneme sporny vyraz 0=3, ktery
samozfejmé pro Zddnd redlnd, komplexni ani raciondlni x a y neplati) opét zjistime, Ze dana
soustava nema ani Zadné raciondlni ¢i komplexni feSent.

4. spoéitejte vSechna redlnd (racionalni, komplexni) ¥eSeni soustavy rovnic:
x-3y =1
-2x+6y =-2

Podobné jako v pfedchozim piikladé jsou smérové vektory piimek danych rovnicemi svymi



ndsobky. Snadno ovSem zjistime, Ze rovnice vyjadiuji jednu a tutéZ pfimku. MnoZinu vSech feSeni
miZeme popsat parametricky napriklad nasledovné: {(1,0)+t.(3,1)l t redlnd}.

Obdobnou udvahou jako v pfedchozich udlohdch nahlédneme, Ze vSechna feSeni soustavy v
raciondlnim pfipadé tvofi mnozZinu {(1,0)+t.(3,1)| t raciondlni} a vSechna feSeni soustavy v
komplexnim oboru jsou tvaru (1,0)+t.(3,1), kde t je libovolné komplexni ¢islo.

5. Najdéte vSechna redlna (racionalni, komplexni) ¥eSeni soustavy rovnic:
2x+z =4
x+3y+2z = -1
x+ty+z =1

I v pripad€ soustavy rovnic o tfech nezndmych ndm geometricky ndhled pomtze nalézt vSechna
feSeni. Prinik rovin uréenych prvnimi dvéma rovnicemi je zfejmé piimka (roviny nejsou
rovnob&zné), tato piimka miZe bud v tfeti roving leZet, nebo s ni miiZe byt rovnobéZnd, piipadné
bude riznobé€znd (v tom prinik bude pravé jednobodovy). Zjistime-li v nasem pripadé
aritmetickymi prostiedky, Ze existuje feSeni, vyjde bud jednozna¢né nebo ho budeme hledat ve
tvaru pfimky (napfiklad vyjadfené opét parametricky).

Posloupnosti vhodnych uprav, kdy vzdy v nasledujicich rovnicich eliminujme jednu proménnou,
dostaneme soustavu rovnic, v niZz kazda ndsledujici rovnice obsahuje méné prioménnych (tj.
koeficienty u ostatnich jsou rovny nule) neZ predchdzejici. Snadno nahlédneme, Ze dosadime-li
libovolnou hodnotu za z mizeme z 2. rovnice jednoznaéné dopocitat hodnotu y a z 1. rovnice

hodnotu x:
2x+z =4 x+y+z=1
x+y+z=1
x+3y+2z=-1 == 2y-z=2 ==>
2y+z =-2
x+y+z =1 2y+z =-2

TentyZ postup mizeme zapsat pomoci matice (tzv. rozSifené matice soustavy), symbol ~ pro nas
bude v tuto chvili znamenat (zatim nedokdzanou) skutecnost, Ze soustavy, jimz odpovidaji matice
nalevo i na prava od ~ maji stejnou mnoZinu vsech feSeni:

201|4 I 11(1 1111
132(-1 ~ 0-2-1(-2 ~ 021(-2
1111 02 1|2 000(0

V i-tém fadku kazdé z matic mdme zapsdny koeficienty u proménnych odpovidajici ptislu$né i-té
rovnici v soustavé. Tuéné jsou vyznalené tzv. pivoty, tj. ty koeficienty, pomoci nichz miZeme
postupné jednoznacné dopocitat jim pfisluSnou nezndmou, zvolime-li hodnotu nezndmé
odpovidajici sloupci bez pivotu (jiZ je v tomto pripadé prave z). Soustavu fesi tedy mnozina boda:
(2,-1,0)+t.(1,1,-2) pro vSechna t redlna.

Elementédrni upravy zfejmé nejsou nijak zavislé na Ciselném oboru, s nimZ pracujeme. Tedy stejné
vyjadfené feSeni (aZ na to, Ze t volime z ptislusného ¢iselného oboru) dostdvame i nad komplexnimi
a raciondlnimi Cisly.

Soustavu rovnic miZeme posloupnosti vhodnych uprav fesit i v pfipadech, které nejsou geometricky
predstavitelné. Pokud ndm feSeni vyjde jednoznacné nebo zjistime, Ze feSeni neexistuje, je ziejmé Ze
soustava md pravé jedno nebo Zadné feSeni. Nejasnd situace vznikne, pokud mnoZina vSech feSeni bude



veétsi nez jednoprvkova. Teprve pozdé€ji (v 5. kapitople) na prednasce dokoncite diikaz, Ze mnoZina feSeni
popsand v nasledujicich piikladech je opravdu mnoZinou vSechna feSeni.

6. Najdéte vSechna redlna FeSeni soustavy rovnic:
xty+z-u = 3
x-y+2z+u = 3

Pii vypoltu uZijeme formalizovaného zdpisu soustavy do roz$itené matice. Tu budeme upravovat
obvyklymi tpravami (tj. odecitat vhodné ndsobky vysSe poloZenych fadki od niZe poloZenych,
abychom se zbavili proménné, tedy dostali v prislusném sloupecku u niZe polozenych fadkt nulu):

1 11-1]|3 111-1|3

1-121(3/ 7 \o0-212]0
Nejprve potfebujeme najit jedno feSeni soustavy. Zvolme proto za proménné odpovidajici sloupcim
matice, které neobsahuji tucné vyznaceny prvek (tzv "nepivotdlni pozice", tedy tfeti a Ctvrty
sloupec, jimZ odpovidaji nezndmé z a u) naptiiklad 0 (o to snaz$i bude pocitini). Potom uZz
jednoznacné dopocitime x a y. Tedy jedno feSeni mame ve tvaru (x.y,z,u) = (3,0,0,0). Déle hleddme
vSechna feSeni soustavy rovnic se stejnymi levymi stranami jako naSe soustava a s nulovymi
pravymi stranami (tzv homogenni soustavy). I tentokrat budeme vhodné volit a dopocitavat
proménné. Nebudeme v tuto chvili dokazovat, Ze takovou vhodnou volbou bude nésledujici postup:
Volme na nepivotélnich pozicich (tj. za proménné z a u) posloupnosti O a 1, obsahujici vZdy pravé
jednu jednic¢ku (v tomto specidlnim pripadé pijde o volby (z,u)=(1,0) a (z,u)=(0,1)) a dopocitejme
ostatni nezndmé. Ziejmé dostaneme potfebny pocet vektorti feSici homogenni soustavu, tedy
(-3/2,1/2,10) a (0,1,0,1). Nyni zapiSeme mnozinu (vSech) feSeni piivodni soustavy ve tvaru:
{(3,0,00) +5.(-3/2,1/2,1,0) + t.(0,1,0,1)l s a t redlnd}.

14./8.10.

Prohlédneme-li si vypocCty pfedchozich cviceni, uvédomime si, Ze pfi upravovani soustav rovnic pomoci
ekvivalentnich dprav (tzv. Gaussové eliminaci) potfebujeme jen nékteré vlastnosti redlnych (raciondlnach,
komplexnich) Cisel; nijak napfiklad nevyuZivdme jejich usporddanost ¢i topologické vlastnosti. To, co
jsme pii feSeni tloh skute¢né pouzivali, jsou jisté vlastnosti operaci + a . dilezité pro chod Gaussovy
eliminace a ur¢ovani hodnot neznamych, jez byly na predndsce shrnuty v axiomatice télesa.

Vsimnéme si nyni dalSich prikladi téles.

7. Spo&itejte v télese Zs hodnoty (2)~%, (4)°1, (3.4 + 2)°L.
Nejprve si uréime celou "ndsobilku" pocitani modulo 5:

M'=1
(2)"! = 3, nebot’ (2.3)mod 5 = (6)mod 5 = 1
(3)"! =2, nebot’ (3.2)mod 5 = (6)mod 5 = 1
(4)! = 4, nebot’ (4.4)mod 5 = (16)mod 5 = 1

Zbylé potitani uz je tém&F trividlni

B4+ =2+ =@ 1=4(vZs)



8. spoé¢itejte pro kazdé nenulové x z té&lesa Z; hodnotu x~1.
Ulohu vyfesime "zkusmo" jako v piikladu 11. a protoZe v Z5 je 1.1=1, 2.4=1, 3.5=1 a 6.6=1
dostaneme

M'=1,0"'=4,3)'=5,4)"1=2,5"1=3,06)'=6

9. Nad Z5 najdéte vSechna feSeni soustavy rovnic:
x+2y+z = 4
x+4y+3z = 2

Budeme postupovat stejné, jako kdyZ jsme hledali feSeni redlné soustavy rovnic, pouze samotné
aritmetické operace budou dédvat jiné vysledky. Budeme tedy provadét Gaussovu eliminaci

rozsifené matice soustavy rovnic:

1214 1214 1214

143|127/ 7 \o022(3/ 7 \o11|4
Pro volbu z=0 dostivame, Ze y=4 a x=1. Tedy trojice (1407 je teSenim dané nehomogenni
soustavy rovnic. Zbyva vyfeSit odpovidajici homogenni soustavu: pro volbu z=1 dopocitime z
upravené matice, Ze y=4 a x=1. Tedy mnoZinu (vSech - poznamenejme ovSem, Ze kompletnost

systému feSeni pordad nemdme dokdzédnu) feSent lze vyjadrit jako (1,4,0)+t.(1.4,1) pro libovolné t ze
Z5. Resent je tedy jenom pét, miiZzeme je vSechna vypsat: (1,4,0), (2,3,1),(3,2,2),(4,1,3) a(0,04).

10. Nad té&lesem Zs5 najdéte vSechna feSeni soustavy rovnic:
3x+2y+4z =1
dx+y+2z = 3

Opét budeme postupovat standardnim postupem, ktery zapiSeme pomoci rozsifené matice soustavy
rovnic:

3241 143|2

412(3/ 7 \000|0
Nyni obvyklym zpisobem urc¢ime jedno feseni soustavy naprt. (2,0,0).Déle spocitime dva (= pocet

"volnych" proménnych) vektory feSici homogenni soustavu: (1,1,0) a (2,0,1). Tedy soustavu fesi
vSchny trojice (x.y,z) z mnoziny {(2,0,0)+t.(1,1,0)+s.(2,0,1)I s,t ze Zs}.

21./22.10.

Necht' a; > a; jsou dvé pfirozend Cisla. Pfipomenime Eukleidéiv algoritmus hleddni nejvétsiho
spolecného délitele (NSD) ¢isel ay a a;: Zname-li a; a a;, spofteme a;,» = (a;)mod a;,;, algoritmus
skonc¢i, pokud a;,,=0, potom a;,; = NSD(a), a;).

11. Najdéte ddle takova celd éisla x a y, aby 1 = NSD(11l, 31) = x.11 + y.31.

Nejprva (v daném pripadé zdanlivé zbytecné) pouZijme na ¢isla 31 a 11 Euklidiv algoritmus pro



nalezeni nejvétSiho spole¢ného délitele a sepiSme si i jakym zplisobem jednotlivé zbytky po
celo¢iselném déleni ziskdme:

o ap=3l,

o a;=11

o a,=31-2.11=9,

o a3=11-9=2,

o a4=9-42=1=NSD(1,11),
o as=0.

Nyni si sta¢i uvédomit, Ze kazdé z ¢isel a;,, dostaneme jako celoCiselnou linedrni kombinaci dvou
predchozich hodnot a; a a;,;. Jednoduchou indukéni tvahou zjistime, Ze kazdé Cislo a;,, je
celociselnou linedrni kombinaci hodnot a; a a,. Konkrétné:

o a,=9=31-2.11,
o az2=11-9=11-(31-2.11)=3.11-31,
o ay=1=(31-2.11)-4.3.11-31)=531 - 14.11.

Tedy (naptiklad) x =-14ay =35.

12. Pomoci Eukleidova algoritmu uréete hodnotu 1171 v té&lese Z37 (tedy modulo 31).

V predchozim piikladu jsme pomoci Euklidova algoritmu zjistili, Zze (11.(-14))mod 31 = 1.
Uvézime-li dale, ze (-14)mod 31 = 17, dostavame v Z3;, ze 111 = (-14)mod 31 = 17. (VSimnéme
si, Ze jsme mohli rovnost 1 = 5.31 - 14.11 explicitné upravit: 1 = 5.31 - 11.31 + 31.11 - 14.11 =
-6.31 +17.11.)

13. Pomoci Eukleidova algoritmu uréete hodnotu 37!, 137! a 227! v z3; (tedy modulo
31).

Postupujeme stejné jako v pfedchozi tloze. Aplikujme-li na dvojici ¢isel 31 a 3 (resp. 13, resp. 22)
Eukleidtv algoritmus, dostaneme:

31 31 31

3 13 22

1=31-103 5=31-2.13 9=31-122
3=13-25=-231+5.13 4=22-29=-231+322
2=5-3=331-7.13 1=9-24=531-722=-1731+2422

1=3-2=-531+12.13

Zjistili jsme, Zze 1 =31 - 103 =-5.31 + 12.13 = -17.31 + 24.22. Upravime-li reovnosti modulo 31
(tj. zapomeneme-1i na ndsobky &isla 31 dostaneme) modulo 31 je 3'1=21 (= -10+31), 137'=12 a 22
1

=24.

Linearni nezavislost



1. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektoru (1,1,0,1), (2,1,1,1), (3,1,2,1) z

vektorového prostoru R* nad télesem R linearné zavisla &i nezavisla.
Potfebujeme zjistit, zda existuje néjaké netrividlni (tj. nenulové) feSeni vektorové rovnice

x1.(1,1,0,1) + x,.(2,1,1,1) + x3.(3,1,2,1) = (0,0,0,0)

Snadno nahlédneme, Ze feSeni dané vektorové rovnice jsou pravé reSeni homogenni soustavy rovnic
s matici levych stran A (pravé strany jsou nulové), tu nasledné upravujeme obvyklym zptisobem (u
matice homogenni soustavy rovnic vynechavdme sloupec nulovych pravych stran, ktery se Zadnymi
Upravami neméni):

123 123 123
111 0-1-2 012
A=1lo12)] ~toi12) ~{ooo
111 012 000

Aniz musime nenulové feSeni dopocitavat (ale zjevné jim jsou vSechny ndsobky vektoru (1,-2,1)),
zjiStujeme, Ze homogenni soustava rovnic s matici A. a tudizZ i vySe uvedend vektorova rovnice
maji netrividlni feSeni, a proto jsou piimo podle definice vektory (1,1,0,1), (2,1,1,1), (3,1,2,1)
linearné zavislé.

2. Rozhodnéte, zda je posloupnost vektord (1,0,2,1), (2,0,1,1), (1,0,1,-1) z
vektorového prostoru Q4 nad télesem Q linedrné zavisla ¢i nezavisla.
Stejné jako v predchozi tloze se ptime, zda existuje (a v takovém piipadé ptjde o linedrné zavislé
vektory) Ci neexistuje (coZ by znamenalo, Ze dané vektory by byli linedrné nezdvislé) netrividlni
feSeni vektorové rovnice

x1(1,0,2,1) + x,.(2,0,1,1) + x5.(1,0,1,-1) = (0,0,0,0)

Ulohu prevedeme na zjistovani jednoznacnosti feSeni homogenni soustavy rovnic s matici A:

121 121 121
00 0 0-3-1 012
A= o110 )~ loa2) ~loos
11-1 000 000

Z upravené soustavy dostdvame jednoznacné feSeni x; = X, = x3 = 0, tedy vektory (1,0,2,1),
(20,1,1),(1,0,1,-1) jsou linedrn€ nezavislé.

3. Najdéte néjakou bazi podprostoru V vektorového prostoru R* generovaného vektory
(1,1,0,1), (2,1,1,1), (-1,1,2,0), (0,1,3,0), (3,1,2,1) a urdete dimenzi V.

Pripomenme, Ze elementarni dpravy provedené na posloupnost vektorti nezméni podprostor jimi
generovany. SepiSeme-li si tedy generatory prostoru V do fadkid matice a matici budeme obvyklym
zpusobem upravovat, budou fadky upravené matice generovat stejny vektorovy prostor V.
Upravime-li fddky matice tak, aby vysledné nenulové fadky (které mizeme v souladu s
pozorovanim o podprostorech generovanych fadky vypustit) byly zjevné linearné nezavislé, budou
tyto nenulové fadky tvofit bazi daného prostoru. Tedy upravujme:



1101 1101 1 101 1 101

2111 0-11-1 0-11-1 0-11-1 1101
d120 | <~ o221 | ~ oo41 ] ~ o041 | ~ [o-11-1
0130 0130 0 04-1 0000 004 -1
3121 0-22-2 0000 0000

Vektory (1,1,0,1), (0,-1,1,-1), (0,0,4,-1) jsou zjevné linedrné nezdvislé (nebot’ jsou usporadiny do
odstupniované matice), navic generuji cely prostor V, proto je posloupnost (1,1,0,1), (0,-1,1,-1),
(004,-1) bazi V.

Nebot’ dimenze je definovana jako pocet prvki (libovolné) baze, mame dim(V)=3.
29.10.

. DokaZzte, Ze mnoZina realny polynomi jedné neurcité R[x] tvofi nad télesem R
vektorovy prostor.

Staci pfimocafe ovérit platnost axiomatiky vektorového prostoru pro s¢itani polynomu a pro
nasobeni polynomu redlnym cislem.

. Dokazte, zZe vektorovy prostor R[x] neni nad télesem R kone¢né dimenze.

Predpokladejme, ze M je néjakd kone¢na mnozina polynomd a ozname m maximu ze stupnl

polynomil v M. Potom polynom x™ nelezi v < M >, tedy R[x] nenmiiZe byt kone¢né dimenze.

. Ovérte, Ze mnozina X = {xi| i > -1} tvori bazi vektorového prostoru R[Xx].

Ztejmé je kazdy polynom linedrni kombinaci (kone¢n¢ mnoha) polynomt z X. PoloZime-li néjakou

0 1

linedrni kombinaci agx" +a;x " +...+a,x" = 0, pak vSechna a; = 0, tedy pfimo z definice vidime, Ze X

je linedrné nezédvisla mnoZina.



Dimenze a baze

1. vyberte z mnoZiny X = {(2,4,0,1,4), (4,3,0,2,3), (1,2,3,4,0), (3,1,1,1,2),

(4,3,4,0,2)} bazi podprostoru U = < X > vektorového prostoru 255.

Staci si uvédomit, které vektory z daného seznamu jsou linedrni kombinaci pfedchozich. Sefadime-
li si vektory postupné do radkli matice, kterou upravime posloupnosti elementarnich tprav na
ostupniovany tvar (naptiklad nejprve pficteme vhodné ndsobky prvniho faddku k ostatnim a poté
prehodime druhy a tfeti fadek, s nimZ stejnym zplsobem vynulujeme paty a Sesty fadek), staci
zjistit, kterym Fadkm ptivodni matice odpovidaji nenulové fadky odstuptiované matice. Radky
pivodni matice si ozna¢ime fimskymi Cislicemi a budeme zaznamendvat vSechna prehazovani
radki:

24014|1 240141 240141
43023 |10 00000]|II 00313|III
123401 00313|III 00000|II
31112(IV 00121]|IV 00000|IV
43402|V 00434|V 00000|V

Ukézalo se, ze tadek II je ndsobkem tfadku I a fadky IV a V jsou linedrni kombinaci fadka I a III.
Naopak tadek III neni linedrni kombinaci fadku I. Hledanou bazi tvofi tedy napfiklad prvni a treti
vektor mnoziny X, tedy mnoZzina {(2,4,0,1,4),(1,2,3,4,0)}.

5/11.11.

. Ovérte, Ze mnozina X = {(1,2,1), (2,-1,1), (1,-3,0), (1,7,2), (1,3,2)} generuje

vektorovy prostor R3 a vyberte z X bazi R3.

Postupujeme stejné jako v predchozim prikladé:

I 21| i 1 21f1 121] i
2-11| 1 0-5-1| 1 011w
1-30]1iii 0-5-1]iii 004 i
1 72|1v 05 1|iv 000 |1
1 32| v 011]v 000]iv

Tim jsme zjistili, Ze podprostor < X > je tfidimenziondlni, tedy < X > = R> anavic 1.,5.a 2. vektor
mnoziny X ur¢ité tvofi bazi R3, tj. naptiklad {(1,2,1),(1,3,2),(2,-1,1)} je hledanou bézi.

. Doplite linearné nezavislou posloupnost B = ((2,4,0,1,4), (1,2,1,0,3)) na bazi

aritmetického vektorového prostoru Z55.

Nejprve najdeme bazi podprostoru < B > tak, aby jeji vektory usporddané do matice dali Gaussovu
matici.

24014 24014



(12105) ™ Coora)

Nyni snadno doplnime matici na odstupfiovanou ctvercovou matici, jejiz vSechny fadky jsou
nenulové, napiiklad vektory kanonické bdze (i-ty pfidime, pravé kdyZz i-ty sloupec matice
neobsahuje pivot) a pfitom si v§imneme, Ze:

24014 24014 24014
01000 00121 12103
00121 ~ 01000 ~ 01000 =A.
00010 00010 00010
00001 00001 00001

Ziejmé ma podprostor generovany ¢adky matice A dimenzi 5, proto je podle Vety 2.22 roven Z55.

Tedy posloupnost ((2.4.0,1.4), (1,2,1,03), (0,1,0,00), (00,0,10), (00,0,0,1)) tvoii bazi Zs
roz$ifujici posloupnost B.

. Uvazujme podprostor U = < (2,4,0,1,4), (1,2,1,0,3) > vektorového prostoru 254.

4

Najdéte bazi né&jakého takového podprostoru V, aby UvV = Zg* a prinik U a V byl

nulovy.

Uvézime, Ze jsme ulohu fakticky vyfeSili v predchozim ptiikladu. Polozme V = < (0,1,0,0,0),
(0,0,0,10), (0,00,0,1) > (tedy V je podprostor generovany vektory, jimiZz jsme (2,4,0,14),
(1,2,1,0,3) doplnili na bazi). Potom ziejmé¢ UvV = Z54. Bud dédle w vektor priniku U a V, tedy
existuji prvky a, b, ¢, X, y télesa Z5 takova, Ze

w=x.0240,14)+y.(12,1023),
w =2.(0,10,00) +b.(0,0.0,1,0) +¢.(0,000,1),
proto a.(0,1,0,0,0) + b.(0,0.0,1.0) + ¢.(0,00,0,1) - x.(2,4.0,1 4) - y.(12,10,3) = (0,0,0,00).

Protoze vsech pét vektort je linedrné nezdvislych, mame piimo z definice a=b=c=x=y=0, tedy w =
0. Dokazali jsme, Ze bazi hledaného podprostoru W je tedy napiiklad posloupnost vektord
((0,1,0,0,0),(0,0,0,1,0), (0,0,0,0,1)).

. Najdéte néjakou bazi podprostori vektorového prostoru z54: U=< (2,1,1,1),

(4,2,1,3), (3,4,3,0) >avVvs=<x(2,0,3,4), (1,3,1,2), (1,4,0,2) >

Obvyklym zpisobem sefadime generujici vektory obou prostori do matic a upravime je pomoci
elementarnich transformaci:

2111 2111
4213 ~ 0041
3430 0000
2034 1042

1312 0320



1402Y ~ {0000

Tedy naptiklad posloupnost vektora ((2,1,1,1), (0,0,4,1)) tvori bazi podprostoru U a posloupnost
((1,04,2), (0,3,20)) tvori bazi poprostoru V. VSimneme-li si, Ze Zddné dva vektory v obou
generujicich mnoZinach nejsou svymi ndsobky, tedy nejsou linedrné zdvislé, pak kazda dvojice
vektori z mnoziny {(2,1,1,1), (4,2,1,3), (3,4,3,0)} tvoii bazi dvojdimenziondlniho prostoru U,
stejné jako kazda dvojice vektorti z mnoziny {(2,0,3,4), (1,3,1,2), (1,4,0,2)} tvori bazi prostoru V.

. Najdéte néjakou bazi spojeni podprostord U a V z pfedchoziho pfikladu a dimenzi
jejich priniku.

Predné si uvédomme, Ze spojeni U a V (zde ho zna¢me U+V) je podprostor generovany vSemi
vektoru U i V. Sta¢i ndm ovSem uvaZovat jen baze U a V, které uz jsme nalezli, tedy plati, Ze U+V
=<(2,1,1,1),(004,1),(1,04,2),(0,3,2,0) >. Obvyklym zplisobem najdeme bazi spojeni U+V:

2111 2111 2111 2111
0041 0041 0214 0214
1042 ) 7 L o214] 7 {oo034) T o013
0320 0320 0041 0004

Vidime, Ze bazi U+V tvori napiiklad posloupnost vektord (2,1,1,1), (0,2,1,4), (0,0,1,3) a (0,0,0,4),
tedy dim(U+V)=4. To ovSem znamena, ze U+V = Z54 (tedy mohli jsme vzit jakoukoli jinou bazi

Z54, naptiklad kanonickou b4zi, kterd by byla bazi U+V).

Nyni si staci uvédomit, Ze podle véty o dimenzi spojeni a priniku podprostorti je dim(UnV) =
dim(U) + dim(V) - dim(U+V) = 242-4 = 0.

. Najdéte néjakou bazi priniku podprostori U a V aritmetického vektorového prostoru
Z34: vu=<¢(,1,1,1), (0,2,1,1), (0,0,1,2) >avVv=<y¢(1,2,2,1), (0,1,2,1),
(0,0,2,2) >.

Potfebujeme najit vSechny vektory, které lezi zdroven v U i ve V, tedy které jsou zdroven linedrnimi
kombinacemi generdtorti U i V. Vyjadiime si vektor lezici v priniku rovnici:

xp.(1,1,1,1) + x,.(0,2,1,1) + x3.(0,0,1,2) = y;.(1,2,2,1) + y,.(0,1,2,1) + y3.(0,0,2,2),
x;.(1,1,1,1) + x,.(0,2,1,1) + x5.(0,0,1,2) + y;.(2,1,1,2) + y,.(0,2,1,2) + y3.(0,0,1,1) = (0,0,0,0).

Budeme hledat mnoZinu vSech feSeni homogenni soustavy s matici:

100200 100200 100200 100200
120120 020220 020220 020220
111111 ) ~Yori1211) “ toor1o01 ] T lootr101
112221 012021 002211 000012

Snadno dopocitdme, Ze mnoZina vSech feSeni soustavy je tvaru < (1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1) >, tedy
bazi prostoru vSech feSeni je naptiklad dvojice (1,2,2,1,0,0), (0,2,2,0,1,1). Zjistili jsme, Ze:



1.(1,1,1,1) +2.0,2,1,1)+2.(00,1,2) =1.(1,2,2,1) + 0.(0,1,2,1) + 0.(0,0,2,2) = (1,2,2,1),
0.(1,1,1,1) +2.0,2,1,1) +2.(0,0,1,2) =0.(1,2,2,1) + 1.(0,1,2,1) + 1.(0,0,2,2) = (0,1,1,0),

Tedy vektory (1,2,2,1) a (0,1,1,0) lezi v priniku podprostord U a V. Konecné si uvédomme, Ze
libovolné feSeni soustavy Ize napsat ve tvaru

a;.(12,2,1,00) + a,.(0,2,2,0,1,1) = (ay,2a;+2a;,2a;+2a,,a;,a5,ay),
kde a, i a, lezi v Z, proto 1ze kazdy vektor z priniku vyjadfit:

a;(1,1,1,1) + (2a;+22,).0.2,1,1) + (2a,+22,).0,0,1,2) = a;.(1,2,2,1) + a,.(0,1 2,1) + 2,.(0,0.2.2),
ap[1.(1,1,1,1) +2.0.2,1,1) + 2.00.0,1 2)] + 5.[2.(0.2,1,1) + 2.(0.0,1 2)] = a; (1.2,2,1) + 2,.(0,1,1,0).

Tim jsme zjistili, Ze kazdy vektor z priniku U a V lze napsat ve tvaru a;.1.(1,2,2,1)+a,.(0,1,1,0),
tedy posloupnost ((1,2,2,1) a (0,1,1,0)) generuje mnozinu UnV. Zjevné se jednd o mnoZinu linedrné
nezdvislou, tedy jde o bdzi prlniku (neni téZké si uvédomit, Ze vysledné vektory budou jisté
linedrn€ nezavislé, pokud jsme hledali jejich souradnice vzhlem k bazim prostort U a V).

Zavérem si jeSté vSimnéme, Ze jsme soustavu nemuseli dopocitdvat, nebot’” ndm stacilo najit
soufadnice baze feSeni odpovidajici proménnym y; (posledni 3 soufadnice) nebo x; (prvni 3
souradnice).

. Uréete dimenzi pruniku podprostort U a V raciondlniho vektorového prostoru Q3, je-
i v = < (1,2,1), (1,0,2) >a Vv =< (1,1,0), (1,-1,1) >.

Obvyklym zptisobem zjistime, Ze dim U = dim V = 2 a dim (UvV) = 3, proto podle Véty 2.23 je
dim (UnV) =dim U + dim V - dim (UvV) = 1.

12./18.11.

Hodnost matice

. Urcete nad télesem R a Zg hodnost matice A a matice aT, pokud

123
211

143

Pfipomenime, Ze hodnost matice je pravé dimenze podprostoru generovaného fadky matice, kterou
miZeme spocCitat jako pocet nenulovych fadku pfislusné Gaussovy matice (viz Véta 49 z
prednasky). Upravujme tedy nasi matici posloupnosti elementarnich dprav nad télesem redlnych
Cisel:

123 123 123
211 ~ 0-3-5 ~ 010
143 020 00-5

Zjistili jsme, Ze hodnost h(A) = 3 nad télesem R. Véta 5.5 z prednasky nam tika, Ze h(A) = h(AT),



proto h(AT) = 3. Podobné€ ur¢ime hodnost A nad Z5:

123 123
211 ~ 010
143 000

Tedy nad Zs je h(A) = h(AT) = 2.

. Rozhodnéte, zda lze nad télesem Z; prevést posloupnosti elementarnich radkovych
Uprav matici M z predchoziho prikladu na matici
111
011
N = 001

546

Uvédomme si, Ze matici M lze prevést posloupnosti elementdrnich fddkovych tprav na matici N
pravé tehdy, kdyZ jsou prostory generované fddky obou matic stejné. V nasem piipadé ovSem
okamzité vidime, Ze h(N) = 3, zatimco h(M) = 2. Tedy poprostory generované fadky maji riznou
dimenzi, a proto se nemohou rovnat.

Zjistili jsme, Ze M nelze posloupnosti elementarnich tprav prevést na N.

. Rozhodnéte, zda lze nad realnymi ¢isly prevést posloupnpsti elementarnich
radkovych dprav matici A na matici B. kde

123 10-1
A = B =
111 121

Budeme-li matici C definovat jako matici obsahujici postupné vSechny fddky matice A a matice B,
sta¢i ndm zjistit, zda h(A) = h(B) = h(C). Pokud by h(A) = h(B) = h(C), pak podprostory
generované fadky matice A a B (a C) byly shodné, tedy by fddky B bylo moZné dostat jako linedrni
kombinaci fadkd A. V opacném piipadé by podprostory generované radky matice A a B byly riizné,
proto by nebylo mozné matici A posloupnosti elementdrnich dprav prevést na matici B. Okamzité
vidime, Ze h(A) = h(B) = 2. Zbyva standardnim zptsobem urcit hodnost matice C:

12 3 10-1 10-1
111 01 2 01 2
10-1) “to24])] 7 Loo1
121 02 2 00 0

Zjistili jsme, Ze h(C) = 3, proto matici A nelze prevést posloupnosti elementarnich fadkovych dprav
na matici B.

. Rozhodnéte, zda lze nad télesem R prevést posloupnosti elementarnich radkovych
Gprav matici A na matici B pro



123 10-1
A = B =
111 135

Postupujeme-li obdobné jako v predchozi dloze, zjistime, Ze h(A) =h(B)=2a

123 10-1 10-1

111 01 2 01 2
C=110a] “lo2a] ~Vooo])"

135 03 6 00 0

tedy i h(C) = 2. Matici A proto lze prevést posloupnosti elementdrnich fddkovych dprav na matici
B.

VSimnéme si, Ze jsme také mohli postupovat pifimo, t.j. uvédomit si, Ze oba fddkové vektory

(1,0,-1) a (1,3,5) matice B dostaneme jako linearni kombinaci fadkovych vektort matice A.

. Rozhodnéte, zda lze nad télesem R prevést posloupnosti elementarnich radkovych
Gprav matici A na matici E, pokud

121 100
A 111 . 010
123 001

Uvédomime-li si, Ze fadky matice E generuji cely (3-dimenziondlni) vektorovy prostor R3, sta&i
nam tentokrat zjistit, zda fddky matice A generuji cely prostor R3, tj. zda h(A)=3:

121 111 111
111 ~ 010 ~ 010
123 012 002

Vidime, Ze h(A) = 3, proto opét lze matici A prevést posloupnosti elementarnich tprav na
jednotkovou matici E.

. Bud' A a B takové matice typu (n,m) nad té&lesem T, Ze prostory Wp resp. Wg vSech

resSeni homogennich soustav rovnic s matici A resp. B jsou stejné. Dokazte, ze
matici A lze posloupnosti elementarnich radkovych tprav prevést na matici B.

MizZeme vyuzit iivahu, kterou jsme udélali v prikladu 4. Tedy staci ukazat, Ze h(A) = h(B) = h(C),
kde matice C obsahuje na fadcich pravé vSechny faddky matic A a B.

Z Véty 5.8 z prednaSky vime, ze dim(W,) = m - h(A) a dim(Wg) = m - h(B). ProtoZe navic
dim(W ») = dim(Wp), snadno dostdvdme, Ze h(A) = h(B).

Nyni si uvédomme, jak vypadd mnoZina W:

We={xzTMCx'=0T} = {xz T Ax'=0T a Bx'=0T} = W, n Wg = W, = Wj.



Tedy i dim(Wc) = dim(W »), proto h(A) = h(B) = h(C).

Permutace a determinanty

1. zapiSte v cyklickém zdpisu a redukovaném cyklického zdpisu permutace
123456 123456
P= \341652/ * 97 \136425
Postupné vyCerpdme vSechny prvky z mnoZiny {1, 2, 3,4, 5, 6}, abychom zapsali cykly permutaci:

p = (13)(246)(5), q = (1)(2365)(4). V redukovaném cyklyckém zdpisu vynechdme vSechny
jednocykly: p = (13)(246), q = (2365).

2. M&jme p=(135)(4798)(26) a q=(18)(247693) dvé permutace z Sg. Urcete pq, qp, p'1 a

a?t.
Pfimo pouZzitim definice snadno zjistime hodnoty (skldddme zprava doleva):

pq = (1495)(27)(368)
qp = (129)(3587)(46)

p! = (531)(8974)(62)
q = (81)(396742)

25./19.11.

3. NapisSte permutace p; = (13475) a pp = (267)(3548) jako soué&in transpozic.

Pripomenime, Ze transpozice je permutace, kterd vyménuje pravé dva prvky, tj. mlzeme ji v
redukovaném cyklickém zdpisu zapsat ve tvaru (ab). ReSeni tlohy je ziejmé z dikazu Véty 6.9,
kterd tika, Ze kaZdou permutaci lze zapsat jako soucin transpozic. Snadno nahlédnem, Ze plati:

(13475) = (13) . (34) . (47) . (75) = (15) . (17) . (14) . (13),
(267)(3548) = (26) . (67) . (35) . (54) . (48) = (27) . (26) . (38) . (34) . (35).

4. Uréete znaménka permutaci P1 = (13475), pa = (267)(3548) a p3 = (374)(8135) z Sg.

Podle definice md permutace znaménko +1 (tj. jde o sudou permutaci), pravé kdyZ ji miZeme
napsat jako soucin sudého poctu transpozic a permutace ma znaménko -1 (tj. je to lichd permutace),
pokud ji miZeme napsat jako soucin lichého poctu transpozic. V predchozim piikladu jsme
vyjadrili permutaci p; jako soucin 4 transpozic, proto zn p; = 1, a permutaci p, jsme dostali jako

soucin 5 transpozic, tedy zn p, = -1. Uvazime-li, Ze permutace p3; ma stejny typ jako permutace p,
(tj ma stejny pocet stejné dlouhych cykll), snadno nahlédneme, Ze permutace p, a p3 dostaneme
jako soucin stejného poctu transpozic, tedy znaménka permutaci p, 1 p3 jsou stejnd a zn p3 = -1.

5. spo¢itejte znaménko permutaci p, q, p'1 a qp'1 z prikladu 2.



Znaménka permutaci p a q miZeme tentokrat urcit pomoci Véty 6.15 z prednasky. Permutaci p
muzeme chépat jako soucin cyklu délky 3,4 a 2, tedy zn p = (—1)3'1(—1)4'1(—1)2'1 =1 a podobné zn q
=-D¥IDo T =1, tedy obé permutace jsou sudé (maji kladné znaménko). Déle zn p'1 =znp=1a
mqpl=znq.znp!=1.1=1podle Véty 6.13.

. Spo¢itejte nad télesy R, Z5 a Z; determinanty matic:

, 121
1

A = B - 403
21

222

V obou pfipadech determinant spocitdme pfimo podle definice:

det A=1.1-23=-5nad R (=0 nad Z5 a =2 nad Z-)
detB=102+232+142-102-242-132=20-22=-2nad R (=3 nad Zs a =5 nad Z)

. Spocitejte determinanty matic nad télesem racionalnich ¢isel:

20000 54300 54305

71000 20000 20002

54300 12322 12343
My = My = M3 =

64310 64310 64326

12322 71000 71007

Nebot” je matice M; dolni trojihelnikova, staci, abychom vyndsobili hodnoty na diagondle, tj.
detM; =2.13.1.2=12.

Matice M, se od matice M; li§{ jen poradim fadkli. Vime, Ze prehozeni fddkl v matici zméni
znaménko determinantu, potfebujeme tedy zjistit, kolik transpozic fadkl je zapotiebi, abychom z
matice M; dostal matici M,. Bude-li jich zapotiebi sudy pocet, pak budou determinanty matic M; a
M, stejné, bude-li jich tfeba lichy pocet, pak budou mit determinanty matic M; a M, opacné
znaménko (viz Dusledek 7.7). Potfebujeme tedy zjistit, zda je permutace (1352), ktera udava
permutaci fadkt matice M,, sudd nebo lichd. Okamzité vidime, Ze zn (1352) = -1, proto

det M2 = - det Ml =-12.

Vsimnéme-si, Ze matici M3 dostaneme z matice M, prictenim 1. sloupce k sloupci 5. a
vyndsobenim 4. sloupce ¢islem 2. Uvédomime-li si, Ze pfic¢teni ndsobku fadku (nebo sloupce) k
jinému fadku (nebo sloupci) nezméni determinant matice a Ze vyndsobeni fadku nebo sloupce
skaldrem x adekvétné vyndsobi 1 determinant matice, vidime, Ze

54300 54300
20000 20000

detMz= det] 12342 = 2.det] 12322 =2 .det M, =-24.
64320 64310

71000 71000



26.11.

8. Uréete nad télesem redlnjch &isel determinant matice
2211
1-11 0
A = 1 11 1

3 01-2

ProtoZe vime, jak determinant matice A zméni elementdrni Gpravy a determinant horni (stejné jako

dolni) trojuhelnikové matice spocitime velmi snadno, prevedeme posloupnosti elementarnich tprav
matici A na odstupfiovany tvar:

1111 1111 111 1 1111

detA= f1-110Y =2 _fo20-1) - qpfo020 1} = 020 1

- det 2 21 1 [ det 0 0-1-1 }.det 00-1 -1 (lig 00-1-1 } 3
301-2 0-3-2-5 0-6 -4 -10 00 0-3

9. spo&itejte nad raciondlnimi &isly determinant matice
13-311
3 2 75-9
2 1-12 0
1 2 21-1

2-1 32 7

V matici B sice neobsahuje Zddny fddek ani sloupec vétsi pocet nul, ov§em dva sloupce se lisi jen
na jedné pozici. Vime, Ze odecCteme-li od jednoho z téchto sloupct druhy, nezméni se hodnota
determinantu. Po této tpraveé uz oviem mizZzeme pouzit metodu rozvoje podle sloupce:

13311 03-311
3311
32759 22759 190
detB= det] 2 1-12 0 = det 01-120 = 2.det 5 211
1221-1 0221-1 30 7
2.1 327 0-1 32 7 )

Poté odecteme od prvniho fadku trojndsobek druhého fadku. Na prvnim fadku zlstanou dva
nenulové prvky, podle nichZ determinant rozvedeme a snadno dopocitdme:

00-51
1120 1-10 1-12
det B= 2.det 29 1-1 = 2.(-5).det] 2 2-1 - 20det] 2 21
-1 3 -1 32
-1 327 !

=-10.(14-143+14) - 2.(4+1+12+4+4-3) = -344.



10. spoéitejte nad télesem raciondlnich é&isel determinant obecné matice nxn, kde
djij=djj+1=1 a dj4+1i=-1 a jinde je d;j5=0, tj.
1 1000...00
-1 1100... 0O
0-1110... 00
Dp = det e e e e e e e ..

Rozvedeme-li matici D, podle prvniho sloupce, dostaneme D, = D, ; - det A,_;. Rozvojem podle
prvniho fadku matice A, _; zjistime, Ze det A,_1= -D,_,. Tedy plati rekurentni vzorec D, = D,.| +
D, .». Piimym vypoctem zjistime, Ze D=1 a D,=2.



23.4.2015

1.

1.-3. cviCeni z linearni algebry (matematici, LS 08/09)

24/26.2.

Bilinearni a kvadraticke formy

Ovéite, ze je zobrazeni f: R®xR? do R dané predpisem fF((X1, X2), (Y1, Y2)) = X1¥3
bilinearni forma.

Pottebujeme dokazat, ze jsou zobrazeni f(v,-) a f(-,v) linearni formou na R? pro kazdy vektor v
zR?, coz ziejme plati.

Najdéte matici bilinedrni formy f z predchoziho prikladu vzhledem ke kanonické bazi.

Podle definice pottebujeme spocitat hodnoty ajj = f(e;, ej) a sepsat je do matice [f]g, = (aij)5

£((1,0), (1,0)) = £((0,1), (1,0)) = £((0,1), (0,1)) = 0 a f((1,0), (0,1)) = 1.

Tedy [flys = (8(1))

V8imnéme si, ze jsme matici [f]g, nemuseli pocitat. Nebot musi platit, ze f(x, y) =

{x}xolflga iy} KzT = x[f]szT, je koeficient u €lenu x,y; je pravé hodnota na i-tém fadku a j-
tém sloupci matice [f]k».

Urcete matici bilinedarni formy f z predchoziho prikladu vzhledem k bazi B = ((1,1),

(3,2)).

Opét mizeme postupovat podle definice:

f((1,1), (1,1))=1, f((1,1), 3,2)) =2, f((3,2), (1,1)) = 3, f((3,2), (3,2)) = 6.

12
Ziistili jsme, 7e [f]p = .
B 36

Ovéite, Ze je zobrazeni g ze Zs3xZs> do Zg dané piedpisem g((X1, X2, X3), (Y1, Y2, ¥3))
= = 2X9Y1 + X1Y3 + X3y; + 3Xy3 + 3X3y> + X3y3 bilinedrni forma a najdéte jeho matici
vzhledem ke kanonické bazi K3 a matici vzhledem k bazi C = ((1,1,0), (1,0,1),
(1,0,0)).

Vime (Véty 12.3 a 12.5), Ze g je bilinearni forma prave tehdy, kdyZ ji 1ze napsat ve tvaru g(x, y)
= {x}plglp {y}BT pro libovolnou bazi B, specialn¢ pro kanonickou bazi ma platit g(x, y) =

x[g]K3yT. Tedy ptame se, zda lze g(x, y) napsat jako maticovy soucin xAyT pro néjakou
¢tvercovou matici fadu 3. To zjevné lze a

201
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A=lglks= f003
131

Protoze g(x, y) = {x}glglg {y}BT = {x}c[g]c{y}CT pro kazdou dvojici bazi B a C, dostavame v

souladu s Vétou 12.7 korespondenci matic bilienarni formy [g]c = [Id]CBT[g]B[Id]CB. Tedy v
nasem piipad¢ najdeme nejprve matici prechodu [Id]k3 a poté vynasobime:

110 201 111 212
[glc = [dlcxs TTelclldlcgs = | 101 003 100 ] =103
100 131 010 232

Najdéte analytické vyjadreni bilinedrni formy h na vektorovém prostoru 232 vzhledem ke
kanonické bazi (tj. jde o zobrazeni Z32xz32 do Z3), je-1li B = ((1,2), (1,0)) baze a
zname matici h vzhledem k B

11
[h]g = (: :) .
21

Pottebujeme vlastn€ najit matici bilinearni formy h vzhledem ke kanonické bazi, ktera obsahuje
vSechny koeficienty analytického zapisu. Na to podobné jako v minulé uloze vyuzijeme Vétu

12.7, tedy [h]x5 = [11k2p [hlg[11k2p. Nejprve tedy potfebujeme urdit matici ptechodu [1]k,p:

11y ! 02
[1lkop = [1lpk2) " = (20) - (11).

Nyni vynasobime matice:

. 01 11 02 12
[z =[kos el = L 5 JA 5 )\ = \oa )

Zjistili jsme, Ze h((x], X2), (¥1, ¥2)) = (X1, X2) [h]ka (v1.y2)" = X1y + 2x1y2 + 2%5y5.

Najdéte levy a pravy vrchol bilinearni formy g na prostoru Z73 dané matici vzhledem ke
kanonické bazi

521

[glks =] 260
446

Ptipomenme, Ze podle Poznamky 12.10 jsou soufadnice vzhledem ke kanonické bazi vektort
lezicich v levé vrcholu Vi(g) pravé feSeni homogenni soustavy rovnic s matici [g]K3T a
soufadnice vzhledem ke kanonicke bazi vektort leZicich v pravem vrcholu V,(g) jsou prave
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feSeni homogenni soustavy rovnic s matici [g]k 3.

Snadno zjistime, ze vektor (1,6,1) tvoii bazi mnoziny vSech feSeni homogenni soustavy rovnic s
matici [g]K3T a vektor (3,6,1) tvofi bazi mnoziny vSech feSeni homogenni soustavy rovnic s
matici [g]k 3. To znamena, Ze Vi(g) = < (1,6,1) > a V,(g) =< (3,6,1) >.

7. Najdéte levy a pravy vrchol bilinedrni formy f z pfikladu 1, formy g z piikladu 4 a
formy h z prikladu 5.

Diky Vé&té 12.10 nam sta¢i vyfesit homogenni soustavu rovnic s matici [flg,! a [f]k, tedy
Vl(f) =< (O’l) > Vp(f) =< (1’0) >.

Obvyklym zplisobem zjistime, Ze jsou matice [g]gs a [h]g, a proto i bilinearni formy g i h
regularni, proto Vi(g) = V,,(g) = {(0,0,0)} a Vi(h) = V,(h) = {(0,0)}.

3/5.3.
8. Pro bilinedrni formy z prikladu 1 a z prikladu 5 najdéte jednoznaéné uréené symetrické
bilinearni formy fg, hg a antisymetrické bilinearni formy f,, h, tak, aby platilo
f=fs+f; a h=hg+h,.

Rozklad na symetrickou a antisymetrickou ¢ast provedeme pomoci Véty 12.20(ii1). Zapsano v
maticovém zapisu je

(o = 27 (o + [T = 20 Y+ ( 2%y = ( 012
slK2 . K2 K2 . 00 Lo o ’

£ =27 ([flks - [flks D) = 27 01y (00 ) = 01/2
alK2 . K2 K2 . 00 L0 o)

Spocitali jsme, ze fy(X,y)) = 1/2 . (X1y2 + X2y1) a (X, y)) = 172 . (X1y2 - Xo¥1)-

Stejnym zptsobem najdeme i rozklad h, matici [h]g, jsme uz v 5. ptikladu nalezli a miZeme ji
vyuzit:

ey = 21 12y, {10 - 11
sIK2 “ 02 22 121"
b= 21 12 10 . 01
[hal> “No2/ \22 2074

9. Najdéte nenulovou symetrickou bilinedrni formu, kterd je zdroven antisymetricka.

Podle Véty 12.20 musi byt hledana forma nad télesem charakteristiky 2. Pfitom pro kazdy

prvek a télesa charakteristiky 2 plati, ze -a = a, tedy pro kazdou bilinearni formu g nad takovym

télesem g(u, v) = g(v, u) pravé tehdy, kdyz g(u, v) = -g(v, u). To znamend, Ze nad télesem
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charakteristiky 2 je bilinearni forma symetrickd, pravé kdyz je antisymetricka. Snadno
nahlédneme, ze naptiklad g((x;, X»), (Y1, ¥Y2)) = X1Y] je symetrickd 1 antisymetricka biline4rni

froma na vektorovém prostoru Z22

10. Najdéte néjakou poldrni bazi symetrické bilinearni formy f na vektorovém prostoru R?
dané predpisem f((x1, X2), (Y1, ¥2)) = Xay1 - 3X1y2 - 3Xy1 + 2Xpy;.

Nejprve obvyklym zplsobem urcime matici symetrické bilinearni formy vzhledem ke

13
[flk2 = (_3 2).

Nyni budeme tuto matici upravovat posloupnosti symetrickych elementdrnich uprav (tj.
provedeme vzdy stejnou fadkovou a sloupcovou upravu) tak, abychom dostali diagonalni
matici. Radkové upravy budeme zachycovat obvyklym zplsobem (jako pii hledani inverzni

matice) do matice:
1-3]10 1 010
-3 2{01 YRON0-7(31 )

Budeme-li vzniklou diagonalni matici chépat jako matici bilinearni formy f vzhledem k né&jaké
nové bazi M, dostaneme vztah:

1O\ _ o g A A 13\ f13
0.7 = [flm = [dlmk2 " [flk2 Hdlmk2 = 31 39 o1/

13
Tedy [1d = .
y [ldlmko (01)

Snadno urc¢ime bazi M = ((1,0), (3,1)), vli¢i niz je matice f diagonalni, tedy M je polarni baze f.

kanonické bazi R2:

11. Bud g symetricka bilinedrni forma na Zs? spliujici podminky g((1,2),(1,2))=2, g((1,2),
(1,0))=1 a g((1,0),(1,0))=4. Najdéte néjakou polarni bazi g.

Ptedné si uvédomme, Ze pro symetrickou bilinearni formu g plati, ze g(u,v) = g(v,u), tedy i

2((1,2),(1,0))=g((1,0),(1,2))=1. To znamena, Ze symetrickd bilinedrni forma g je danymi
podminkami jednozna¢né urcena a jeji matice vzhledem k bazi B = ((1,2), (1,0)) je

/21
[g]B_(l4).

Stejnou tvahou jako v predchozim ptikladu najdeme matici piechodu od baze B k néjaké
polarni bazi C ze vztahu [g]c = [Id]CBT [g]lg [Id]cg. Opét tedy upravujeme matici [g]g na
diagonalni:
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21110 N 20(10

sym .
14{01 0121

NS 12
Zjistili jsme, ze [ld]cg = ( ) .

01

Nebot’ ve sloupcich matice pfechodu [Id]-g mdme soufadnice vektorti hledané polarni baze C
vzhledem k bazi B, sta¢i dopocitat

(1,2)=1.(1,2) + 0.(1,0) a (3,4)=2.(1,2) + 1.(1,0).
Nasli jsme polarni bazi C = ((1,2), (3,4)).

12. Najdéte néjakou poldrni bazi symetrické bilinearni formy g na vektorovém prostoru R2,
zname matici g vzhledem ke kanonické bazi

0 -1
[glk2 = ( ) .
-1 ©

Postupujeme stejné jako v predchozi uloze, ale tentokrat navic musime provést symetrickou
upravu, kterou na pozici 1. fadku a prvnim sloupci dostaneme nenulovy prvek (staci pficist 2.

radek a 2. sloupec k 1.):
1-1 2 0| 1 -1
01 YN O0-12|1212 F

0-1{10 2-1
-1 0{01 A W )
Z pravé Casti posledni matice stejnym zptsobem jako v ptedchzim piikladu ur¢ime polarni bazi

10./12.3.

13. Rozhodnéte, zda je zobrazeni h, z R2xR? do R dané predpisem hy((X1, X3)) = X12 + 4X1Y5

+ 3x,2 kvadraticka forma.

Snadno nahlédneme, ze mizeme dané zobrazeni vyjadrit ve tvaru

hy((x1, x2)) = (X1, X2) (;i) (il) :
2

Proto hy((x1, X»)) = h((Xy, X»), (X, Xp)) pro symetrickou bilinearni formu h (tzv. ) s matici

12
h =
[h]k> (23).

Tedy hy(u) = h(u, u) je podle definice kvadraticka forma.

vzhledem ke kanonické bazi
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14. uréete polarni bilinedrni formu, vrchol a signaturu kvadratické formy h, z predchoziho
prikladu.

Hledame symetrickou bilinearni formu, ktera kvadratickou formu vytvafi (tj. takové formy h, ze
h,(u) = h(u, u)), jeji matici vzhledem ke kanonicé bazi jsme uz spocitali:

12
h = [hlvnr =
[hy ko = [hlk2 (23).

Vrchol kvadratické formy je podle definice pravé vrchol ptislusné polarni symetrické bilinearni
formy. Vidime, Ze h je regularni bilinedrni forma, tudiz V(hy) = V(h) = {0}.

Konecné signaturou rozumime trojici (n,p,q), kde n je pocet nul, p pocet kladnych Cisel a q
pocet zadpornych Cisel na diagonale matice h (resp. hy) vzhledem k né&jaké polarni bazi. Budeme

tedy symetrickymi uUpravami upravovat matici [hy]g, (tentokrdt uZ nemusime upravy
zaznamenavat, protoze nas prislusna polarni baze nezajima):

12 10
23 YMoNo0-1 f°

Zjistili jsme, Ze signatura (kterd podle Zakona setrvacnosti nezavisi na volbé polarni baze)
kvadratické formy h je (0,1,1).

15. Rozhodnéte, zda pro kvadratickou formu h, z pfedchozich dvou piikladu existuje
nenulovy vektor v tak, aby a) f,(v) > @, b) fy(v) < 0, c) fy(v) = 0. Existuje-1li
takovy vektor, najdéte ho.

a) Okamzité vidime, Ze hodnota f, je kladna napfiklad na obou vektorech kanonické baze, tedy
f5((1,0)) = 1 a £((0,1)) = 3.

b) Potfebujeme zjistit, zda je ¢i neni kvadraticka forma f, pozitivn€ semidefinitni. Neni-li, pak
existuje vektor v na némz je hodnota f, zdporna. Snadno obvyklym zpisobem zjistime, Ze dana
forma je indefinitni. Zbyva najit polarni bazi, v niZ se nachazi pozadovany vektor:

12]10 10|l10
23101 YR O0-1]21 F°

Tedy nasli jsme polarni bazi P=((1,0), (-2,1)), vii€i niZ je matice f5:
10
[fr1p = [h]xo = :
21p K2 0-1

¢) Vyjadireme si hledany vektor v pomoci ziskané baze P, tedy v = a.(1,0) + b.(-2,1), tj. {v}p =
(a,b). Nyni vime, Ze f(v) = {v}p[f]p{v}p|. = a - b%. Chcem-li, aby f(v) = 0, dostavame

To znamena, ze f5( (-2,1)) = -1.
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rovnici aZ - b% = 0, kterou fesi naptiklad a=b=1. Nasli jsme tedy vektor v = 1.(1,0) + 1.(-2,1) =
(-1,1), pro n&jz plati, ze £5((-1,1)) = 0.

16. Bud g, indefinitni kvadraticka forma na koneéné dimenziondlnim redlném vektorovém
prostoru.. Dokazte, Zze existuje nenulovy vektor v, pro néjz g,(v)=0.

Ozna¢me (n(gy), p(gr), q(gy)) signaturu g,. Uvazujme stejné jako v predchozi tloze. Kdyby
n(gy) > 0, stacilo by jako vektor v ziejmé vzit n€jaky nenulovy vektor vrcholu. Nebot je g,
indefinitni, je p(gy) > 0 1 q(gp) > 0 Existuje tedy polarni baze P = (py, ..., py) tak, Ze gr(p;) = 1
pro vhodné i a gy(p;) = -1 pro vhodné j. Nyni uz ziejmé g,(p;*p;) = 0. Dokazali jsme, Ze pro
kazdou indefinitni kvadratickou formou g, existuje nenulovy vektor v, pro néjz g,(v)=0.

17. Najdéte néjakou polarni bazi kvadratické formy f, na vektorovém prostoru Z73 dané

analytickym vyjadirenim f5((Xg, X2, X3)) = 2X3% + X1X3 + Xp2 + 4XyX3.

Snadno ur¢ime matici f;

204

[f2lks =[flks= | 012
420

Nyni pracujeme s matici polarni bilinedrni formy f kvadratické formy f, standardnim
zpusobem, tj. matici opét prevedeme symetrickymi Upravami na diagondlni matici a pouzité
radkové elementarni upravy zazanamename:

204]100 200[100 200[100
012[010 | ~ym [ 012[010 ] ~ym [010]010
420[001 026501 002|551

V fadcich pravé strany upravené matice vidime, Ze polarni bazi f, tvofi naptiklad vektory
(1,0,0), (0,1,0), (5,5,1).

18. Uréete signaturu kvadratickych forem g; na redlném vektorovém prostoru R? s matici
vzhledem ke kanonické bazi:

[81lk2 = 113, gl = 1-1% 0 [gslke = 138, leglke = 11
11 -1-1 32 13

Potiebujeme jen prevést matice posloupnosti symetrickych Uprav na daigonalni a poté zjistit
pocet kladnych ¢isel, nul a zapornych ¢isel na diagonale.

( 1 1 ) ~sym ((1) 8) , signatura je (1,1,0) (g pozitivné semidefinitni).
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20.

\-i-1) Noo/

13 10
~ , to znamena, Ze signatura je (0,1,1 je indefinitni).
(32) sml(oﬂ) g je (0,1,1) (g3] )
H 1o signatura je (0,2,0) (g4 je pozitivné definitni)
13 Y™ Noz2 /' R '

Spocitejte signaturu kvadratické formy f, na vektorovém prostoru R3 dané analytickym

vyjadirenim f5((X1, Xz, X3)) = X2 + 2X1X; + 6X1X3 + 3X2 + 6XoX3 + 5x32.
Obvyklym zpiisobem ur¢ime matici

113
[f2lks= | 133
335

Nyni upravime matici [f; |3 posloupnosti symetrickych Gprav na diagonalni matici:

113 103 10 0
133 | ~ym [ 020 ] ~ym [ 020
335 305 00 -4

Nyni staci podle definice piepocitat nuly, kladna Cisla a zdporna ¢isla na diagonale a seradit tato
Cisla do signatury (0,2,1) kvadratické formy f5.

Rozhodnéte, zda existuje nenulovy vektor v, pro néjz f,(v)=0, kde f, je kvadraticka
forma z predchoziho prikladu.

Kdyby n(f,) > 0, tj. kdyby vrchol f, byl nenulovy, stacilo by jako vektor v zfejmé& vzit n&jaky
nenulovy vektor vrcholu. V predchozim piikladu jsme ovSem zjistili, Ze signatura f5 je (0,2,1),
tedy vrchol ma f, trividlni. Dand signatura ovSem zarucuje existenci takové polarni baze P =
(P1> P2, P3), ze fr(p;) = fH(py) = 1 a fr(p3) = -1. OznaCime-li f polarni bilinearni formu
kvadratické formy f,, snadno nahlédneme, ze

fH(patp3) = f(p2tp3, P2tP3) = Hr(p2) + Hr(p3) + 2.6(p, p3) =1-1+2.0=0.



Regularni matice

1. Rozhodnété&, zda je redlné matice B a Bl47 regularni, jestlize
13-311
3 2 75-9
2 1-12 0
1 2 21-1

2-1 32 7

Podle Véty 7.18 z prednésky sta&i zjistit, zda je det(B) a det(B'47) nenulovy. Determinant matice B
jsme uz spocitali (v prikladu 9 predchozi sekce): det(B) = -344, proto je B reguldrni matice. Dale
podle Véty 7.21 je det(B147) = det(B)147, navic det(B) je nenulovy, pravé kdyz je det(B)147

B147

nenulovy. Tedy i matice je regularni.

2. Rozhodnéte, zda je nad télesy Q, Zg a Z7 regularni matice M a matice M631, jestlize
5 7

31221
22142
11333
21141

13213

I tentokrdt ndm samoziejmé staci spoclitat determinant, nejprve nad télesem charakteristiky O.
VyuZijeme po upravé rozvoj podle sloupce a fadky:

31221 31220

3122 3122
det 22142 22140 322
e _ _ 2214 Y _ 0100\ _ _
- 11333 det 11332 2det ! 2114 J2detl 2114 ) 2det 214 22
c de de de -22.
det 21141 21140 121
1321 1321
13213 13210

Tedy determinant matice M (a podle Véty 7.21 i matice M631 je nenulovy i1 nad Zs, Z,. Matice M a
M631 jsou tedy reguldrni nad télesy Q, Zs 1 Z.

3. Spoditejte nad télesem Zs a Z7 determinant matice M631, kde M je matice z predchozi

alohy.

Vime, ze det(M631) = det(M)631. Navic snadno dopocitdme (viz predchozi ptiklad), Ze det(M) = 3
nad télesem Zs a det(M) = 6 nad télesem Z-. Sta¢i nam tedy spocitat 3631 nad Zs a 6531 nad 7.

Viimnéme si, 7e 3* = 1 nad Zsa 6 =1 nad Z. Proto



det(MO31) = (3%)157 33 = 2 nad Z5 a det(M%3!) = (6%)>15.6 = 6 nad Z,.

3.12.

4. Rozhodnéte pro kterd racindlni a jsou regularni matice P(a), Q(a) a P(a)ls.Q(a)7,

jestlize.
110 a -1-1
P(a) = ala 0(a) = a-1 1 1
lao0 atl 1 0

Nejprve spocitdme jejich determinanty:

110 a -1-1
det | ala | =a-42  det| al 1 1] =-(a+])-(a-1)-[-(a+]) +a] = 1-2a.
1a0 at+1 1 0

Véta 8.4 z prednaSky fikd, Ze je matice reguldrni, pravé kdyZz je jeji determinant nenulovy.
Determinaty matic P(a) a Q(a) uz jsme spocitali, zbyvd ndm s vyuzitim Véty 7.21 spocitat
det(P(2)'2.Q(a)")= det(P(a))'d det(Q(a))’ = al’ (1-a)sup>15.(1-2a)’.

Nyni uZ snadno Ze, Ze matice P(a) je regularni, pravé kdyz a lezi v R-{0, 1} a Q(a) je regulérni,
pravé kdyz a lezi v R-{1/2} a P(a)'>.Q(a)’(a) je reguldrni, pravé kdyz a lezi v R-{0, 1/2, 1}.

5. Rozhodnéte pro ktera x z télesa Zg je matice A(x) singuldrni, jestliZe.

2x x+3 2x+1

A(x) = x+4 3x+2 3

x+1 x 4x

Opét nejprve spolitdme determinant A(x), nejprve pricteme treti sloupec k druhému a pak
rozvedeme podle tietiho fadku:

2X  X+3 2x+1 2x 3x+4 2x+1 5 5
det X+4 3X+2 3 = X+4 3X 3 = (X+1).(4X +X+2) + 4X.(3X +4X+4) =
X4+ 244x42.
x+1 X 4x x+1 O 4x

Stejné jako v predchozi dloze potfebujeme najit x pro néZ je hodnota det(A(x)) = XO+x2+4x+2 = 0,
coZ snadno zjistime zkusmo:

det(A(0)) = 2,
det(A(1)) = 13+12+4.1+2 = 3,
det(A(2)) = 2342244242 = 2,
det(A(3)) = 33+3244.342 =0,
det(A(4)) = 43+42+4 442 = 3.



Zjistili jsme, Ze je matice A(x) singuldrni, pravé kdyz je x = 3.
9.12.

6. JestliZe existuje, najdéte nad R matici B'l, kde
1 21
-2-31

2 43

Vyuzijeme Vétu 8.8 z predndsSky a budeme elementdrnimi dpravami upravovat matici (BIE) tak,
abychom dostali matici (EIC). Pokud se ndm to podari, bude matice C pravé inverzni matici k matici
B:

1 21]100 121100 120] 30-1 100[-13-2 5

2311010 ] ~ [013]210] ~ [O010[81-3] ~ [O010] 8 1-3

2 43(001 001|201 001(-20 1 001 -2 0 1
132 5
Zjistili jsme, ze B = 8§ 1-3
201

7. Existuje-1li, urcéete nad télesem Z7 matici A'l, kde

124
326

105

Postupujeme stejné jako v pfedchozim prikladé:

124(100 105(001 105(001 100(255
326(010 ~ 025|014 ~ 020(261 ~ 010|134
105(001 026|106 001|162 001|162

255

Dostali jsme Al= 134

162

10.12.

8. Spoditejte soucin redlnych matic:

23y ! 13 1-1
11 "V 20-1 2



Roz§ifime matici vlevo (pro niZ potfebujeme urcit inverz) o matici vpravo a vzniklou matici budeme
v souladu s vySe odvozenou metodou upravovat tak, abychom vlevo dostali jednotkovou matici.

Potom vpravo bude hledany soucin:
20-1 2 10 5-347
3335/ 7 \o1|-3335/"

13 1-1 20-1 2 11

11(20-1 2 131-174 7 \o1
Sootitali isme. 7 23\ 1 f13 1-1 5-3-47

pocitali jsme, Ze 11 Ao/ Va3 35)

9. Spoé&itejte souéin realnych matic B.A'l, pokud

20

34

A = (: :) a B=] 13
23

12

Predné si uvédomme, Ze (B.AH)T = (A-HT BT = (A1)l BT, Nyni uZ mizemem stejnym zptisobem

jako v minulém piikladu urcit sou¢in (AT)1 BT:
18 -27 -3 10| 6 -9-1
813277 \o1|813 27"

32(2-11 1288 -44 32 2-11 30
4310 3277\ 129]0 967 " \o01|-81327 " \o1
6 -8

6 -9 -1
Zjistili jsme, ze (AT)! BT = (_8 3 2) ,aproto BA! = (AT 1BT)T=| -913
12

10. Najdéte nad télesem Z; adjungovanou matici k maticim

111 124

12 11
, B - , c - 111 ) D - 326

36 12
111 105

Postupujme nejprve podle definice, na i-tém faddku a v j-tém sloupci adjungované matice se nachdzi
determinant puvodni matice, v niz vyskrtneme j-ty fadek a i-ty sloupec, vyndsobeny hodnotou

(-1

000

65 26
adj(A) = (41), adj(B) = (61), adj©)= | 000
000

U posledni matice, o nizZ z prikladu 2 vime, Ze je reguldrni, miZzeme vyuZzit Véty 8.12, ktera tikd, Ze
D.adj(D) = det(D).E, proto adj(D) = det(D) DL tedy



11.

12.

1.

_ 255 344
adiD)= 5.1 1341 = [ 516

162 523

16.12.

VyresSte nad realnymi ¢isly soustavu rovnic AxT= (1,0,0)T s realnym parametrem a
pro matici
2a+l a 2a
a 1a+l

2a 0 2a

Pro pocitdni pouzZijeme Cramerovo pravidlo. Nejdfive ur¢ime det A = 2a(a+1). To znamend, Ze
Cramerovo pravidlo mizeme vyuZit pro parametr a z mnoziny R-{0, -1} (tj. je-li matice A
regularni). Dale ur¢ime determinant matic A;, které vzniknou z matice A nahrazenim i-t€ho sloupce

sloupcem pravych stran (1,0 0

la 2a 2a+1 1 2a 2a+1 al
det 01 a+1 =2a, det a 0Oa+l =2a, det a 10 = -2a.
00 2a 2a 0 2a 2a 00

Podle Cramerova pravidla spo¢itime hodnotu i-t€¢ nezndmé jako x; = det Aj/det A. Tedy x; = Xy =
2a/(2a(a+1)) = 1/(a+1) a x5 = -2a/(2a(a+1)) = -1/(a+1).

Konecné standardnim postupem zjistime, Ze soustava pro a= -1 nemad feSeni a pro a = 0 leZ{ vSechna
feSeni v mnoziné (1,0,0) + < (0,1,-1) >.

Najdéte vSechna realna reSeni soustavy rovnic s realnym parametrem a:
ax + (a+3)y = 2a+l
(2a-1)x + (2a+l)y = a

Budeme opé€t postupovat pomoci Cramerova pravidla. Nejprve tedy spoc¢itdime determinant matice
levych stran a determinanty matice levych stran s nahrazenym sloupcem:

det A = 2a a+3 =3.4a, det Ja+1 a+3 =3a2+a+1, 2a 2a+1 1_=
det | 20+l f A= det a 2a+l J det Ay, = det a Jap
a~.

Je-li a riizné od 3/4, potom pouzitim Cramerova pravidla dostivame x = (3a2+a+1)/(3-4a) a y =(1-
3a2)/(3-4a). Kone&n& v pripadé, kdy x = 3/4 snadno zjistime, Ze soustava nemd feseni.

Homomorfismy vektorovych prostori

UvaZujme redlny vektorovy prostor R[x] vSech polynomi. DokaZte, Ze prvni derivace



tvori homomorfismus R[x] do R[x]. Jak vypada jadro Ker(')?

Tvrzeni, Ze (p+q)' = p' + q' a (c.p)' = c.p' je dokdzano na prednaSce matematické analyzy pro kazdou
dvojici diferencovatelnych funkci p a q a kazdou redlnou konstantu c. Tedy prvni derivace je
homomorfismus. Snadno nahlédneme, Ze Ker(') obsahuje pravé vSechnny konstantni funkce.

17.12.

3 2

. Necht f je zobrazeni Z5> do Z5“ dané predpisem f(v) = vA. Rozhodnéte, zda jde o

homomorfismus, je-1li
412

A =
123

Podle véty 4.7 z prednasky zobrazeni dané ndsobenim sloupcového vektoru (tedy matice nxl)
matici spliiuje axiomy homomorfismu, tedy (u+v)A = uA+vA a (r.u).A =r.(uA).

. Pro homomorfismus f z predchoziho p¥ikladu popiSte podprostory Ker f a Im f.

Ptfipomenime, Ze Ker f = {vl f(v)=0} = {vl AvI=0}. Tedy Ker f je pravé mnozina vSech feSeni
homogenni soustavy s matici A. Snadno spocitame, Ze Ker f = < (2,0,1) >.

Vezmeme-li libovolnou generujici mnoZinu G vektorového prostoru Z53 (napfiklad kanonickou
bazi), potom f(G) tvoii generujici mnoZinu podprostoru Im f = f(Z53). Vidime, ze f((1,0,0)) = (4,1)T,
£((0,1,0) = (1.2)T a f((0,0,1)) = 23)T (tj. obrazy vektort kanonické baze tvori pravé sloupce matice
A).Zbyva si v§imnout, Ze

<@t a2t ey >=27

. Najdéte matici homomorfismus f vzhledem ke kanonickym bazim.

Podle definice nejprve potiebujeme zjistit souradnice vektorl f(e;) vzhledem ke kanonické bazi:

{flep}ke ={(4.Dik2 = (4,1),
{f(ex)}ko = {(1.2) 1k = (1.2),
{f(e3)}k2 = {(2.3)}k2 = (2.3).

Nyni zbyva souradnicové vektory usporadat do sloupcti matice homomorfismu vzhledem ke
kanonickym bazim [f]g3 ko = AT (tedy homomorfismus jsme méli de facto zadany pravé matici
vzhledem ke kanonickym béazim).

. Necht g je zobrazeni R? do R3 urcéené predpisem g((x1,%X3))= (x1+2x3, 4x1-%X3, 3X3).
Dokazte, Ze se jedna o homomorfismus.

Snadno zjistime, Ze zobrazeni lze vyjadfit jako souin matice a aritmetického vektoru, tedy jde
(podle tvahy 2. prikladu) o homomorfismus:

1 40



g((x1,x0)) = (X1,Xp)
2-12

6. Najdéte matici vzhledem ke kanonickym bazim homomorfismu g z p¥edchozi ilohy a
urcete dimenze jadra a obrazu daného homomorfismu.

Postupujeme stejné jako v 4. prikladu. Staci tedy dosadit vektory kanonické baze do g a sefadime je
do sloupcti matice:

[glkokz= | 4-]

Snadno nahlédneme, Ze matice [g]k, g3 hodnost 2, proto soustava s matici [g]g, g3 méd nulovou
mnozinu feSeni, tedy Ker g je nulovy prostor. VyuZijeme-li nyni Vétu 9.27, dostiviame, Ze
dim(Im g) = dim(Rz) - dim(Ker g) =2-0 = 2.

7. spoéitejte matice [g]lg k3 @ [glpc Pro homomorfismus g z predchozach dvou p¥ikladi,
je-1i B = ((1,2), (1,1)) aCc = ((1,1,1), (1,0,0), (1,1,0)).

Matici [g]g k3 miZeme urcit pfimo z definice, nebot’ g((1,2)) = {g((1,2))}k3 = (5,2,6) g((1,1)) =
{e((1.D)}k3=(3.3.3)

53

[elgkz= | 23
63

PouZijeme-1i Véty 10.6 a 10.14 z prednasky, dostaneme [glg c = [1.glg c = [llk3 ¢ - [glg k3 = [1]C
k3 . [glg k3» kde 1 znadi identicky homomorfismus (bez ohledu na vektorovy prostor na némz
operuje). Matici pfechodu [1]¢ g3 od kanonické bédze k bazi C pfitom najdeme velmi snadno, tak, ze
do sloupci sepiSeme vektory baze C. Zbyva ndm tedy dopocitat:

111y ! 53 63
[glg ¢ = [1]CK3-1 lglgks = 101 123 )= 30
100 63 40

6./7.1.

8. Méjme A=((1,4), (3,1)) bazi prostoru Z72 a B=((1,1,2), (1,0,3), (6,0,5)) bazi

3

prostoru Z;°. Najdéte matici homomorfismu h vzhledem k bazim A a B vektorového

2

prostoru Z7“ do vektorového prostoru Z73, zname-1i matici h vzhledem ke kanonickym

bazim

13

40



9.

[hlk2 k3 =

Dvoji aplikaci Véty 10.6 z prednasky miZeme vyjadrit hledanou matici [h] 55 jakou soucin matic:

[h]ap = [11k3 B [h]a k3 = [1]x3 B [hlk2 k3 [1]A K25

kde 1 oznacuje identicky homomorfismus bez ohledu na nosny vektorovy prostor. Snadno uréime
pfimo podle definice matice pfechodu od kanonické bize k bdzi A resp. B (tj. do sloupeckil
sepiSeme bazi A resp. B):

13 116
[1]AK2= (41) [1]BK3= 100
235

Konecné zbyva uvazit, ze [1lg k3 [1lg3 g =15, tedy [1lk3 g = [11g k3 . Dokon&eni iilohy uZ je jen
rutinnim pocitdnim s maticemi:

116y ! 13 13 116y ! 66
[h]po g = 100 ) 40 , (41) = 100 , 45
235 26 235 55
Hledany soucin matic dopocitime obvyklym zpiisobem:
116[(66 100(45 100(45 100(45
100(45 ~ 01621 ~ 01621 ~ 01000
235(55 03542 001(|56 001(56
45
Zjistili jsme, Ze [h]p g = 00
56

Najdéte vektor F((1,0,2)) pro homomorfismsus F aritmetického vektorového prostoru

z33 do aritmetického vektorového prostoru z32 dany matici vzhledem k bazim A =

((1,1,1), (1,0,1), (1,1,0)), B = ((1,2), (1,1)):
110

F =

[FlaB 211

Vime-li, Ze soufadnice vektoru F((1,0,2)) vzhledem k bazi B dostaneme jako soucin

[F((10,2)1g = [(1,0,2)]5 [Flo BT,

sta¢i ndm najit soufadnice [(1,0,2)]5 = (1,1,2), tedy [F((1,0,2))]g = (2,2). Kone¢né dopocitdme, Ze



10.

1.

12.

F(1,0,2)=2.(1,2) +2.(1,1) = (1,0).

Najdéte matici vzhledem ke kanonickym béazim homomorfismu F z p¥edchoziho prikladu.

Postupujeme standardnim cestou s vyuzitim Véty 10.6 (Ci specialni Véty 10.13):

111y !

(F] _ 1) (Flx (1] : 11 110 101 _ 012
K3K2 = LHIBK2-lVJAB-L*IK3 A — 21 . 211 . o = 010 .

Rozhodnéte, zda existuje homomorfismus g (a zda je pripadné urcen jednoznacné)
3 do Z74 spliujici podminky:

(1,1,1,5) a g((1,1,0))
(1,1,1,5) a g((3,3,2))
(1,1,1,5) a g((3,3,2))

aritmetického vektorového prostoru 2z,
a) 9((1,3,1)) (0,2,1,0), 9((5,6,0))
b) g((1,3,1)) (0,2,1,0), g((5,6,0))
c) g((1,3,1)) (0,2,1,0), g((5,6,0))

nmnn
nmnn
nmnn
~~
'y
-
>
~
(8]
~
N
N

a) VSimnéme si, Ze posloupnost ((1,3,1), (5,6,0), (1,1,0)) tvori bazi Z73. Aplikujeme-li Vétu 9.22,
zjiStujeme, Ze homorfismus rozsifujici zobrazeni na bazi existuje pravé jeden, tedy homomorfismus
g spliujici dané podminky existuje a je urcen jednoznacné.

b) Tentokrat obvyklym zptisobem nahlédneme, Ze posloupnost vektorti ((1,3,1), (5,6,0), (3,3,2)) je
linedrné zavisld, konkrétné (3,3,2) = 2.(1,3,1)+3.(5,6,0). Kdyby existoval homomorfismus s
pozadovanymi vlastnostmi, muselo by (podle definice) platit:

4452)=g(33,2))=g(2.(1,3,1)+3.(5,6,0)) = 2.g((1,3,1)) + 3.2((5,6,0)) =2.(0,2,1,0) + 3.(1,1,1,5)
=(3,0,5,1).

To samozifejmé neplati, proto takovy homomorfismus g neexistuje.

¢) Nyni vidime, Ze posloupnost ((1,3,1), (5,6,0)) je linedrné nezdvisla a podminka g((3.,3,2)) = g(2.
(1,3,1)+3.(5,6,0)) = 2.(0,2,1,0)+3.(1,1,1,5) = (30,5,1) je splnéna, tedy podminka g((3,3,2)) =
(3,0,5,1) plyne z prvnich dvou podminek a z toho, Ze g ma byt homomorfismus. Doplnime-li nyni
posloupnost ((1,3,1), (5,6,0)) na bazi B naptiklad vektorem (1,0,0) a vektor (1,0,0) zobrazime na

libovolny vektor (a,b,c,d) prostoru Z74, pak podle Véty 9.22 existuje (pravé jeden) homomorfismus
g spliujici dané podminky. Homomorfismus spliiujici pivodni podminky tedy uren jednoznacné
neni: vidime, Ze existuje pravé 74 takovych homomorfismu.

Najdéte matici endomorfismus f vektorového prostoru R? vzhledem ke kanonické bazi,
vite-1li, Ze £((1,2)) = (3,0) a £((2,1)) = (3,3).

Protoze B=((1,2), (2,1)) tvofi bazi R2, vime, 7Ze dand podminka urCuje homomorfismus f
jednoznacné a ptimo z definice dostaneme matici

33
[(fl k2 = (03) )

Dale postupujeme obvyklym zptsobem, tj.

33 12 -1 11



13.

14.

[ﬂK2=[ﬂK2K2=[ﬂBKZ-[l]K2B=[ﬂBK2'[1]BK2_1=(03) ' (21) ) (2-1) '

Najdéte matici ve vektorovém prostoru Z32

(1,1)) k bazi N = ((1,1), (0,1))

matici pr¥echodu od baze M = ((2,1),

Uvédomime si, Ze matice pfechodu od baze M k bazi N je pravé matici [1]yy, identického
homomorfismu vzhledem k bdzim N a M. Nyni opét pouZijeme VéEtu 5.6, abychom dostali:

q 21\ 1 10 02
(v =Hlkom - ke = ke -Mvk2 == | L) =0,

Méjme f homomorfismus vektorového prostoru Z33 do vektorového prostoru Z32 ag
homomorfismus Z32 do Z32 vSe nad télesem Z3. Oznac¢me baze A = ((1,1,1), (1,0,1),

(1,1,0)), B = ((1,2), (1,1)), Ky kanonickou bazi Z32 a K3 kanonickou bazi Z33.
Urcete matici [gf]g3 g2 homomorfismu gf vzhledem k bazim K3 a Ky, vite-li, ze

110 11
f = =
[£]1aB 211 [9]1k2 k2 1o

Pti pocitani nékolikrat vyuZijeme vétu o matici slozeného linedrniho zobrazeni (10.6):

[eflks k2 = [glka k2 [flk3 k2 = [2lk2 k2 [1]B K2 [flA B [1]K3 A-

Matice [g]ky k2 1 [flo g piitom zndme a matice pfechodu od kanonické béaze k bdzi A resp. B

zjistime velmi snadno (soufadnice jednotlivych bazickych vektord vzhledem ke kanonické bazi, tj.
piimo dané aritmetické vektory, umistime do sloupcti matice prechodu):

11 111
[l k2= (21), [llagz= | 101
110

Uviézime-li nakonec, 7e [1]g3 o = [1]4 k3™'» Zbyvd ndm dopogitat soudin matic:

111y -1 111y !

11 11 110 122
= 101 = 101
[eflks k2 (10).(21).(211). (021).
110 110

022
Spocitali jsme, Ze [gf]ks ko = ( 012 ) ,

13./14.1.



1. DokaZte, Ze zobrazeni f ze Zj

Linearni formy

4 do Z7 definované predpisem f((x3,x3,x3,%x4)) = 2x; +

3xy + 4x4 a najdéte souradnice f vzhledem ke standardni bazi a vzhledem k bazi B =
((1,1,1,1), (2,0,2,2), (1,1,0,1), (4,4,4,0)).

Nebot' f(v) dostaneme jako soucin vektoru v a sloupcového vektoru 23057, jdo o
homomorfismus vektorového prostoru Z-* do Z,'=Z-, tj. (pfimo podle definice) jde o linedrni

formu na prostoru Z74.

Souradnice f vzhledem k jakékoli bazi dostaneme dosazenim jednotlivych bazickych vektord a
jejich setfazenim do fadku, tedy

{f}K4 = (2,3 ,0,4) a {f}B = [f]B(l) = (2,5 ,2,6).

4

. Najdéte dualni bazi ke kanonické bazi K, vektorového prostoru Z;* (urcete

analytické vyjadreni prislusSnych linearnich forem).

OznaCme (fy, f5, f5, f4) hledanou dudlni bazi. Z definice vime, Ze f; (ej) = 0, je-li i rizné od j, a f;
(e;)= 1. Snadno nahlédneme, Ze takovou podminku spliiuji pravé linedrni formy f;((x.X5.,X3.X4)) =
Xi-

. Najdéte souradnice linearni formy f chapané jako vektor dualniho vektorového
prostoru vzhledem dualni bazi ke kanonické bazi a vzhledem k dualni bazi k bazi B,
kde £ a B bereme z 1. prikladu.

OznaCme K4*, respektive B” dudlni baze k bazim K, a B. Nejprve pfimo podle definice a predchozi
ulohy vidime, Ze {f}g4+ = (2,3,04). VyuzZijeme-li dile Vétu 11.7 z prednéasky, pak snadno uréime

b

soufadnice linedrni formy vzhledem k dudlni bazi B bez toho, Ze bychom B museli hledat, nebot
plati {f}g« = {f}g =(2,5.,2,6).

. Méjme bazi B=((1,0,1), (3,2,2), (2,0,4)) vektorového prostoru 253. Urcete
analytické vyjadreni linearnich forem dualni baze k bazi B.

Potfebujeme najit soufadnice lindrnich forem dudlni baze vzhledem ke kanonické bdazi, z nichz uz
snadno dostaneme analyticky tvar. Ozna¢me B =(f,, f,, f3) dudlni bazi k bézi B a soufadnice forem:

{fitk3 = (i1, a2, 8j3).

Uvédomme si, Ze pozadavek na dudlni bazi 1ze v maticovém zdpisu vyjadrit ndsledovné:

a11 412 413 132 100
321 2122 2123 020 = 010
a3 a3p 433 124 001

Hleddme tedy obvyklym zplisobem inverzni matici ke zndmé matici, snadno spocitime, Ze



{3 132% ! 234
s | = [ 020 - (o030
(3} 124 243

Zbyva sepsat analytické vyjadieni forem: f;(x,y,z) = 2x4+3y+ 4z , HH(x,y.z) = 3y, f3(x,y,z) =
2x+4y+3z.

. Méjme bazi M=((1,-1), (-1,2)) aritmetického vektorového prostoru R2. Najdéte
souradnice vzhledem k M a vzhledem ke kanonické bazi linearnich forem dualni baze
k bazi M.

OznaCme M*=(g1, 2,) dudlni bazi k bazi M. Okamzit€ z definice vidime, Ze {g;}y = (1,0) a {2 }m
= (0,2) (tedy souradnice jsou pravé vektory kanonické bdze).

Pfi hleddni soufadnic {g;}x, miZeme postupovat stejné jako v predchozim piikladu nebo podle
Véty 11.9. V obou ptipadech ndm zbyva najit inverzni matici:

( { l} ) ( . ) -1 ( l )
{gZ}KZ -1.2 11 .
Iedy {gl}KZ—(zaI)a{gZ}KZ (lal)

. Uvazujme hj(x) = 4xp+4x3, a hy(x) = 4x3+2x3+x3 h3(x) = 3x;+3x3 linedrni formy na

3

vektorovém prostoru Zg~. Ovérte, Ze (h;, hy, h3) tvori bazi dudlniho vektorového

prostoru, a najdéte bazi B prostoru z53 tak, aby (hj, hy, h3) byla dualni bazi k
bazi B.
Resime dudlni tlohu k pfedchozim dvéma piikladéim. Zndme tentokrat soufadnice linedrnich forem

vzhledem ke kanonické bézi a potiebujeme najit vektory u; tak, aby soucin lli{gj}K3T byl roven 0
(pro i rdzné) od j nebo 1 (pro i=j), coz snadno vyjadiime pomoci matic:

{uiiks3 {uy}xs3 043 100
{wlks ) Cedks 1 {edks H{esdks) = | {wlks 4231 = 1010
{uskg3 {us}k3 410 001

Tedy opét se ukol redukuje na nalezeni inverzni matice. Navic teprve pfi hledani inverzni matice
miZeme zodpovédeét otazku existence baze B, pokud by neexistovala inverzni matice k dané matici
(fj. pokud by soufadnice linedrnich forem h; byly linedrné zavisl€), pak by linearni formy h; netvofili
bazi, v opacném pripadé bazi budou. Dopocitdme tedy:

{u}x3 043% ! 231
(s | = [ 423 - [ 232
(U3} 410 114

Zjistili jsme, Ze u; = (2,3,1),uy =(2,3,2) auy = (1,1,4) a (hy, hy, h3) je dudlni bazi vzhledem k bazi



(uy, uy, uz).



Predchozi cviceni

17.3./19.3.

Skalarni souc¢in

1. zjistéte, zda je skalarnim soudinem zobrazeni f z R%2xR? do realnych ¢isel urcené
predpisem f£((x1,%2), (Y¥1,¥2)) = 5X1¥1 - X1¥2 -X2¥1 +X2¥2.

Nad redlnym vektorovym prostorem potfebujeme zjistit, zda je f pozitivné definitni symetricka
bilinearni forma. Snadno nahlédneme, Ze se jedna o bilinearni formu s matic{

5-1
[ﬂKz—(_l 1).

Tedy vidime, Ze [f]g, je symetrickd matice, proto je f symetrickd bilinedrni forma. Zbyva
standardnim postupem urcit jeji signaturu:

5-1 40
-1 1 sym 017
Zjistili jsme, Ze f je pozitivné definitni symetricka bilinedrni forma, tedy jde o skaldrni soucin.
2. Najdéte néjakou ortonormialni bazi vektorového prostoru R? vzhledem ke skalarnimu

soucinu f z predchoziho prikladu.

Pfipomenime, Ze B je ortonormdlni baze pravé tehdy, kdyz je [f]g jednotkovd matice. Hledame tedy

takovou polarni bazi vzhledem k f, Ze f(v, v) = 1 pro kazdy vektor v z baze B. Budeme tedy opct
upravovat posloupnosti symetrickych tprav matici [f]k, tentokrat tak, abychom dostali jednotkovou

matici. Rddkové tipravy budeme obvyklym zpiisobem zaznamenavat do matice:

5-1|10 40(11 10(1/21/2
-1 1|01 sym 01(01 sym o1 0 1/°

Nasli jsme ortonormdlni bazi B = ((1/2, 1/2), (0,1)).

3. Najdéte unitarni zobrazeni unitarniho prostoru (Rz, f) do unitarniho prostoru (R2,
w), kde f je skaldrni souéin z pF¥edchzich dvou prikladi a w je skaldrni souéin z
Poznamky 14.2 z prednasky (tzv. standardni skalarni soucin).

ProtoZze jsme v druhém ptikladu nasli ortonormdlni bazi B = ((1/2, 1/2), (0,1)) vzhledem ke
skalarnimu souCinu f, dostaneme jako hledané unitarni zobrazeni podle Véty 14.18 izomorfismus

F(v) = {v}p.

4. ovéfte, Zze je zobrazeni g z R3xR3 do R skalarnim souc¢inem, je-1li dané predpisem



g((x1,%2,%3), (Y1,Y2,¥3)) = X1¥1 - X1¥2 - X1¥3 + 2xX2y2 - X2y1 + X2y3 + 5X3y3 - X3y1
+ x3y2 a najdéte néjakou jeho ortonormalni bazi.

Nad redlnym vektorovym prostorem potfebujeme zjistit, zda je f pozitivné definitni symetricka
bilinearni forma. Snadno nahlédneme, Ze se jedna o bilinearni formu s matici

1-1-1
[f]K2= -1 2 1
-1 15

Tedy vidime, Ze [f]gx, je symetrickd matice, proto je f symetrickd bilinedrni forma. Zbyva
standardnim postupem urcit jeji signaturu a najit takovou polarni bazi M, vii¢i niZ je matice f praveé
jednotkova:

1-1-1100 10-1[100 100[100 100| 10 0
12 1)010 o~ [ 01 Of110 Jo o fO1O[T10 )~ OO 11 0
115001 10 5001 004[101 001[1/201/2

Ovéftili jsme, Ze f je skaldrni soucin s ortonormélni bazi M = (1,0,0), (1,1,0), (1/2,0,1/2)).

. Necht B = ((1,0,1), (1,1,0), (0,1,1)) je ortonormdlni baze vzhledem ke skaldrnimu

souéinu h na R3. Urdete matici skalarniho souéinu h vzhledem ke kanonické bazi.

Podle predpokladii [h]g = E. Pomoci Véty 12.3 spocitdme [h]k3 (inverzni matice uréime obvyklym
algoritmem):

T 101y -1 frio\ ! 3-1-1

s =l hlslldlss = 110 or1) 5 |13

([Idlgk3 ") ([Idlgk3)™" = 011 101 ’ 1-1 3
24.3./26.3.

. Bud' w standardni skaldrni souéin na vektorovém prostoru RRavs=cx (1,1,0),
(1,3,2) >. Najdéte néjakou ortonormalni bazi V.

Budeme upravovat bazi (1,1,0), (1,3,2) Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci (viz Véta 14.8).
Polozime nejprve v; = (1,1,0)/1I(1,1,0)Il = (1/V2, 1/V2, 0). Déle hledame vektor u, ve tvaru u, =
(1,3,2) + c.vy. Z podminky w(vy, v5) = 0 dostdvame, Ze a = - w((1/V2, 1/V2,0), (1,3,2)) = -4/V2,
proto u, = (-1,1,2). Nyni vektor uw, normalizujeme a dostanme v; = (-1,1,2)/lI(-1,1.2)ll =
(-1/V6,1/V6,V2/V3).

Hledanou ortonormdlni bazi je tedy posloupnost ((1/V2,1/V2,0), (-1/V6,1/V6,V2/V3)).

. Necht V je podprostor redlného vektorového prostoru R* se standardnim skalarnim
sou¢inem w. generovany vektory (1,1,-2,1), (2,0,1,0), (0,1,0,1). Najdéte néjakou
ortonormalni bazi podprostoru V.



Nejprve zvolime vhodnou bézi prostoru V = < (1,1,-2,1), (2,0,1,0), (0,1,0,1) >, kterou budeme
ortogonalizovat ("ortonormalizovat") pomoci Gramovy-Schmidtovy ortogonalizace. Vektor
(2,0,1,0) je zfejmé kolmy na zbyvajici vektory, zvolme tedy bézi V, tak aby byl vektor (2,0,1,0) na
jejim prvnim misté (¢imz si uSetfime praci s pocitdnim skaldrnich soucint). Tedy ortogonalizujme
bazi ((20,1,0), (0,1,0,1), (1,1,-2,1)). Gramovu-Schmidtovu ortogonalizaci tentokrdt mirné
modifikujeme: najdeme nejprve ortogondlni bdzi a tu budeme normalizovat aZ na z4aveér.

Nebot’ jsme si uz vsimli, ze w((2,0,1,0), (0,1,0,1))=0, tedy mame prvni dva (zatim jen ortogondlni,
nikoli ortonormdlni) vektory hledané béze: v,' = (2,0,1,0), v,' = (0,1,0,1). Nyni budeme hledat tfeti
bazicky vektor ve tvaru v3' = (1,1,-2,1) - a.vy' - b.v,'. Pfitom ma splfiovat podminky, Ze w(v;', v3') =
0 pro i=1,2, z ¢ehoZ (vyuzitim linearity skaldrniho soucinu v druhé sloZce) dostavdme, Ze

a=w((1,1-2,1),(2,0,1,0)) / w((2,0,1,0),(2,0,1,0)) =0,
b=w((1,1,:2,1),(0,1,0,1)) / w((0,1,0,1), (0,1,0,1)) = - w((1,1,-2,1),(0,1.0,1)) /11(0,1.0,1)TII* = -1.

Vsimnéme si, Ze koeficient je roven O diky volbé vektoru v;' kolmého na vSechny nasledujici
vektory, tedy staCilo nym hledat ortogondlni bézi podprostoru < (1,1,-2,1), (0,1,0,1) >, kterd musi
byt kolmé na vektor (2,0,1,0). Tedy v3' = (1,1,-2,1) - (0,1,0,1) = (1,0,-2,0) je poslednim hledanym
kolmym vektorem. Posloupnost vektora ((2,0,1,0), (0,1,0,1), (1,0,-2,0)) tvori ziejmé ortogonalni
bazi prostoru V. Zbyva nam jednotlivé vektory normalizovat:

vi=v,' /vl = 1/V5.(20,10),
vy =v,' /vyl = 1/V2(0,1,0,1),
v3=v3'/ vyl = 1/V5.(1.0,-2.0).

Ortonormalni bazi je tedy napiiklad posloupnost vektort (1/V5.2,0,1,0), 1/V2(0,1,0,1), 1/V5.
(1,0,-2,0)).

. Bud' w standardni skaldrni souéinu na redlném vektorovém prostoru R°. Najdéte
néjakou bazi ortogonalniho dopliku U' k podprostoru U = < (1,2,1,1,1),
(0,-1,1,1,2) >.

Pfipomenime, 7Ze U' = {v z Rl w(u,v) =0 pro vSechnauz U} ={vz R3] w(b,v) = 0 pro vSechna b
z B}, kde B je néjakd baze U. Snadno uvaZime, Ze potrebujeme najit pravé reSeni homogenni

soustavy rovnic s matici
1 2111
0-1112

Tedy bézi U' tvofi naptiklad vektory (-3,1,1,0,0), (-3,1,0,1,0), (-5,2,0,0,1).

. Méjme w standardni skalarni souc¢inu na vektorovém prostoru R, Najdéte néjakou
ortogonalni bazi prostoru U = < (1,1,0,1), (1,0,1,1) > a ortogonalni bazi
ortogonalniho dopliku U' prostoru U.

MiZeme postupovat n€kolika zptisoby. Jednak mtizeme doplnit vektory (1,1,0,1), (1,0,1,1) na bazi

celého prostoru R* (naptiklad vektory (1,0,0,0) a (0,1,0,0)) a tuto bézi upravit Gramovou-
Schmidtovou ortogonalizaci. Prvni dva vektory ortogonalizované bdze budou pfitom tvofit
ortogondlni bazi U, dalsi dva vektory budou tvofit ortogonalni bazi dopliiku U'.



10.

1.

RovnéZ ndm staci najit libovolnou bazi U' (napfiklad tymZ postupem jako v pfedchozim piikladu) a
obé baze ortogonalizovat. Postupujme druhym zplsobem: Béazi U' tvori napriklad posloupnost
(-1,1,1,0), (0,1,1,-1). Vektor (0,1,1,-1) mdZeme upravit jednim krokem Gramovy-Schmidtovy
ortogonalizace:

(0’1 71 "1) - [W((-l 51 ’1 30)3 (0’1 ’1 a'l))/ 3] (-1 51 al 30) = 1/3 (251 ’1 3'3)
Ziejmé tedy (-1,1,1,0) a (2,1,1,-3) tvoti ortogondlni bazi U'.

Obdobné (1,1,0,1), (1,-2,3,1) tvori ortogondlni bazi U.
Najdéte sourfadnice vektoru (1,2,1) vuéi ortonormalni bazi M = ((1/v2,1/v2,0),
(0,0,1), (1/v2,-1/v2,0)) vzhledem ke standardnimu skalarnimu souéinu .
Hleddme-li soufadnice (ay, a5, az) vzhledem k ortonormalni bazi M = (u;, u,, u3),

tj. (1,2,1) = ajuy + apu, + azus,

miiZeme si uvédomit, ze w((1,2,1), u;) = a;w(u;, u;) = a;. Tedy staci, abychom spocetli skaldrni
souciny a; = w((1,2,1), uy):

a;=w((1,2,1), (1/V2,1/V20)) =3/V2, a,=w((12,1),00,1))=1, a3=w((12,1),
(1/V2,-1/V20)) = -1/V2.

Spocitali jsme, Ze {(1,2,1)}y = (3/V2, 1,-1/V2).
31324,

Najdéte ortogonalni projekci vektoru (2,4,3) na podprostor V prostoru R3 se
standardnim skalarnim souc¢inem w generovany vektory (1,3,-2) a (1,1,-1), tj.
vektor v z V, pro ktery plati, Ze (2,4,3)-v lezi v ortogonalnim dopliku V.

Nas kol mizeme interpretovat tak, Ze hledame takovou linearni kombinaci a(1,3,-2)+b(1,1,-1), aby
byl vektor (2,4,3)-a(1,3,-2)-b(1,1,-1) kolmy na prostor V= < (1,3,-2) ,(1,1,-1) >. To muzZeme
ekvivalentné vyjadrit tak, Ze vektor (2,4,3)-a(1,3,-2)-b(1,1,-1) je kolmy na vektor (1,3,-2) i (1,1,-1)
a odtud dostavame soustavu rovnic

w((1,3,-2) ,(24,3)-a(1,3,-2)-b(1,1,-1)) = w((1,3,-2) ,(24,3)) - aw((1,3,-2) ,(1,3,-2)) - b.w((1,3,-2) ,

(1,1,-1)=0
w((1,1-1),(2,4.3)-a(13,-2)-b(1,1 ~1)) = w((1,1 1) , 2.4.3)) - a.w((1,1 -1 , (1,3,2)) - bw((1,1 -1) ,
(1,1,1)) = 0.

Tuto nehomogenni soustavu rovnic sepiSeme do matice a vyfeSime (jeji matice se Casto nazyva

Gramovou matici):
1468
63|3

Snadno zjistime, Ze a = 1 a b = -1, tedy ortogonélni projekce vektoru (2,4,3) na podprostor V je
(1 93’_2) B (1’1 7_1) = (0’2’_1)

12. Najdéte ortogondlni projekci vektoru (2,1,3,0) na podprostor U = <



13.

(1/v2,0,0,1/v2), (0,0,1,0), (0,1,0,0) > prostoru R* se standardnim skalarnim
souc¢inem w.

Ozna¢me u; = (1/V2,0,0,1/V2),u, = (0,0,1,0), u3 = (0,1,00) a v =(2,1,3,0). VSimnéme si, Ze (uy,
u,, u3) tvori ortonormélni bazi prostoru U. Hleddme-li stejnou metodou jako v predchozi uloze x,,
Xy, X3 tak, aby v - (x;u; + xu3 + x3u3) bylo kolmé na vSechny vektory wu;, kde i = 1,23, pak
dostavame, Ze x; = w(u;, v). Tedy zbyva dopocitat ortogonalni projekci:

w(uy, v) u; + w(u,, v) uz + w(us, v)uy =(1,0,0,1) + (0,0,3,0) + (0,1,0,0) = (1,1,3,1)

Najdéte vektor u z U a u' z ortogonalniho dopliku U tak, aby (1,2,4) = u + u', je-
li v =< (1,2,1), (2,1,-1) > podprostor vektorového prostoru R3 se standardnim
skalarnim soucinem w.

Postupujeme obdobné jako v prvnim piikladé. Tedy nejprve najdeme takovd redlnd x a y, aby
(124)-x.(12,1) - y.(2,1,-1) bylo kolmé na podprostor U, coZ vede k feSeni nehomogenni soustavy

s matici
w((1.2,1), (1,2,4)) 639
W((2,1,—1), (172’4)) B 3 6 0
Snadno spocitdme, Ze x =2 a'y = -1 a ortogondlni projekce vektoru (1,2,4) na podprostor U je u =
2(12,1)-1.2,1-1)=(0,33)au'=(124)-(0,3,3) =(1,-1,1).

w((1,2,1),(1,2,1)) w((1,2,1),(2,1,-1))
w((2,1,-1),(1,2,1)) w((2,1,-1),(2,1,-1))

Vlastni ¢isla a vlastni vektory

. Najdéte vsSechna vlastni ¢isla a vSechny jim pfislusné vlastni vektory linearniho

operatoru F na realném vektorovém prostoru R%2 s matici vzhledem ke kanonické bazi
Ky:

32
F =
[Flg2 6

Potfebujeme zjistit, pro kterd redlnd x (vlastni ¢isla) existuje nenulovy vektor v (vlastni vektor) tak,
7e F(v) = xv. To muzeme ekvivalentné vyjadrit ve tvaru (F-x.Id)(v) = 0, a v maticovém zapisu pro

libovolnou bazi B prostoru R? ve tvaru

([Flg - x.E) {v}gT = [(F-x.Id)]g{v}gT = {0}5T = (0.0)T.

Hledame tedy vSechna takovd x z R, pro nézZ existuje netrividlni feSeni homogenni soustavy rovnic
se Ctvercovou matici [(F-x.Id)]g. To nastdva pravé tehdy, kdyz je matice [F]g - x.E = [(F-x.Id)]g
singuldrni. Spoc¢itame tedy nejprve vlastni Cisla matice linearniho operatoru vzhledem k néjaké
pevné zvolené bazi (pfi tom nezalezi na volbé baze, ale je dileZité, abychom pocitali s matici
linearniho operatoru, tj. s matici daného linedrniho zobrazeni vzhledem k stejné bédzi v defini¢nim
oboru i oboru hodnot), v tomto ptipadé je nejjednodussi vzit matici [Flk,.

Ur¢ime charkteristicky polynom matice det([Flg,-xE)= (3-x)(6-x)-4 = x2-9x+14 = (x-2)(x-7).
Vlastni ¢isla matice [F]k, jsou tedy pravé kofeny charakteristického polynomu 2 a 7. Dédle budeme



postupné dosazovat do matice [F]g,-xE vypoctena vlastni Cisla a budeme hledat vlastni vektory
matice [Flg,, tedy nenulova feSeni homogennich soustav rovnic s maticemi, kterd tvofi pravé
souradnicové vektory vlastnich vektort operatoru F:

[Flg, - 2E = (12) [Flk, - 7E = ('4 2)
24 2 -1

Snadno zjistime, Ze vSechny nenulové ndsobky vektoru (-2,D)T jsou vlastnimi vektory matice [Flg»

ptislusnymi vlastnimu &islu 2 a vSechny nenulové ndsobky vektoru (1,2) jsou vlastnimi vektory
matice [F]g, prisluSnymi vlastnimu ¢islu 7.

Kone¢né mdme-li spocitané soufadnice vlastnich vektord [v]g, vzhledem ke kanonické bazi,

okamzité vidime, Ze mnoZzinu vSech vlastnich vektori prislusnych vlastnimu &islu 2 tvofi < (-2,1) >
- {(0,0)} a mnozinu vs$ech vlastnich vektori prislusnych vlastnimu ¢islu 7 tvori <(1,2) > - {(0,0)}.

74./94.

. Najdéte nad télesem Zg vSechna vlastni éisla a vSechny vlastni vektory matice
402
411

204

Nejprve hleddme kofeny polynomu (nad Zs) p(x) = det([Glgz-xI,) = 4x3+4x242. Prostym
dosazenim, zjistime, Ze p(1)=0 a p(2)=0, tedy vlastni ¢isla operdtoru H jsou pravé 1 a 2. Déle opét
feSime homogenni soustavy rovnic s matici M-11,, a M-21,:

302 202
M-1E=1] 401 M2E=1 441
203 202

Ziejm¢ napiiklad vektory (1,0,1) a (0,1,0) tvoii bazi podprostoru vlastnich vektort piislusnych
vlastnimu &islu 1 a vektor (1,3,4) tvoii bazi podprostoru vlastnich vektorl piislusnych vlastnimu
Cislu 2.

. Necht H je endomorfismus na vektorové prostoru R3 nad t&lesem readlnych ¢isel dany
predpisem H(x,y,z) = (x+2y+z, 2x-y+2z, -2y). Najdéte vSechna vlastni ¢isla a
podprostory generované vlastnimi vektory endomorfismu H.

S pomoci Véty 15.9 nahlédneme, Ze potfebujeme najit pravé vlastni ¢isla a vlastni vektory matice
endomorfismu vzhledem ke kanonické bazi. Nejprve tedy uré¢ime matici

121
[H]K3= 2-12
0-20



Nyni spoc¢itime obvyklym zplisobem vlastni ¢isla matice [H]gs (a tedy i endomorfismu H), tj.

kofeny polynomu det([H]k3-xI,,) = -x(x+1)(x-1). Mdme tfi riznd vlastni ¢isla 0, 1 a -1 na prostoru
dimenze 3, to znamena.

Zbyva ndm najit vlastni vektory tj. vSechna nenulovd feSeni homogennich soustav s maticemi:

121 021 221
[Hlg3-0E=| 2-12 [Hlgz-1E=| 2-2 2 [Hlgs+1E=[ 2 02
0-20 0-2-1 0-21

KaZzda z mnozin feSeni je jednodimenziondlni, tedy polozime-li Uy =< (1,0,-1)>,U_; =< (3,1,-2) >
aU; =< (-2,1,2) >, pak plati, Ze Ze H(u) = x.u pro vSechna u z U, a vSechna vlastni ¢isla x.

. UvaZujme endomorfismus H z p¥edchoziho p¥ikladu. Najdéte bazi B, viéi niZ ma
endomorfismus H diagonalni matici.

VSimnéme si, Ze vlastni vektory (1,0,-1), (3,1,-2), (-2,1,2) jsou linearné nezavislé vektory a proto
tvori bazi bazi, polozme B = ((1,0,-1), (3,1,-2), (-2,1,2)). Nyni zbyva nahlédnout, Ze

00 0
Hig={ 01 0
00-1

b

tj. matice [H]g vuci bazi sloZené z vlastnich vektort je diagondlni.

Nésledujici téma



