
Rozklady čtvercových matic (lin. transformaćı)

(J. Šotola)

1. rozklad a invariantńı báze

A bude označovat matici, kterou chceme rozložit.

1. Nalezneme charakteristický polynom jako det(A− λE).

2. Nalezneme vlastńı č́ısla λ1, . . . , λl jako kořeny charakteristického poly-
nomu.
Pozn.: l ≤ k, protože některá vlastńı č́ısla mohou být v́ıcenásobná.

3. Nalezneme matice B1 = A− λ1E, . . . , Bl = A− λlE.

4. Nalezneme minimálńı anuluj́ıćı polynom.

Matice Bi (”béčka“) odpov́ıdaj́ı jednotlivým kořenovým činitel̊um. Umoc-
ńıme je (vynásob́ıme se sebou samými) až na tolikátou, na kolikátou je
umocněn př́ıslušný kořenový činitel.
Jednotlivé mocniny ”béček“ mezi sebou násob́ıme a zjǐst’ujeme, zda dosta-
neme nulovou matici. Kombinaci, která ji tvoř́ı, odpov́ıdá anuluj́ıćı poly-
nom. Minimálńı anuluj́ıćı polynom je ten, který má nejmenš́ı mocniny.
Např.: pokud je charakteristický polynom matice A (typu 6× 6)

(3− λ)2(−1− λ)3(2− λ)

a vlastńı č́ısla jsme označili λ1 = 3, λ2 = −1 a λ3 = 2, pak zkouš́ıme mezi
sebou násobit matice B1, B2

1 , B2, B2
2 , B3

2 a B3.
Pokud je matice B2

1 ·B2
2 ·B3 nulová a B1 ·B2

2 ·B3, B2
1 ·B2 ·B3 ani B1 ·B2 ·B3

nulové nejsou, pak je minimálńı polynom

(3− λ)2(−1− λ)2(2− λ).

5. Nalezneme jádra mocnin ”béček“ odpov́ıdaj́ıćıch mocninám minimálńıho
polynomu.
Pokud budu pokračovat v našem předchoźım př́ıkladu, budu hledat jádra
matic B2

1 , B2
2 a B3.

Jádro matice hledám jako řešeńı homogenńı soustavy s touto matićı.

6. Nalezneme báze źıskaných jader.
Tyto vektory tvoř́ı tzv. invariantńı bázi.
Za parametry dosazujeme lineráně nezávisle kombinace hodnot. Vždy to-
lik kombinaćı, kolik je parametr̊u. Pro kontrolu: dohromady ze všech matic
muśıme źıskat tolik vektor̊u, jaká je velikost matice A (v našem př́ıkladu
6). Dále, dimenze (počet bázových vektor̊u) každého jádra muśı vyj́ıt to-
lik, jaká je mocnina odpov́ıdaj́ıćıho členu v charakterisktickém polynomu.
V našem př́ıpadě muśım źıskat 2 vektory z matice B2

1 , 3 vektory z matice
B2

2 a 1 z matice B3, dohromady tedy 6.
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7. Sestav́ıme matici přechodu T .

Bázové vektory źıskané v předchoźım bodu naskládáme do sloupc̊u matice
(vektory źıskané ze stejného ”béčka“ muśıme dát vedle sebe) a źıskáme tak
matici přechodu, kterou budeme značit T .

8. Převedeme matici A do invariantńı báze.

Nalezneme T−1 a výsledek źıskáme jako

A1 = T−1 ·A · T .

Jak má matice po 1. rozkladu vypadat?

V bodech 6 a 7 máme v́ıce správných možnost́ı, proto se výsledné ma-
tice (a invariantńı báze) mohou lǐsit. Jak tedy poznat, jestli je výsledek
správně?
Výsledná matice se muśı ”rozpadnout“ do blok̊u (menš́ıch čtvercových
matic) – každý blok bude odpov́ıdat jednomu vlastńımu č́ıslu a bude tak
velký, jaká je mocnina odpov́ıdaj́ıćıho činitele v charakteristickém poly-
nomu. Mimo tyto bloky muśı být pouze nuly a v bloćıch velikosti 1 je
samotné vlastńı č́ıslo.
V našem př́ıkladě by tedy matice po prvńım rozkladu mohla vypadat nějak
takto: 

a1,1 a1,2 0 0 0 0
a2,1 a2,2 0 0 0 0

0 0 a3,3 a3,4 a3,5 0
0 0 a4,3 a4,4 a4,5 0
0 0 a5,3 a5,4 a5,5 0
0 0 0 0 0 2


nebo takto: 

2 0 0 0 0 0
0 a2,2 a2,3 a2,4 0 0
0 a3,2 a3,3 a3,4 0 0
0 a4,2 a4,3 a4,4 0 0
0 0 0 0 a5,5 a5,6

0 0 0 0 a6,5 a6,6

 ,

pokud bychom v bodě 7 zvolili jiné pořad́ı bázových vektor̊u v matici
přechodu. Těchto možnost́ı je v́ıce, jediné co muśıme dodržet je, aby vek-
tory źıskané ze stejného ”béčka“ byly v T vedle sebe. Nenulové hodnoty
se budou lǐsit v závislosti na zvolených hodnotách parametr̊u v bodě 6.
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Jordan̊uv normálńı tvar matice

2. rozklad si vysvětĺıme opačně – nejprve si ukážeme, co máme źıskat, a to matici
v Jordanově normálńım tvaru.

Matice je v Jordanově normálńım tvaru, když má na hlavńı diagonále vlastńı
č́ısla a pod ńı (nebo nad ńı, ale jen jedno z toho) sem tam nějakou tu jedničku
a všude jinde nuly.
Jedničky pod (nebo nad) hlavńı diagonálou nav́ıc nemohou být tam, kde již
v prvńım rozkladu byly nuly – tedy nemohou ”spojovat“ bloky př́ıslušné r̊uzným
vlastńım č́ısl̊um. Takže už nyńı v́ıme, že Jordan̊uv normálńı tvar matice z našeho
př́ıkladu bude vypadat takto:

3 0 0 0 0 0
a2,1 3 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0
0 0 a4,3 −1 0 0
0 0 0 a5,4 −1 0
0 0 0 0 0 2


nebo takto: 

2 0 0 0 0 0
0 −1 a2,3 0 0 0
0 0 −1 a3,4 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 0 3 a5,6

0 0 0 0 0 3

 ,

pokud bychom chtěli jedničky nad hlavńı diagonálou. Možnost́ı je opět v́ıce.
Naš́ım úkolem v 2. rozkladu bude tedy ”pouze“ zjistit, zda prvky a2,1, a4,3 a a5,4

(nebo a2,3, a3,4 a a5,6) jsou jedničky nebo nuly.

2. rozklad, Jordan̊uv normálńı tvar a Jordanova báze

A bude opět označovat matici, kterou chceme rozložit.

1.-4. Provedeme kroky 1.-4. z 1. rozkladu.

5. Nalezneme jádra mocnin ”béček“. V tomto př́ıpadě však budu hledat
jádra mocnin ”béček“ menš́ıch nebo rovných odpov́ıdaj́ıćım mocninám
minimálńıho polynomu.

Pokud budu opět pokračovat v předchoźım př́ıkladu, budu hledat jádra
matic B1, B2

1 , B2, B2
2 a B3.

6. Nalezneme báze źıskaných jader.

7. Nalezneme Jordanovu bázi.

Následuj́ıćı postup provád́ıme pro každé ”béčko“ zvlášt’.
Z báze jádra nejvyšš́ı mocniny ”béčka“ (např. B2

2) vezmeme tolik vek-
tor̊u, abychom bázi jádra stejného ”béčka“ o jednu mocninu menš́ı (tedy
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v našem př́ıpadě B2) doplnili do počtu mocniny vyšš́ı (tedy B2
2). Obsahuje-

li báze jádra B2
2 vektory v1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0), v2 = (0, 0, 0, 1,−1, 0) a v3 =

(0, 0, 0, 1, 0, 1) a báze B2 vektory v′1 = (0, 0, 1, 0, 0, 0) a v′2 = (0, 0, 0, 1, 0, 1)
doplńıme jeden vektor. Ten můžeme libovolně zvolit, pokud bude lineárně
nezávislý. V našem př́ıpadě to může být jen v2, protože ostatńı dva jsou
nejen lineárně závislé, ale dokonce totožné. Označme ho j1 = v2, protože
to je prvńı vektor hledané Jordanovy báze.
Podobný postup nyńı zopakujeme s mocninami o jedna nižš́ı (tedy B2 a
B0

2). Jádro B2 má v bázi 2 vektory (v′1 a v′2), jádro B0
2 má bázi prázdnou, je

tedy potřeba doplnit vektory 2. Prvńı z nich ale už muśı být j2 = B2 ·j1 =
(0,−3, 0,−1, 0, 1), druhý můžeme zvolit libovolně (lineárně nezávisle) –
třeba j3 = v′1. (Pokud bychom už měli v́ıce vektor̊u z Jordanovy báze,
museli bychom nejdř́ıv použ́ıt je stejně jako j1.)
Jakmile dosáhneme mocniny 0, skonč́ıme. Celkově muśıme z každého ”béčka“
źıskat tolik vektor̊u Jordanovy báze, na kolikátou je umocněn př́ıslušný
člen v charakteristickém polynomu. Tedy 3 z B2, 2 zB1 a 1 z B3.

8. Sestav́ıme matici přechodu T .
Vektory Jordanovy báze naskládáme do sloupc̊u matice (vektory źıskané ze
stejného ”béčka“ a vektory źıskané vynásobeńım béčkem z jiných vektor̊u
muśıme dát vedle sebe) a źıskáme tak matici přechodu, kterou budeme
značit T .

9. Převedeme matici A do Jordanovy báze.
Nalezneme T−1 a výsledek źıskáme jako

AJNT = T−1 ·A · T .

8.-9. Mı́sto krok̊u 8. a 9., které jsou poměrně časově náročné můžeme Jordan̊uv
normálńı tvar matice ”uhádnout“ z toho, jak jsme źıskali Jordanovu
bázi. Vektor̊um, které jsou ”spojeny“ násobeńım ”béčkem“odpov́ıdá jeden
blok, ostatńım daľśı. V našem př́ıpadě se blok př́ıslušný vlastńımu č́ıslu -1
rozpadne na dva, jeden velikosti 2 pro j1 a j2 (protože j2 = B2 ·j1) a jeden
velikosti 1, pro j3.
Tuto skutečnost můžeme zachytit v následuj́ıćım diagramu:

j1
B2· ↓

j2 j3

nebo jednoduššeji:
•
↓
• •

Na základě tohoto můžeme tedy ř́ıct, že Jordan̊uv normálńı tvar naš́ı ma-
tice by vypadal takto (stále zbývá doplnit a2,1):

3 0 0 0 0 0
a2,1 3 0 0 0 0

0 0 −1 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 2

 .
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Řešený př́ıklad

Bud’ matice

A =


3 1 0 0 0 0
1 3 0 1 1 −1
−1 −1 −1 3 6 −3
0 0 0 −1 −1 0
0 0 0 0 −1 0
1 1 0 −3 −4 2

 .

Ukažme si jej́ı 1. i 2. rozklad.

1. Nejprve potřebujeme nalézt charakteristický polynom. Determinant bu-
deme poč́ıtat Laplaceovým rozvojem:∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

3− λ 1 0 0 0 0
1 3− λ 0 1 1 −1
−1 −1 −1− λ 3 6 −3
0 0 0 −1− λ −1 0
0 0 0 0 −1− λ 0
1 1 0 −3 −4 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |podle 5. řádku| =

= (−1−λ)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 0 0 0

1 3− λ 0 1 −1
−1 −1 −1− λ 3 −3
0 0 0 −1− λ 0
1 1 0 −3 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= |podle 4. řádku| =

= (−1− λ)2

∣∣∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 0 0

1 3− λ 0 −1
−1 −1 −1− λ −3
1 1 0 2− λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = |podle 3. sloupce| =

= (−1− λ)3

∣∣∣∣∣∣
3− λ 1 0

1 3− λ −1
1 1 2− λ

∣∣∣∣∣∣ = |Sarrusovo pravidlo| =

(−1−λ)3((3−λ)2(2−λ)−1 + (3− λ)− (2− λ)︸ ︷︷ ︸
=0

) = (−1−λ)3(3−λ)2(2−λ)

2. Charakteristický polynom nám již vyšel rozložený na kořenové činitele
(všimněte si, že jsme neroznásobovali, byt’ to bylo d́ılo št’astné náhody).
Takže můžeme snadno určit vlastńı č́ısla:

λ1 = 3, λ2 = −1 a λ3 = 2.

(Označeńı jsem zvolil tak, aby bylo shodné s označńım z návodu.)
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3. B1 =


0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 −1
−1 −1 −4 3 6 −3
0 0 0 −4 −1 0
0 0 0 0 −4 0
1 1 0 −3 −4 −1

B2 =


4 1 0 0 0 0
1 4 0 1 1 −1
−1 −1 0 3 6 −3
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 −3 −4 3



B3 =


1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 −1
−1 −1 −3 3 6 −3
0 0 0 −3 −1 0
0 0 0 0 −3 0
1 1 0 −3 −4 0


4. Nyńı budeme násobit mezi sebou matice B1, B2

1 , B2, B2
2 , B3

2 a B3 (protože
člen s λ1 = 3 je v charakteristickém polynomu umocněn na druhou, člen
s λ2 na třet́ı a člen s λ3 na prvou.

C1 = B1 ·B2 ·B3 =


4 4 0 4 4 −4
0 0 0 0 0 0
−4 −4 0 −4 32 4
0 0 0 0 −12 0
0 0 0 0 0 0
4 4 0 4 −8 −4

 6= 0

C2 = B2
1 ·B2 ·B3 = B1 · C1 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −144 0
0 0 0 0 48 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 48 0

 6= 0

C3 = B1 ·B2
2 ·B3 = B2 · C1 =


16 16 0 16 16 −16
0 0 0 0 0 0
−16 −16 0 −16 −16 16

0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
16 16 0 16 16 −16

 6= 0

B2
1 ·B2

2 ·B3 = B2 · C2 = B1 · C3 =


0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 = 0

Takže minimálńı polynom je (3 − λ)2(−1 − λ)2(2 − λ) a dál nás budou
zaj́ımat pouze matice B2

1 , B2
2 a B3.

Všimněte si také, že ač obecně násobeńı matic neńı komutativńı, tak
násobeńı ”béček“ je! (Zkuste přij́ıt na to proč.)
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5. Nalezeneme jádra matic B2
1 , B2

2 a B3.

B2
1 =


1 0 0 1 1 −1
−1 0 0 −1 −1 1
0 0 16 −16 −40 16
0 0 0 16 8 0
0 0 0 0 16 0
0 0 0 16 24 0

 ∼


1 0 0 1 1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 2 −2 −5 2
0 0 0 2 1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 2 3 0

 ∼

∼


1 0 0 1 0 −1
0 0 2 −2 0 2
0 0 0 2 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 2 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 −1
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Řešeńım je tedy x1 = t, x2 = s, x3 = −t, x4 = 0, x5 = 0 a x6 = t pro
t, s ∈ R.

B2
2 =


17 8 0 1 1 −1
7 16 0 7 7 −7
−8 −8 0 8 8 −8
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
8 8 0 −8 −8 8

 ∼


0 −9 0 18 18 −18
0 9 0 14 14 −14
1 1 0 −1 −1 1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ∼

∼


1 1 0 −1 −1 1
0 1 0 −2 −2 2
0 0 0 32 32 −32
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 −1
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Řešeńım je tedy x1 = 0, x2 = 0, x3 = r, x4 = t − s, x5 = s a x6 = t pro
t, s, r ∈ R.

B3 =


1 1 0 0 0 0
1 1 0 1 1 −1
−1 −1 −3 3 6 −3
0 0 0 −3 −1 0
0 0 0 0 −3 0
1 1 0 −3 −4 0

 ∼


1 1 0 0 0 0
0 0 0 1 1 −1
0 0 −3 3 6 −3
0 0 0 −3 −1 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 −3 −4 0

 ∼

∼


1 1 0 0 0 0
0 0 1 −1 −2 1
0 0 0 1 1 −1
0 0 0 0 2 −3
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 −3 0

 ∼


1 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1
0 0 0 0 0 0


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Řešeńım je tedy x1 = −t, x2 = t, x3 = 0, x4 = 0, x5 = 0 a x6 = 0 pro
t ∈ R.

6. Sestavme jednotlivé vektory a zvolme vhodné parametry.
Pro vektor (t, s,−t, 0, 0, t) źıskaný z B2

1 zvoĺıme parametry t = 1, s = 0 a
t = 0, s = 1 a źıskáme vektory invariantńı báze: v1 = (1, 0,−1, 0, 0, 1) a
v2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0).
Pro vektor (0, 0, r, t − s, s, t) źıskaný z B2

2 zvoĺıme parametry t = 1, s =
0, r = 0; t = 0, s = −1, r = 0 a t = 0, s = 0, r = 1 a źıskáme vektory invari-
antńı báze: v3 = (0, 0, 0, 1, 0, 1), v4 = (0, 0, 0, 1,−1, 0), v5 = (0, 0, 1, 0, 0, 0).
A konečně pro vektor (−t, t, 0, 0, 0, 0) źıskaný z B3 zvoĺıme parametr t =
−1 a źıskáme posledńı vektor invariantńı báze v6 = (1,−1, 0, 0, 0, 0).
Invariantńı bázi tedy tvoř́ı vektory (1, 0,−1, 0, 0, 1), (0, 1, 0, 0, 0, 0), (0, 0,
0, 1, 0, 1), (0, 0, 0, 1,−1, 0), (0, 0, 1, 0, 0, 0), (1,−1, 0, 0, 0, 0).

7. Vektory invariantńı báze dáme do sloupc̊u matice přechodu:

T =


1 0 0 0 0 1
0 1 0 0 0 −1
−1 0 0 0 1 0
0 0 1 1 0 0
0 0 0 −1 0 0
1 0 1 0 0 0

 .

8. Nalezneme T−1:
1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
−1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0 0 1 0
1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 1

 ∼

∼


1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0
0 0 1 0 0 −1 −1 0 0 0 0 1

 ∼

∼


1 0 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 −1

 ∼
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∼


1 0 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 1
0 1 0 0 0 0 1 1 0 1 1 −1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 −1 −1 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 −1


A nyńı už stač́ı jen ”obnásobit“ p̊uvodńı matici.

A1 = T−1 ·A · T =


3 1 0 0 0 0
0 3 0 0 0 0
0 0 −1 1 0 0
0 0 0 −1 0 0
0 0 0 −3 −1 0
0 0 0 0 0 2


Pod́ıvejme se nyńı na 2. rozklad téže matice A.

1.-4. Z 1. rozkladu jsme již źıskali charakteristický polynom (3−λ)2(−1−λ)3(2−
λ), vlastńı č́ısla λ1 = 3, λ2 = −1 a λ3 = 2, matice B1, B2 a B3, viz výše
a minimálńı polynom (3− λ)2(−1− λ)2(2− λ).

5. Minimálńı polynom nám ř́ıká, že budeme potřebovat jádra matic B0
1 , B1,

B2
1 , B0

2 , B2, B2
2 , B0

3 a B3.
Jádra matic B2

1 , B2
2 a B3 jsme spoč́ıtali již u prvńıho rozkladu. Jsou to po

řadě vektory tohoto tvaru (t, s,−t, 0, 0, t), (0, 0, r, t−s, s, t), (−t, t, 0, 0, 0, 0).
Rovněž jádra matic na nultou neńı těžké źıskat, je to vždy pouze vektor
(0, 0, 0, 0, 0, 0), takové jádro má prázdnou bázi. Zbývá nám tedy nalézt
pouze jádra matic B1 a B2.

B1 =


0 1 0 0 0 0
1 0 0 1 1 −1
−1 −1 −4 3 6 −3
0 0 0 −4 −1 0
0 0 0 0 −4 0
1 1 0 −3 −4 −1

 ∼


1 0 0 1 1 −1
0 1 0 0 0 0
0 −1 −4 4 7 −4
0 0 0 −4 −1 0
0 0 0 0 1 0
0 1 0 −4 −5 0

 ∼

∼


1 0 0 1 0 −1
0 1 0 0 0 0
0 0 −4 4 0 −4
0 0 0 −4 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 −4 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 −1
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0


Řešeńım je tedy x1 = t, x2 = 0, x3 = −t, x4 = 0, x5 = 0, x6 = t pro t ∈ R.
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Jádro B2:

B2 =


4 1 0 0 0 0
1 4 0 1 1 −1
−1 −1 0 3 6 −3
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 0
1 1 0 −3 −4 3

 ∼


1 4 0 1 1 −1
0 −15 0 −4 −4 4
0 3 0 4 7 −4
0 0 0 0 1 0
0 −3 0 −4 −5 4
0 0 0 0 0 0

 ∼

∼


1 4 0 1 0 −1
0 3 0 4 0 −4
0 0 0 16 0 −16
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0

 ∼


1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 −1
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0


Řešeńım je tedy x1 = 0, x2 = 0, x3 = s, x4 = t, x5 = 0, x6 = t, pro s, t ∈ R.

6. Stejně jako jádra samotná i báze jader B2
1 , B2

2 a B3 jsme již spoč́ıtali
u 1. rozkladu. Pro přehlednost je tu oṕı̌seme.
Pro B2

1 to byly vektory v1 = (1, 0,−1, 0, 0, 1) a v2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0).
Pro B2

2 to byly vektory v3 = (0, 0, 0, 1, 0, 1), v4 = (0, 0, 0, 1,−1, 0) a v5 =
(0, 0, 1, 0, 0, 0).
A pro B3 to byl vektor v6 = (1,−1, 0, 0, 0, 0).
Zbývá tedy dopoč́ıtat báze jader matic B1 a B2, nulté mocniny matic
maj́ı, jak už jsme zjistili o krok dř́ıve, bázi prázdnou.
Pro vektor (t, 0,−t, 0, 0, t) źıskaný z B1 zvoĺıme parametr t = 1 a źıskáme
tak vektor v′1 = (1, 0,−1, 0, 0, 1).
Pro vektor (0, 0, s, t, 0, t) źıskaný z B2 zvoĺıme parametry t = 1, s = 0 a t =
0, s = 1 a źıskáme tak vektory v′2 = (0, 0, 0, 1, 0, 1) a v′3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0).

7. Tento krok je třeba dělat pro každé ”béčko“ zvlášt’. Začněme tedy třeba
matićıB1 (a jej́ımi mocninami). Vezmeme báze jaderB2

1 aB1 (dvě nejvyšš́ı
mocniny s ohledem na minimálńı polynom). V bázi (jádra) B2

1 jsou dva
vektory – v1 a v2, zat́ımco v bázi B1 pouze jediný – v′1. Proto vezmeme
jeden vektor z báze B2

1 , který je lineárně nezávislý s v′1 a označ́ıme ho j1,
protože to je 1. vektor hledané Jordanovy báze. V našem př́ıpadě vyhovuje
pouze v2, protože v1 je nejen lineárně závislý s v′1, ale dokonce totožný.
Plat́ı tedy j1 = v2 = (0, 1, 0, 0, 0, 0).
Vezměme nyńı matice B1 a B0

1 , prvńı má jeden bázový vektor (v′1) a
druhá žádný. Je tedy potřeba doplnit jeden vektor. Nyńı ale muśıme dát
přednost vektoru B1 ·j1 před samotným v′1. Doplněný vektor označ́ıme j2,
jedná se o druhý vektor Jordanovy báze. Źıskáváme tedy j2 = B1 · j1 =
(1, 0,−1, 0, 0, 1). Shodou okolnost́ı vyšel samotný v′1, ale obecně může vyj́ıt
libovolný s ńım lineárně závislý vektor.
Pokračujme s matićı B2. Vezměme obdobně báze B2

2 a B2. V bázi B2
2 jsou

vektory tři a v bázi B2 dva. Doplněńım báze B2 tedy źıskáme pouze jeden
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vektor Jordanovy báze, označme ho j3. Podobně jako u B1, můžeme i tady
doplnit pouze vektor v4, protože v3 i v5 jsou s vektory v′2 a v′3 lineárně
závislé. Źıskáváme tedy j3 = v4 = (0, 0, 0, 1,−1, 0).
Dále vezmeme nižš́ı mocniny B2, a to B2 a B0

2 . B2 má dva bázové vektory
a B0

2 žádný, źıskáme tedy dva vektory (j4 a j5) Jordanovy báze. Nejprve
muśıme opět doplnit vektor j4 = B2 · j3 = (0, 0,−3, 1, 0, 1). Všimněte si,
že j4 je lineárně závislý (ve trojici) s bázovými vektory B2 – v′2 a v′3, ale
ve dvojici je s libovolným z nich nezávislý.
Zbývá nám doplnit ještě jeden vektor, nyńı to může být libovolný z v′2 a v′3,
protože každý z nich je (sám), jak už bylo řečeno, s j4 lineárně nezávislý.
Zvolem si proto ”jednodušš́ı“ z nich – j5 = v′3 = (0, 0, 1, 0, 0, 0).
Zbývá nám posledńı ”béčko“ a posledńı vektor Jordanovy báze. Báze B3

(nebereme vyšš́ı mocninu, protože neńı ani v minimálńım polynomu) má
jen jeden vektor – v6. Báze B0

3 nemá žádný vektor, chceme a můžeme
doplnit jen jeden vektor – j6 = v6 = (1,−1, 0, 0, 0, 0).

8. Vektory j1, . . . , j6 naskládáme do sloupc̊u matice přechodu.

T =


0 1 0 0 0 1
1 0 0 0 0 −1
0 −1 0 −3 1 0
0 0 1 1 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 1 0 1 0 0


9. Nelezneme T−1.

0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
1 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
0 −1 0 −3 1 0 0 0 1 0 0 0
0 0 1 1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1

 ∼

∼


1 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 −3 1 1 1 0 1 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 1 0 −1 −1 0 0 0 0 1

 ∼

∼


1 0 0 0 0 −1 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 1 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 1 1 0 1 3 3 0
0 0 0 0 0 −1 −1 0 0 −1 −1 1

 ∼
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∼


1 0 0 0 0 0 1 1 0 1 1 −1
0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 −1 1
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 1 1 0
0 0 0 0 1 0 0 0 1 2 2 1
0 0 0 0 0 1 1 0 0 1 1 −1


A nyńı už jen stač́ı ”obnásobit“p̊uvodńı matici A.

AJNT = T−1 ·A · T =


3 0 0 0 0 0
1 3 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 2


8.-9. Mı́sto poč́ıtáńı inverzńı matice přechodu a následné podobnostńı transfor-

mace matice A (”obnásobeńı“) lze použ́ıt následuj́ıćı trik.
Všimneme si, jak jsme źıskali Jordanovu bázi. Vektor j1 jsme si zvolili (za
dodržeńı určitých podmı́nek), vektor j2 jsme dostali jako B1 · j1. Vektor
j3 jsme si opět zvolili a j4 dostali jako B2-násobek j3 podboně jako tomu
bylo u j2. Vektory j5 a j6 jsme si opět zvolili.
Toto můžeme zapsat do diagramu, s několika sloupci, kde na vrchu sloupce
budou vždy zvolené bázové vektory a od nich povedou šipky dol̊u k jejich
B-násobk̊um (v našem př́ıpadě B1 nebo B2). Náš diagram by tedy vypadal
takto:

j1 j3
B1· ↓ B2· ↓

j2 j4 j5 j6

což můžeme zjednodušit, když vynecháme násobeńı ”béčky“ a mı́sto ”jéček“naṕı̌seme
jen tečky.

• •
↓ ↓
• • • •

Tento diagram nám ř́ıká, ž v AJNT budou nejprve dva bloky velikosti 2
(dvě tečky ve sloupečku) a pak dva bloky velikosti 1. Je třeba si také
dát pozor, kterým vlasnt́ım č́ısl̊um které bloky nálež́ı (at’ v́ıme, co je na
diagonále). Prvńı sloupeček př́ısluš́ı matici B1 a tedy vlastńımu č́ıslu λ1 =
3, druhé dva nálež́ı B2 a λ2 = −1 a třet́ı nálež́ı B3 a λ3 = 2.
Nyńı už stač́ı sestavit matici.

AJNT =


3 0 0 0 0 0
1 3 0 0 0 0
0 0 −1 0 0 0
0 0 1 −1 0 0
0 0 0 0 −1 0
0 0 0 0 0 2


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