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9. piednagka, 25. 11. 2025

7.2. Svazové usporadané mnoziny a svazy

Definice 7.2.1. Usporadand mnozina je svazové uspordadand, jestlize kazda jeji dvou-
prvkova podmnozina mé infimum i supremum.

Kazd4a kone¢néd podmnozina svazové uspoiadané mnoziny ma infimum i supremum.
Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),C) svazové usporadand mnozina,
pficemz pro libovolné YV, Z € P(X) inf{Y,Z} =Y NZ asup{¥,Z} =Y U Z.

(2) (N,|) je svazové uspordadand mnozina, pricemz inf{z, y} je nejvétsi spoleény délitel
¢isel x,y, sup{z,y} je nejmensi spole¢ny néasobek ¢isel z, y.

(3) ({1,3,5,6,9,10,12},|) neni svazové uspofadand mnozina.

(4) Kazdy fetézec je svazové usporadand mnozina, pricemz inf{x,y} = min{x,y} je
mensi z prvka z,y, sup{z,y} = max{z,y} je vétsi z prvku z,y. O

Definice 7.2.2. Mnozina X se dvéma binarnimi operacemi A a V je svaz, jestlize pro
kazdé x,y, z € X plati

TNy =yANz, rVy=yVuz, (komutativita A a V)
(xAy)ANz=xzAN(yAz), (xVyVz=xV(yVz), (asociativita A a V)
zA(yVe)=uw, zV(yNz)=uwm. (zdkon absorpce)

Binarni operace A je prisek, binarni operace V je spojend.

Piiklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X mnozina P(X) s operacemi N a U je svaz.

(2) Mnozina N s operacemi D a N, kde x D y je nejvétsi spoleény délitel ¢isel x,y a x Ny
je nejmensi spoleény nésobek ¢&isel z, y, je svaz.

(3) Mnozina R s operacemi min a max je svaz.

(4) Mnozina {0, 1} pravdivostnich hodnot s operacemi konjunkce a disjunkce je svaz.

Tvrzeni 7.2.1. Bud (X, A,V) svaz. Pro libovolné v € X plati

r A==z, xVar=ux. (idempotentnost A a V)
Diikaz.

TANT = (zdkon absorpce)
=zA(zV(yAz)) = (komutativita V)
=zAN((yANz)Vz)= (zdkon absorpce)
= .

Druhou ¢ast tvrzeni nechdme jako cviceni. O

Ve svazové usporadané mnoziné X pro kazdé x,y existuji inf{x, y} a sup{z,y} a jsou
jednozna¢né urcena, proto muzeme na X definovat binarni operace A a V:
x Ay :=inf{z,y}, zVy:=sup{z,y}.

Podle nésledujiciho tvrzeni kazdé svazové usporadand mnozina s témito operacemi je
svaz.
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Tvrzeni 7.2.2. Svazové uspotrddand mmnozZina X s bindrnimi operacemi N, x Ny =
inf{z,y}, a vV, x Vy =sup{x,y}, je svaz.

Dikaz. Cviceni.

Asociativita V: Navod: Ukazte, ze x V (y V z) = sup{z,y,z} = (x Vy) V z. O
Cviceni. Dokazte, ze x1 V 2o V -+ V x,, = sup{x1,x2,...,x,}. (Vlevo nezilezi na
uzavorkovani). O

Podle nasledujiciho tvrzeni kazdy svaz je svazové usporadand mnozina.

Tvrzeni 7.2.3. Bud (X,A,V) svaz.
(1) Polozme x <, y prdvé tehdy, kdyz x Ny = x. Pak <, je uspordaddni na X.
(2) Poloime x <y y prdvé tehdy, kdyz x vV y =y. Pak <y je uspordaddni na X.
(3) Usporddani < je shodné s usporadinim <y a (X, <a) je svazové usporddand
mmnozina, pricemz
inf{z,y} =z Ay, sup{z,y}=zVy.

Dukaz. Cviceni. d

Svazy 1 svazové usporadané mnoziny tedy muzeme chépat jak jako algebraické struk-
tury tak jako uspoifddané mnoziny. Usporadani totiz jednoznacéné urcuje algebraickou
strukturu a algebraickd struktura zase jednoznacné urcuje usporadani.

Bud (X, A,V) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzdjemné
zdméné A a V, proto (X, V,A) je také svaz. Nazyva se dudini svaz a znaci se X*

Cviceni. Ovéite, ze dudlni svaz ma dualni usporadani. O

Tvrzeni 7.2.4. Bud X svaz. Pro kazdé x,a,b € X plati
(i) jestlize a < b, pak a Nz < b A x;
(ii) jestlize a <b, pak aV x <bV x;
(iii) jestlize x < a, x < b, pak x < a A b;
(iv) jestlize x > a, © > b, pak x > a V b.

Diikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, nacez (aAx) A (bAx) =aAbAx = aAx;odtud

tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviceni). O

Obsahuje-li podmnozina svazu v8echna infima a suprema vSech dvojic svych prvku,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X, A, V) je podmnozina Y C X takova, ze pro kazdé
zyeYplatizAyeY axVyeY.

Priklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:
X o Y

O/o O O O/O\O
\ N
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Cviceni. (1) Kazdd podmnozina fetézce je podsvaz.

(2) Kazdd podmnozina svazu, ktera je fetézcem, je podsvaz. O

Podmnozina svazu muze byt svazem vzhledem k indukovanému usporddani, aniz by
byla podsvazem.

Piiklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, kterd je svazem, ale neni podsvazem.

VAN
N

Supremum x Vy y v Y je ruzné od suprema xz Vx y v X. O

7.3. Uplné svazy

‘Deﬁnice 7.3.1. Svaz je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Piiklad. (1) Kazdy koneény svaz je iplny a plati inf{x1, zo,...,2,} = z1AZ2A. . Ay,
sup{x1,xo,...,Tpn} =x1 Va2 V...V Ip.
(2) Svaz (P(M),<C) je uplny. Infima jsou pruniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) nenf tplny. Schézi napiiklad supremum celé mnoziny N. O

Kazdy uplny svaz ma nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeni 7.3.1. Bud X usporddand mnoZina, jejiz kazdd podmnoZina md infimum. Pak
X je uplny svaz.

Dikaz. Staci ukdzat, 7ze kazdd podmnoZina mé supremum. Bud Y C X. Oznaé¢me Z
mnozinu vSech hornich zavor mnoziny Y a polozme s = inf Z. Dokazme, ze s = supY.
Kazdy prvek mnoziny Z je horni zdvora mnoziny Y, takze kazdy prvek mnoziny Y
je dolni zdvora mnoziny Z. Jelikoz s je nejvétsi dolni zdvora mnoziny Z, tak y < s pro
kazdé y € Y, ¢ili s je zaroven horni zdvora mnoziny Y. A kdyz s € Z a soucasné s je
(nejvetsi) dolni zdvora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny Z, ¢ili nejmensi horni
zdvora mnoziny Y. O

Priklad. Predpoklad, ze kazda (i prdzdnd) podmnozina mnoziny X m4 infimum, zna-
mend, ze X mé nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni dplny svaz, prestoze kazda ne-
prdzdnd podmnozina mé infimum. O

Piiklad. Budte G grupa a P(G) mnozina vsech podgrup grupy G. Pak (P(G), Q) je
uplny svaz.

Bud {A4,|. € I} C P(G), tedy néjaky systém podgrup grupy G. Potom (1,.; 4, je
také podgrupa (cviceni), kterd je zaroven inf{A,|. € I} (cviceni). Podle predchoziho
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tvrzeni je (P(G), <) tplny svaz. Proto existuje i sup{A4, |t € I} a je to prunik vSech
podgrup, které obsahuji vSechny podgrupy A,.

Piiklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické struk-
tury. ]

Cviceni. Ozna¢me FE(X) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Protoze
E(X) € P(X x X), vznikd na E(X) indukované usporadani. Dokazte, ze E(X) je
uplny svaz. O
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8. HOMOMORFISMY

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. Bud'te (X, *,ex, '), (Y, o,ey, ') grupy. Zobrazeni f: X — Y je
homomorfismus grup, jestlize
(i) pro kazdé x1,x2 € X plati f(z1 xx2) = f(z1) ¢ f(x2),

(i) flex) = ey,
(iii) pro kazdé x € X plati f(z~1) = (f(x))~L

Znacise f: (X, x,ex, 1) — (Y, o,ey, 1.

Priklad. (1) fo: (Z, +,0,—) — (Z, +,0,—), n — 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud X grupa, X faktorové grupa. Potom zobrazeni X — X, z — [z] (faktorova
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Budte X ={0,1,2,3} aY ={0,1} s bindrnimi operacemi + takovymi, ze

+]/0 1 2 3

0/0 1 2 3 +10 1

111 2 3 0 a 00 1

212 3 01 111 0

313 01 2
Potom mnoziny X a Y s témito operacemi jsou grupy. Zobrazeni X — Y, 0~ 0,1+ 1,
2+— 0, 3 — 1, je homomorfismus téchto grup. O

Tvrzeni 8.1.1. Bud'te (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, ') grupy. Bud f: X — Y zobrazeni
takové, Ze pro kazdé x1,xe € X plati f(x1*xx2) = f(x1)o f(x2). Pak f je homomorfismus
g?"’U/p (X7 *7€X7 71) —> (Y7 <>7 6Y7 71)'

Dukaz. Podminka (i) z definice homomorfismu grup je podle predpokladu splnéna.
Ukazme, ze f(ex) = ey.

flex) = flex)oey =
= flex)o flex) o (flex)) ™' =
= flex xex)o(flex)) ™ =
= flex)o (flex) ™ =
=ey.

Ukazme, ze f(z~') = (f(x))~! pro kazdé = € X.
f@™)o f(z) = fz™" x ) = flex) = ey,
J@)o f@™) = [z +a™Y) = flex) = ev
Takze f(z~!) je inverze k f(z). O

Cviéeni. Bud f: X — Y homomorfismus grup. Ozna¢me

Im f = {f(z) |2 € X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. 0
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Tvrzeni 8.1.2. Budte f: X =Y a g: Y — Z homomorfismy grup. Pak jejich sloZeni
go f: X — Z je homomorfismus grup.

Diikaz. Bud'te (X, *,ex, ), (Y, o,ey, 1), (Z, -,ez, ') grupy. Pro kazdé z1,20 € X
plati

= (g0 f)(x1) - (go f)(x2).
Zbytek vyplyvé z predchoziho tvrzeni. d

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivni homomorfismus grup je izomorfismus grup. ‘

Tvrzeni 8.1.3. Bud f: X — Y izomorfismus grup. Pak f~':Y — X je izomorfismus
grup.

Diikaz. Bud'te (X, x,ex, 1), (Y, o,ey, ') grupy. Inverzni zobrazeni je bijektivni. Pro
libovolné y1,y2 € Y oznaéme x1 = f~1(y1) a 20 = f~(y2). Takze f(x1) = y1 a f(x2) =
1j2. Potom

FHyroye) = fH(f(@n) o fla2)) = fH(fzrx w2)) = 21 % g =
= 7 y) * 7 (w2)-
Zbytek vyplyva z Tvrzeni 8.1.1. O

Priklad. (1) Kazda identita je izomorfismus.
(2) Ozna¢me Ry mnozinu viech kladnych redlnych é&fsel. Pak (Ry,-,1,71) je grupa
(cviceni). Zobrazenf exp: (R, +,0,—) — (R4, -, 1,71, 2 = e je homomorfismus grup,
protoze pro libovolnd x,y € R plati exp(x + y) = ¥ = e%e¥ = (expz) - (expy). Tento
homomorfismus je bijektivni, tedy i izomorfismus.

Inverzni izomorfismus je logaritmus

In: (R-i-a '717_1) - (R7 +707_)' O

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus X — Y.
Zapisujeme X =Y.

Tvrzeni 8.1.4. Pro libovolné grupy X, Y, Z plati
(i) X =2 X (reflezivita),
(ii) jestlize X 2Y, pak' Y = X (symetrie),
(iii) jestlize X =Y oY = Z, pak X = Z (tranzitivita).

Dukaz. Cviceni. O

Piiklad. (R, +,0,—) = (R, -,1,7!). Pro libovolné a € R, ,a # 1, zobrazeni R — R,
x> a® je izomorfismus (R, +,0,—) — (R, -, 1,71). Ovéite. O

Cviceni. Bud h: X — Y homomorfismus grup.
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(1) Ukazte, ze relace ~ zadand predpisem
T ~ X9 &= h(xl) = h(.%’g)
je kongruence na grupé X.

(2) Ukazte, ze faktorovd grupa X podle kongruence ~ je izomorfni podgrupé Im h.
Névod: X — Imh, [z] — h(x). O

8.2. Homomorfismy a izomorfismy poli

Definice 8.2.1. Bud'te P, Q pole. Zobrazeni f: P — Q je homomorfismus poli, jestlize

(i) pro kaidé p1,p2 € P plati f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
f(0) =
(iii) pro kazde p € P plati f(—p) = —f(p),

ii)
i)

(Wi pEO)kazde p1,p2 € P plati f(p1-p2) = f(p1) - f(p2),
)

(vi) pro kazdé p € P, p # 0, plati f(p~!) = (f(p)) >~

O zobrazenich poli plati nasledujici tvrzeni obdobné Tvrzeni 8.1.1 o zobrazenich grup.

Tvrzeni 8.2.1. Bud'te P,Q pole. Bud' f: P — Q zobrazeni takové, Ze pro kazdé p1,ps €
P plati
(i) f(p1+p2) = f(p1) + f(p2),
(i1) f(pr-p2) = f(p1) - f(p2),
(iii) £(1) 0.

Pak f je homomorfismus poli P — Q).
Dikaz. Cviceni. ]

Definice 8.2.2. Bijektivni homomorfismus poli je izomorfismus poli. Pole jsou izo-
morfni, jestlize mezi nimi existuje izomorfismus.

Piiklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfni s polem Zsy. Izomorfismem je zobrazen{
0+ [0}2,10—> [1]2. O

8.3. Izotonni zobrazeni, homomorfismy a izomorfismy svazu

8.3.1. Izotonni zobrazeni a izomorfismy uspoiadanych mnozin

Definice 8.3.1. Bud'te (X, <), (Y, <) uspofddané mnoziny. Zobrazen{ f: X — Y je
izotonnt, jestlize plati implikace

<y = f(x) < f(y)

Je-li zobrazeni f bijektivni a fi f~! jsou izotonni, pak f je izomorfismus usporddanijch
mnozin a usporddané mnoziny (X, <), (Y, <) jsou izomorfni.

Piiklad. Identické zobrazeni id: (N,|) — (N, <) je izotonni. Skutecné, jestlize a | b,
pak b = na pro néjaké n € N, ale n > 1, a proto b = na > a.

Inverzni zobrazeni id: (N, <) — (N, |) nenf izotonni, protoze neplati implikace = <
y = x | y (napiiklad 2 < 3, ale 21 3). O
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Piiklad. Budte X =Y = {0,1} s usporfddénimi a zobrazenim f podle obrazku:

X f | Y

Tedy f: X — Y je identické zobrazeni. Pak f je izotonni bijekce, jejiz inverze f~! neni
izotonni. U

Cviceni. Slozeni izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni. U

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svazi

Definice 8.3.2. Bud'te (X, A, V), (Y,A,V) svazy. Zobrazeni f: X — Y je homomor-
fismus svazu, jestlize pro kazdé x1,x9 € X

f(z1 Axg) = f(z1) A f(22)
flx1Vag) = f(21) V f(z2).

Tvrzeni 8.3.1. KaZdy homomorfismus svazu je izotonni zobrazent.

Diikaz. Bud'te (X, A, V), (Y,A,V)svazy, f: X — Y homomorfismus a x1,z2 € X takové,
ze r1 < x9, tedy x1 A xzo = x1. Potom f(x1) A f(ze) = f(z1 A z2) = f(x1), tedy
f(z1) < f2). O

Izotonni zobrazeni svazu vSak nemusi byt homomorfismus svazi:

Piiklad. Bud f zobrazeni podle obrazku:
rVy o

i
N

VAT o

\o

Pak f je izotonni zobrazeni svazu, ale neni homomorfismus svazu, protoze

f@)V fly) = fly) # fxVy). O

‘Deﬁnice 8.3.3. Bijektivni homomorfismus svazu je izomorfismus svazi.

Cviéeni. Bud f zobrazeni svazi. Dokazte, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) f je izomorfismus usporadanych mnozin;
(2) f je izomorfismus svazu. O



