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9. přednáška, 25. 11. 2025

7.2. Svazově uspořádané množiny a svazy

Definice 7.2.1. Uspořádaná množina je svazově uspořádaná, jestliže každá jej́ı dvou-
prvková podmnožina má infimum i supremum.

Každá konečná podmnožina svazově uspořádané množiny má infimum i supremum.

Př́ıklad. (1) Pro libovolnou množinu X je (P(X),✓) svazově uspořádaná množina,
přičemž pro libovolné Y, Z 2 P(X) inf{Y, Z} = Y \ Z a sup{Y, Z} = Y [ Z.

(2) (N, |) je svazově uspořádaná množina, přičemž inf{x, y} je největš́ı společný dělitel
č́ısel x, y, sup{x, y} je nejmenš́ı společný násobek č́ısel x, y.

(3) ({1, 3, 5, 6, 9, 10, 12}, |) neńı svazově uspořádaná množina.

(4) Každý řetězec je svazově uspořádaná množina, přičemž inf{x, y} = min{x, y} je
menš́ı z prvk̊u x, y, sup{x, y} = max{x, y} je větš́ı z prvk̊u x, y. ⇤

Definice 7.2.2. Množina X se dvěma binárńımi operacemi ^ a _ je svaz, jestliže pro
každé x, y, z 2 X plat́ı

x ^ y = y ^ x, x _ y = y _ x, (komutativita ^ a _)
(x ^ y) ^ z = x ^ (y ^ z), (x _ y) _ z = x _ (y _ z), (asociativita ^ a _)
x ^ (y _ x) = x, x _ (y ^ x) = x. (zákon absorpce)

Binárńı operace ^ je pr̊usek, binárńı operace _ je spojeńı.

Př́ıklad. (1) Pro libovolnou množinu X množina P(X) s operacemi \ a [ je svaz.

(2) Množina N s operacemi D a N, kde xD y je největš́ı společný dělitel č́ısel x, y a xN y
je nejmenš́ı společný násobek č́ısel x, y, je svaz.

(3) Množina R s operacemi min a max je svaz.

(4) Množina {0, 1} pravdivostńıch hodnot s operacemi konjunkce a disjunkce je svaz. ⇤

Tvrzeńı 7.2.1. Bud’ (X,^,_) svaz. Pro libovolné x 2 X plat́ı

x ^ x = x, x _ x = x. (idempotentnost ^ a _)

D̊ukaz.

x ^ x = (zákon absorpce)

= x ^ (x _ (y ^ x)) = (komutativita _)
= x ^ ((y ^ x) _ x) = (zákon absorpce)

= x.

Druhou část tvrzeńı necháme jako cvičeńı. ⇤

Ve svazově uspořádané množině X pro každé x, y existuj́ı inf{x, y} a sup{x, y} a jsou
jednoznačně určena, proto můžeme na X definovat binárńı operace ^ a _:

x ^ y := inf{x, y}, x _ y := sup{x, y}.
Podle následuj́ıćıho tvrzeńı každá svazově uspořádaná množina s těmito operacemi je
svaz.
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Tvrzeńı 7.2.2. Svazově uspořádaná množina X s binárńımi operacemi ^, x ^ y =
inf{x, y}, a _, x _ y = sup{x, y}, je svaz.

D̊ukaz. Cvičeńı.
Asociativita _: Návod: Ukažte, že x _ (y _ z) = sup{x, y, z} = (x _ y) _ z. ⇤

Cvičeńı. Dokažte, že x1 _ x2 _ · · · _ xn = sup{x1, x2, . . . , xn}. (Vlevo nezálež́ı na
uzávorkováńı). ⇤

Podle následuj́ıćıho tvrzeńı každý svaz je svazově uspořádaná množina.

Tvrzeńı 7.2.3. Bud’ (X,^,_) svaz.
(1) Položme x ^ y právě tehdy, když x ^ y = x. Pak ^ je uspořádáńı na X.

(2) Položme x _ y právě tehdy, když x _ y = y. Pak _ je uspořádáńı na X.

(3) Uspořádáńı ^ je shodné s uspořádáńım _ a (X,^) je svazově uspořádaná
množina, přičemž

inf{x, y} = x ^ y, sup{x, y} = x _ y.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Svazy i svazově uspořádané množiny tedy můžeme chápat jak jako algebraické struk-
tury tak jako uspořádané množiny. Uspořádáńı totiž jednoznačně určuje algebraickou
strukturu a algebraická struktura zase jednoznačně určuje uspořádáńı.

Bud’ (X,^,_) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzájemné
záměně ^ a _, proto (X,_,^) je také svaz. Nazývá se duálńı svaz a znač́ı se X⇤.

Cvičeńı. Ověřte, že duálńı svaz má duálńı uspořádáńı. ⇤

Tvrzeńı 7.2.4. Bud’ X svaz. Pro každé x, a, b 2 X plat́ı

(i) jestlǐze a  b, pak a ^ x  b ^ x;
(ii) jestlǐze a  b, pak a _ x  b _ x;
(iii) jestlǐze x  a, x  b, pak x  a ^ b;
(iv) jestlǐze x � a, x � b, pak x � a _ b.

D̊ukaz. (i) Necht’ a  b, pak a^ b = a, načež (a^ x)^ (b^ x) = a^ b^ x = a^ x; odtud
tvrzeńı. (ii) Cvičeńı. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cvičeńı). ⇤

Obsahuje-li podmnožina svazu všechna infima a suprema všech dvojic svých prvk̊u,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X,^,_) je podmnožina Y ✓ X taková, že pro každé
x, y 2 Y plat́ı x ^ y 2 Y a x _ y 2 Y.

Př́ıklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

X �

� �

� �

�

Y �

�

� �

�

Z �

�

�

�
⇤
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Cvičeńı. (1) Každá podmnožina řetězce je podsvaz.

(2) Každá podmnožina svazu, která je řetězcem, je podsvaz. ⇤

Podmnožina svazu může být svazem vzhledem k indukovanému uspořádáńı, aniž by
byla podsvazem.

Př́ıklad. Svaz X a jeho podmnožina Y, která je svazem, ale neńı podsvazem.

X �

x _X y

x y

�

Y x _Y y

x y

�
Supremum x _Y y v Y je r̊uzné od suprema x _X y v X. ⇤

7.3. Úplné svazy

Definice 7.3.1. Svaz je úplný, má-li každá jeho podmnožina supremum i infimum.

Př́ıklad. (1) Každý konečný svaz je úplný a plat́ı inf{x1, x2, . . . , xn} = x1^x2^. . .^xn,
sup{x1, x2, . . . , xn} = x1 _ x2 _ . . . _ xn.

(2) Svaz (P(M),✓) je úplný. Infima jsou pr̊uniky, suprema jsou sjednoceńı.

(3) Svaz (N,) neńı úplný. Scháźı např́ıklad supremum celé množiny N. ⇤

Každý úplný svaz má největš́ı prvek, je to jeho supremum, i nejmenš́ı prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeńı 7.3.1. Bud’ X uspořádaná množina, jej́ı̌z každá podmnožina má infimum. Pak
X je úplný svaz.

D̊ukaz. Stač́ı ukázat, že každá podmnožina má supremum. Bud’ Y ✓ X. Označme Z
množinu všech horńıch závor množiny Y a položme s = inf Z. Dokažme, že s = supY.

Každý prvek množiny Z je horńı závora množiny Y, takže každý prvek množiny Y
je dolńı závora množiny Z. Jelikož s je největš́ı dolńı závora množiny Z, tak y  s pro
každé y 2 Y, čili s je zároveň horńı závora množiny Y. A když s 2 Z a současně s je
(největš́ı) dolńı závora množiny Z, je to nejmenš́ı prvek množiny Z, čili nejmenš́ı horńı
závora množiny Y. ⇤

Př́ıklad. Předpoklad, že každá (i prázdná) podmnožina množiny X má infimum, zna-
mená, že X má největš́ı prvek. Např́ıklad (N,) neńı úplný svaz, přestože každá ne-
prázdná podmnožina má infimum. ⇤

Př́ıklad. Bud’te G grupa a P (G) množina všech podgrup grupy G. Pak (P (G),✓) je
úplný svaz.

Bud’ {A◆ | ◆ 2 I} ✓ P (G), tedy nějaký systém podgrup grupy G. Potom
T

◆2I A◆ je
také podgrupa (cvičeńı), která je zároveň inf{A◆ | ◆ 2 I} (cvičeńı). Podle předchoźıho
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tvrzeńı je (P (G),✓) úplný svaz. Proto existuje i sup{A◆ | ◆ 2 I} a je to pr̊unik všech
podgrup, které obsahuj́ı všechny podgrupy A◆.

Př́ıklad je zformulován pro grupy, ale jeho analogie plat́ı i pro jiné algebraické struk-
tury. ⇤

Cvičeńı. Označme E(X) množinu všech relaćı ekvivalence na množině X. Protože
E(X) ⇢ P(X ⇥ X), vzniká na E(X) indukované uspořádáńı. Dokažte, že E(X) je
úplný svaz. ⇤
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8. Homomorfismy

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Zobrazeńı f : X ! Y je
homomorfismus grup, jestliže

(i) pro každé x1, x2 2 X plat́ı f(x1 ⇤ x2) = f(x1) ⇧ f(x2),
(ii) f(eX) = eY ,
(iii) pro každé x 2 X plat́ı f(x�1) = (f(x))�1.

Znač́ı se f : (X, ⇤, eX ,�1) ! (Y, ⇧, eY ,�1).

Př́ıklad. (1) f2 : (Z, +, 0,�) ! (Z, +, 0,�), n 7! 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud’ X grupa, X̃ faktorová grupa. Potom zobrazeńı X ! X̃, x 7! [x] (faktorová
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Bud’te X = {0, 1, 2, 3} a Y = {0, 1} s binárńımi operacemi + takovými, že

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

a
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Potom množiny X a Y s těmito operacemi jsou grupy. Zobrazeńı X ! Y , 0 7! 0, 1 7! 1,
2 7! 0, 3 7! 1, je homomorfismus těchto grup. ⇤

Tvrzeńı 8.1.1. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Bud’ f : X ! Y zobrazeńı
takové, že pro každé x1, x2 2 X plat́ı f(x1⇤x2) = f(x1)⇧f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X, ⇤, eX ,�1) ! (Y, ⇧, eY ,�1).

D̊ukaz. Podmı́nka (i) z definice homomorfismu grup je podle předpokladu splněna.
Ukažme, že f(eX) = eY .

f(eX) = f(eX) ⇧ eY =

= f(eX) ⇧ f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =

= f(eX ⇤ eX) ⇧ (f(eX))�1 =

= f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =

= eY .

Ukažme, že f(x�1) = (f(x))�1 pro každé x 2 X.

f(x�1) ⇧ f(x) = f(x�1 ⇤ x) = f(eX) = eY ,

f(x) ⇧ f(x�1) = f(x ⇤ x�1) = f(eX) = eY .

Takže f(x�1) je inverze k f(x). ⇤

Cvičeńı. Bud’ f : X ! Y homomorfismus grup. Označme

Im f = {f(x) |x 2 X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. ⇤
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Tvrzeńı 8.1.2. Bud’te f : X ! Y a g : Y ! Z homomorfismy grup. Pak jejich složeńı
g � f : X ! Z je homomorfismus grup.

D̊ukaz. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1), (Z, ·, eZ ,�1) grupy. Pro každé x1, x2 2 X
plat́ı

(g � f)(x1 ⇤ x2) = g(f(x1 ⇤ x2)) =
= g(f(x1) ⇧ f(x2)) =
= g(f(x1)) · g(f(x2)) =
= (g � f)(x1) · (g � f)(x2).

Zbytek vyplývá z předchoźıho tvrzeńı. ⇤

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivńı homomorfismus grup je izomorfismus grup.

Tvrzeńı 8.1.3. Bud’ f : X ! Y izomorfismus grup. Pak f�1 : Y ! X je izomorfismus
grup.

D̊ukaz. Bud’te (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Inverzńı zobrazeńı je bijektivńı. Pro
libovolné y1, y2 2 Y označme x1 = f�1(y1) a x2 = f�1(y2). Takže f(x1) = y1 a f(x2) =
y2. Potom

f�1(y1 ⇧ y2) = f�1(f(x1) ⇧ f(x2)) = f�1(f(x1 ⇤ x2)) = x1 ⇤ x2 =
= f�1(y1) ⇤ f�1(y2).

Zbytek vyplývá z Tvrzeńı 8.1.1. ⇤

Př́ıklad. (1) Každá identita je izomorfismus.

(2) Označme R+ množinu všech kladných reálných č́ısel. Pak (R+, ·, 1,�1) je grupa
(cvičeńı). Zobrazeńı exp: (R, +, 0,�) ! (R+, ·, 1,�1), x 7! ex je homomorfismus grup,
protože pro libovolná x, y 2 R plat́ı exp(x+ y) = ex+y = exey = (expx) · (exp y). Tento
homomorfismus je bijektivńı, tedy i izomorfismus.

Inverzńı izomorfismus je logaritmus

ln: (R+, ·, 1,�1) ! (R, +, 0,�). ⇤

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfńı, jestliže existuje izomorfismus X ! Y.
Zapisujeme X ⇠= Y.

Tvrzeńı 8.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z plat́ı

(i) X ⇠= X (reflexivita),
(ii) jestlǐze X ⇠= Y , pak Y ⇠= X (symetrie),
(iii) jestlǐze X ⇠= Y a Y ⇠= Z, pak X ⇠= Z (tranzitivita).

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Př́ıklad. (R, +, 0,�) ⇠= (R+, ·, 1,�1). Pro libovolné a 2 R+, a 6= 1, zobrazeńı R ! R+,
x 7! ax je izomorfismus (R, +, 0,�) ! (R+, ·, 1,�1). Ověřte. ⇤

Cvičeńı. Bud’ h : X ! Y homomorfismus grup.
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(1) Ukažte, že relace ⇠ zadaná předpisem

x1 ⇠ x2 , h(x1) = h(x2)

je kongruence na grupě X.
(2) Ukažte, že faktorová grupa X̃ podle kongruence ⇠ je izomorfńı podgrupě Imh.

Návod: X̃ ! Imh, [x] 7! h(x). ⇤

8.2. Homomorfismy a izomorfismy poĺı

Definice 8.2.1. Bud’te P,Q pole. Zobrazeńı f : P ! Q je homomorfismus poĺı, jestliže

(i) pro každé p1, p2 2 P plat́ı f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(0) = 0,
(iii) pro každé p 2 P plat́ı f(�p) = �f(p),
(iv) pro každé p1, p2 2 P plat́ı f(p1 · p2) = f(p1) · f(p2),
(v) f(1) = 1,
(vi) pro každé p 2 P , p 6= 0, plat́ı f(p�1) = (f(p))�1.

O zobrazeńıch poĺı plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı obdobné Tvrzeńı 8.1.1 o zobrazeńıch grup.

Tvrzeńı 8.2.1. Bud’te P,Q pole. Bud’ f : P ! Q zobrazeńı takové, že pro každé p1, p2 2
P plat́ı

(i) f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(p1 · p2) = f(p1) · f(p2),
(iii) f(1) 6= 0.

Pak f je homomorfismus poĺı P ! Q.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Definice 8.2.2. Bijektivńı homomorfismus poĺı je izomorfismus poĺı. Pole jsou izo-
morfńı, jestliže mezi nimi existuje izomorfismus.

Př́ıklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfńı s polem Z2. Izomorfismem je zobrazeńı
0 7! [0]2, 1 7! [1]2. ⇤

8.3. Izotonńı zobrazeńı, homomorfismy a izomorfismy svaz̊u

8.3.1. Izotonńı zobrazeńı a izomorfismy uspořádaných množin

Definice 8.3.1. Bud’te (X,), (Y,) uspořádané množiny. Zobrazeńı f : X ! Y je
izotonńı, jestliže plat́ı implikace

x  y ) f(x)  f(y).

Je-li zobrazeńı f bijektivńı a f i f�1 jsou izotonńı, pak f je izomorfismus uspořádaných
množin a uspořádané množiny (X,), (Y,) jsou izomorfńı.

Př́ıklad. Identické zobrazeńı id : (N, |) ! (N,) je izotonńı. Skutečně, jestliže a | b,
pak b = na pro nějaké n 2 N, ale n � 1, a proto b = na � a.

Inverzńı zobrazeńı id : (N,) ! (N, |) neńı izotonńı, protože neplat́ı implikace x 
y ) x | y (např́ıklad 2  3, ale 2 - 3). ⇤
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Př́ıklad. Bud’te X = Y = {0, 1} s uspořádáńımi a zobrazeńım f podle obrázku:

1 // 1
X f Y

0 // 0

Tedy f : X ! Y je identické zobrazeńı. Pak f je izotonńı bijekce, jej́ıž inverze f�1 neńı
izotonńı. ⇤

Cvičeńı. Složeńı izotonńıch zobrazeńı je izotonńı zobrazeńı. ⇤

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svaz̊u

Definice 8.3.2. Bud’te (X,^,_), (Y,^,_) svazy. Zobrazeńı f : X ! Y je homomor-
fismus svaz̊u, jestliže pro každé x1, x2 2 X

f(x1 ^ x2) = f(x1) ^ f(x2)

f(x1 _ x2) = f(x1) _ f(x2).

Tvrzeńı 8.3.1. Každý homomorfismus svaz̊u je izotonńı zobrazeńı.

D̊ukaz. Bud’te (X,^,_), (Y,^,_) svazy, f : X ! Y homomorfismus a x1, x2 2 X takové,
že x1  x2, tedy x1 ^ x2 = x1. Potom f(x1) ^ f(x2) = f(x1 ^ x2) = f(x1), tedy
f(x1)  f(x2). ⇤

Izotonńı zobrazeńı svaz̊u však nemuśı být homomorfismus svaz̊u:

Př́ıklad. Bud’ f zobrazeńı podle obrázku:

x _ y // �

X x

,,

y // � Y

x ^ y

,,

�

�
Pak f je izotonńı zobrazeńı svaz̊u, ale neńı homomorfismus svaz̊u, protože

f(x) _ f(y) = f(y) 6= f(x _ y). ⇤

Definice 8.3.3. Bijektivńı homomorfismus svaz̊u je izomorfismus svaz̊u.

Cvičeńı. Bud’ f zobrazeńı svaz̊u. Dokažte, že následuj́ıćı výroky jsou ekvivalentńı:

(1) f je izomorfismus uspořádaných množin;
(2) f je izomorfismus svaz̊u. ⇤


