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8. přednáška, 18. 11. 2025

Máme-li kongruenci a tř́ıdy [x], [y], pak d́ıky podmı́nce kompatibility tř́ıda [x ⇤ y] je
jednoznačně určena tř́ıdami [x], [y], čili nezáviśı na konkrétńım výběru jejich prvk̊u x, y
(reprezentant̊u). Na množině X̃ tedy můžeme zavést binárńı operaci ⇤̃ předpisem

[x]⇤̃[y] = [x ⇤ y]. (10)

Př́ıklad. Mějme grupu (Z,+, 0,�) a kongruenci ⌘ danou předpisem: x ⌘ y právě
tehdy, když x, y jsou obě sudá nebo obě lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}.

Na Z̃ máme binárńı operaci +̃ definovanou předpisem (10), tedy [x]+̃[y] = [x + y].
Takže

[0]+̃[0] = [0 + 0] = [2 + 6] = [8 + (�14)] = [0],

[0]+̃[1] = [0 + 1] = [2 + 7] = [(�6) + 11] = [1],

[1]+̃[0] = [1 + 0] = [7 + 6] = [17 + (�2)] = [1],

[1]+̃[1] = [1 + 1] = [3 + 13] = [(�7) + 5] = [0]. ⇤

Tvrzeńı 5.5.2. Mějme kongruenci na množině X s binárńı operaćı ⇤. Bud’ ⇤̃ binárńı
operace na X̃ definovaná předpisem (10). Potom

(i) je-li ⇤ asociativńı, pak ⇤̃ je asociativńı;
(ii) je-li e neutrálńı prvek ⇤, pak [e] je neutrálńı prvek ⇤̃;
(iii) je-li x�1 inverze k x vzhledem k ⇤, pak [x�1] je inverze k [x] vzhledem k ⇤̃;
(iv) je-li ⇤ komutativńı, pak ⇤̃ je komutativńı.

D̊ukaz. (i) Jestliže ⇤ je asociativńı, potom pro libovolné tř́ıdy [x], [y], [z] 2 X̃ plat́ı

[x]⇤̃([y]⇤̃[z]) = [x]⇤̃[y ⇤ z] =
= [x ⇤ (y ⇤ z)] =
= [(x ⇤ y) ⇤ z] =
= [x ⇤ y]⇤̃[z] =
= ([x]⇤̃[y])⇤̃[z],

takže ⇤̃ je asociativńı.
(ii) Jestliže e je neutrálńı prvek oparace ⇤, potom pro libovolnou tř́ıdu [x] 2 X̃ plat́ı

[x]⇤̃[e] = [x ⇤ e] = [x],

[e]⇤̃[x] = [e ⇤ x] = [x],

takže [e] je neutrálńı prvek operace ⇤̃.
(iii) Jestliže x�1 je inverzńı prvek k x vzhledem k ⇤, pak

[x]⇤̃[x�1] = [x ⇤ x�1] = [e],

[x�1]⇤̃[x] = [x�1 ⇤ x] = [e],

takže [x�1] je inverzńı prvek k [x] vzhledem k operaci ⇤̃.
(iv) Z (10) je zřejmé, že je-li ⇤ komutativńı, pak i ⇤̃ je komutativńı. ⇤

Důsledek. Pro každou (komutativńı) grupu a každou kongruenci na této grupě př́ıslu-
šná faktorová množina s operaćı definovanou předpisem (10) je (komutativńı) grupa.

D̊ukaz. Tvrzeńı je jednoduchým d̊usledkem předchoźıho tvrzeńı. ⇤



Grupy 85

Jelikož každý prvek množiny s asociativńı operaćı má nejvýše jeden inverzńı prvek,
viz Tvrzeńı 5.1.2 nebo Tvrzeńı 5.5.1, tř́ıda [x�1] je v takovém př́ıpadě jednoznačně
určena tř́ıdou [x], čili nezáviśı na konkrétńım výběru jej́ıho prvku x, a proto je korektńı
ji označovat [x]�1.

Definice 5.5.6. Faktorová množina s operaćı definovanou předpisem (10) z předcho-
źıho Důsledku je faktorová grupa.

Př́ıklad. Mějme grupu (Z,+, 0,�) a kongruenci danou předpisem: x ⌘ y právě tehdy,
když x, y jsou obě sudá nebo obě lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}.

Na Z̃ máme asociativńı binárńı operaci +̃: [x]+̃[y] = [x+ y], neutrálńı prvek operace
+̃ je [0] a opačný prvek �[x] k prvku [x] je [�x], čili �[0] = [0], �[1] = [�1] = [1]. ⇤

5.6. Zbytkové tř́ıdy

Mějme aditivńı grupu (Z,+, 0,�) a bud’ m libovolné přirozené (kladné celé) č́ıslo.
Definujme relaci ⌘m na Z předpisem:

x ⌘m y právě tehdy, když x� y je celoč́ıselný násobek č́ısla m

(čili m | (x� y) a existuje tedy k 2 Z takové, že x� y = km a x = y + km).

Potom ⌘m je relace ekvivalence (cvičeńı), př́ıslušné tř́ıdy ekvivalence [i]⌘m se znač́ı
[i]m a

...

[�2]m = {�2 + km | k 2 Z} = {. . . ,�2� 2m,�2�m,�2,�2 +m,�2 + 2m, . . .},
[�1]m = {�1 + km | k 2 Z} = {. . . ,�1� 2m,�1�m,�1,�1 +m,�1 + 2m, . . .},
[0]m = {km | k 2 Z} = {. . . ,�2m,�m, 0,m, 2m, . . .},
[1]m = {1 + km | k 2 Z} = {. . . , 1� 2m, 1�m, 1, 1 +m, 1 + 2m, . . .},
[2]m = {2 + km | k 2 Z} = {. . . , 2� 2m, 2�m, 2, 2 +m, 2 + 2m, . . .},

...

[i]m = {i+ km | k 2 Z} = {. . . , i� 2m, i�m, i, i+m, i+ 2m, . . .},
...

Pro i 2 {0, . . . ,m�1} tř́ıda ekvivalence [i]m obsahuje právě ta celá č́ısla, po jejichž celo-
č́ıselném děleńı č́ıslem m č́ıslo i je zbytek. Tř́ıdám [i]m, kde i 2 {0, . . . ,m� 1}, se proto
ř́ıká zbytkové tř́ıdy. Při děleńı č́ıslem m všechny možné zbytky jsou právě 0, 1, . . . ,m�1,
takže každé celé č́ıslo lež́ı v právě jedné ze zbytkových tř́ıd [0]m, [1]m, . . . , [m � 1]m.
Př́ıslušná faktorová množina Z̃⌘m se znač́ı Zm, tedy

Zm = {[0]m, [1]m, . . . , [m� 1]m}.

Ověř́ıme, zda ⌘m je kongruence na Z, čili podmı́nku kompatibility. Předpokládejme,
že [x1]m = [x2]m a [y1]m = [y2]m. To znamená, že x2 2 [x1]m a y2 2 [y1]m, čili x2 =
x1 + km, y2 = y1 + lm pro vhodná k, l 2 Z. Potom x2 + y2 = x1 + km + y1 + lm =
x1 + y1 + (k + l)m 2 [x1 + y1]m, a tedy [x1 + y1]m = [x2 + y2]m.

Na množině Zm tedy máme binárńı operaci + (znač́ı se obvykle stejně jako p̊uvodńı
operace) podle (10)

[x]m + [y]m = [x+ y]m
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a př́ıslušná faktorová grupa (Zm,+, [0]m,�) je komutativńı aditivńı grupa zbytkových
tř́ıd modulo m.

Na množině Z uvažujme operaci ·, která je asociativńı a má neutrálńı prvek 1. Ověř́ıme
podmı́nku kompatibility pro operaci ·.

Předpokládejme, že [x1]m = [x2]m a [y1]m = [y2]m. To znamená, že x2 = x1 + km,
y2 = y1+ lm pro vhodná k, l 2 Z. Potom x2 · y2 = (x1+ km) · (y1+ lm) = x1y1+(ky1+
lx1 + klm)m 2 [x1y1]m, a tedy [x1y1]m = [x2y2]m.

Na Zm tedy máme i binárńı operaci · podle (10)

[x]m · [y]m = [x · y]m.

Podle Tvrzeńı 5.5.2 operace · na množině Zm je komutativńı, asociativńı a má ne-
utrálńı prvek [1]m. Faktorová množina Zm s operaćı · a neutrálńım prvkem [1]m je komu-
tativńı multiplikativńı monoid zbytkových tř́ıd modulo m (monoid je množina s asocia-
tivńı binárńı operaćı a neutrálńım prvkem). Otázka existence inverźı vzhledem k operaci
· neńı tak jednoduchá jako v př́ıpadě operace +.

Tvrzeńı 5.6.1. Prvek [x]m 2 Zm má inverzi vzhledem k operaci · právě tehdy, když x
a m jsou nesoudělná, tedy jejich nejvěťśı společný dělitel D(x,m) je 1.

D̊ukaz. Předpokládejme, že [y]m je inverze k [x]m, tedy [x]m ·[y]m = [xy]m = [1]m. Takže
xy + km = 1 pro vhodné k 2 Z a každý společný dělitel č́ısel x a m je dělitel i č́ısla 1.
Proto D(x,m) = 1.

Předpokládejme, že D(x,m) = 1. Podle Bézoutovy věty existuj́ı č́ısla y, k 2 Z taková,
že D(x,m) = xy + km, tedy 1 = xy + km, takže [1]m = [xy]m = [x]m · [y]m a [y]m je
inverze k [x]m. ⇤

Př́ıklad. Necht’ m = 5. Následuj́ıćı tabulka naznačuje rozložeńı množiny všech celých
č́ısel do pěti tř́ıd:

[0]5 -5 0 5

[1]5 -4 1 6

[2]5 · · · -3 2 7 · · ·
[3]5 -2 3 8

[4]5 -1 4 9

Aditivńı grupa Z5 resp. multiplikativńı monoid Z5 maj́ı tabulky

+ [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[0]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[1]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5 [0]5
[2]5 [2]5 [3]5 [4]5 [0]5 [1]5
[3]5 [3]5 [4]5 [0]5 [1]5 [2]5
[4]5 [4]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5

resp.

· [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[0]5 [0]5 [0]5 [0]5 [0]5 [0]5
[1]5 [0]5 [1]5 [2]5 [3]5 [4]5
[2]5 [0]5 [2]5 [4]5 [1]5 [3]5
[3]5 [0]5 [3]5 [1]5 [4]5 [2]5
[4]5 [0]5 [4]5 [3]5 [2]5 [1]5

⇤

Př́ıklad. Necht’ v některém roce připadá Štědrý den na středu. Neńı-li následuj́ıćı rok
přestupný, potom v něm Štědrý den připadá na čtvrtek, protože 365 = 52 · 7 + 1, tedy
[365]7 = [1]7. Je-li následuj́ıćı rok přestupný, potom v něm Štědrý den připadá na pátek,
protože 366 = 52 · 7 + 2, tedy [366]7 = [2]7. ⇤
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6. Okruhy a pole

Definice 6.0.1. Množina P se dvěmi binárńımi operacemi + a · je okruh, jestliže

(1) + a · jsou asociativńı a komutativńı operace,
(2) + má neutrálńı prvek, znač́ıme ho 0,
(3) · má neutrálńı prvek r̊uzný od 0, znač́ıme ho 1,
(4) ke každému prvku x existuje inverzńı prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné x, y, z 2 P plat́ı x · (y + z) = x · y + x · z.

Pokud nav́ıc

(6) ke každému prvku x 6= 0 existuje inverzńı prvek vzhledem k operaci ·,
množina P s operacemi + a · je pole.

Inverzńı prvek k x vzhledem k operaci + se nazývá opačný k x a znač́ı se �x. Inverzńı
prvek k x vzhledem k operaci · se znač́ı x�1.

Podmı́nka (5) v předchoźı definici je distributivńı zákon.

Př́ıklad. (1) Množiny Q,R,C s operacemi součet a součin jsou pole.

(2) Množina Z s operacemi součet a součin je okruh, ale neńı pole.

(3) Množina N0 s operacemi součet a součin neńı okruh.

(4) Množina P [x] s operacemi součet a součin polynomů je okruh, ale neńı pole.

(5) Množina Mn(P ) s operacemi součet a součin matic neńı okruh.

(6) Pro každé m 2 Nmnožina Zm zbytkových tř́ıd s operacemi součet a součin je okruh.
Totiž, Zm splňuje podmı́nky (1)–(4) z definice okruhu podle kapitol 5.5 a 5.6 a to, že
splňuje i distributivńı zákon (5), lze snadno ověřit (cvičeńı).

(7) Okruh Zm zbytkových tř́ıd je pole právě tehdy, když m je prvoč́ıslo (viz Tvr-
zeńı 6.0.1).

(8) Necht’ P = {0, 1} a binárńı operace + a · na P jsou takové, že

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

a
· 0 1
0 0 0
1 0 1

Pro operaci + neutrálńı prvek je 0 a inverzńı (opačné) prvky jsou �0 = 0 a �1 = 1.
Pro operaci · neutrálńı prvek je 1 a inverzńı prvek k 1 je 1 (1�1 = 1), inverzńı prvek k 0
neexistuje. Množina {0, 1} s těmito operacemi je pole.

(9) Necht’ P = {0, 1, 2, 3} a binárńı operace + a · na P jsou takové, že

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

a

· 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1

Potom neutrálńı prvek operace + je 0, neutrálńı prvek operace · je 1 a

�0 = 0
�1 = 3
�2 = 2
�3 = 1

a

0�1 neexistuje
1�1 = 1
2�1 neexistuje
3�1 = 3

Množina {0, 1, 2, 3} s těmito operacemi je okruh, ale neńı pole. ⇤

Tvrzeńı 6.0.1. Množina Zm zbytkových tř́ıd je pole právě tehdy, když m je prvoč́ıslo.
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D̊ukaz. Podle předchoźıho Př́ıkladu (6) Zm je okruh. Č́ıslo 1 neńı prvoč́ıslo a Z1 neńı
pole (cvičeńı). Bud’ m > 1. Zbývá ukázat, že ke každému prvku [x]m 6= [0]m existuje
inverzńı prvek vzhledem k operaci · právě tehdy, když m je prvoč́ıslo.

Předpokládejme, že ke každému prvku [x]m 6= [0]m existuje inverze. Podle Tvr-
zeńı 5.6.1 každé takové x je nesoudělné s m, tedy m je prvoč́ıslo.

Na druhou stranu, je-li m prvoč́ıslo, pak každé x 2 Z takové, že [x]m 6= [0]m, je
nesoudělné s m. Opět podle Tvrzeńı 5.6.1 [x]m má inverzi.

Jiný d̊ukaz tohoto tvrzeńı lze nalézt v [Marvan, 3. Pole]. ⇤

Takže, např́ıklad, Z4 neńı pole. Čtyřprvkové pole ale existuje, viz následuj́ıćı př́ıklad.

Př́ıklad. Necht’ X = {0, 1, a, b} a binárńı operace + a · na X jsou takové, že

+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0

a

· 0 1 a b
0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0 b 1 a

Množina X s těmito operacemi + a · je pole. ⇤

Poznámka. Bud’ n libovolné přirozené č́ıslo. Potom existuje n-prvkové pole právě
tehdy, když n je mocnina prvoč́ısla, čili n = pk, kde p je prvoč́ıslo a k je přirozené
č́ıslo.

Tvrzeńı 6.0.2. Bud’ P okruh. Pak pro libovolné prvky x, y, z 2 P plat́ı

(i) x · 0 = 0;
(ii) x · (�1) = �x;
(iii) x · (y � z) = x · y � x · z.

D̊ukaz. (i)

x · 0 = x · 0 + 0 = (0 = x · 0 + (�(x · 0)))
= x · 0 + x · 0 + (�(x · 0)) =
= x · (0 + 0) + (�(x · 0)) =
= x · 0 + (�(x · 0)) = 0

(ii)

x+ x · (�1) = x · 1 + x · (�1) = x · (1 + (�1)) = x · 0 = 0

x · (�1) + x = x · (�1) + x · 1 = x · (�1 + 1) = x · 0 = 0

takže x · (�1) = �x.
(iii) Cvičeńı. ⇤

Cvičeńı. Dokažte, že v každém okruhu plat́ı:

(1) (�1) · (�1) = 1,

(2) (�x) · y = x · (�y) = �(x · y). ⇤

Tvrzeńı 6.0.3. Bud’ P pole a bud’te x, y, z 2 P.

(1) x · y = 0 právě tehdy, když x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestlǐze x · y = x · z a x 6= 0, pak y = z.
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D̊ukaz. (1) Jestliže x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeńı 6.0.2(i) také x · y = 0.
Necht’ x · y = 0. Předpokládejme, že jeden z prvk̊u x, y je nenulový, např́ıklad x 6= 0.

Potom s využit́ım Tvrzeńı 6.0.2(i) dostaneme

y = 1 · y = (x�1 · x) · y = x�1 · (x · y) = x�1 · 0 = 0.

(2)

y = 1 · y = (1 = x�1 · x)
= x�1 · x · y = (x · y = x · z)
= x�1 · x · z = (x�1 · x = 1)

= 1 · z = z ⇤

Př́ıklad. (1) V př́ıkladu (9) máme okruh, v němž 2 · 2 = 0 a 2 · 1 = 2 · 3. To ukazuje,
že předchoźı tvrzeńı neplat́ı pro okruhy.

(2) Pro okruh P [x] ale předchoźı tvrzeńı plat́ı, viz kapitolu o polynomech. ⇤

Obdobně jako v kapitole 5 P ⇤ označuje množinu P \ {0}.
Je-li P okruh, pak P s operaćı + je komutativńı grupa. Pro pole máme nav́ıc násle-

duj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 6.0.4. Je-li P pole, pak P ⇤ s operaćı · je komutativńı grupa.

D̊ukaz. Bud’te x, y 2 P ⇤, tedy x 6= 0 a y 6= 0. Podle Tvrzeńı 6.0.3(i) x · y 6= 0, tedy
x · y 2 P ⇤, a množina P ⇤ je uzavřená vzhledem k operaci ·. Zbytek tvrzeńı plyne z toho,
že operace · je asociativńı a komutativńı, 1 2 P ⇤ je neutrálńı prvek, každý nenulový
prvek je invertibilńı a př́ıslušné inverze jsou nenulové. ⇤

Stejně jako máme podgrupy grup (a podstruktury daľśıch algebraických struktur),
existuj́ı podokruhy okruh̊u a podpole poĺı. Zmı́ńıme jen podpole.

Definice 6.0.2. Bud’ P pole. Bud’ Q ✓ P podmnožina taková, že

(1) 0, 1 2 Q;
(2) je-li x, y 2 Q, pak x+ y 2 Q a xy 2 Q;
(3) je-li x 2 Q, pak �x 2 Q;
(4) je-li x 2 Q, x 6= 0, pak x�1 2 Q.

Potom Q je podpole pole P .

Aby podmnožina pole byla podpole, muśı obsahovat neutrálńı prvky obou binárńıch
operaćı, muśı být uzavřená vzhledem k oběma binárńım operaćım a muśı být uzavřená
vzhledem k inverźım vzhledem k oběma binárńım operaćım.

Každé podpole je pole.

Př́ıklad. (1) Pole Q je podpole poĺı R a C. Pole R je podpole pole C.
(2) Z neńı podpole pole Q, nebot’ neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci ·.
(3) Množina {0, 1} neńı podpole pole Q (a samozřejmě ani R a C), protože 1 + 1 =
2 /2 {0, 1}. Ačkoliv, jak už v́ıme, na množině {0, 1} lze definovat operace součet a součin
tak, že to je pole. ⇤

Definice 6.0.3. Podpole pole C je č́ıselné pole.
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7. Uspořádáńı a svazy

7.1. Uspořádané množiny

Definice 7.1.1. Relace ⇢ na množině X je uspořádáńı, jestliže je

(1) reflexivńı, tj. x ⇢ x pro každé x 2 X,
(2) antisymetrická, tj. x ⇢ y, y ⇢ x implikuje x = y,
(3) tranzitivńı, tj. x ⇢ y, y ⇢ z implikuje x ⇢ z.

Potom dvojice (X, ⇢) je uspořádaná množina.

Př́ıklad. (1) Pro libovolnou množinu X relace = je uspořádáńı.

(2) (N,), (Z,) (R,), kde  je obvyklé uspořádáńı podle velikosti, jsou uspořádané
množiny.

(3) Bud’te X množina a P(X) množina všech podmnožin množiny X. Inkluze ✓ je
uspořádáńı na P(X).

(4) Relace | (děĺı) na množině N (tj. x | y právě tehdy, když existuje n 2 N takové,
že x · n = y) je uspořádáńı, nazývá se relace dělitelnosti. Je zřejmé, že tato relace je
reflexivńı a tranzitivńı.

Ukážeme, že | je i antisymetrická relace. Předpokládejme, že x | y a y | x, tedy
existuj́ı m,n 2 N taková, že xm = y a yn = x. Potom xmn = x a jelikož x 6= 0, mn = 1.
V přirozených č́ıslech to lze jedině tak, že m = 1 a n = 1. Tedy x = x · 1 = y.

Upozorňeme, že obdobně definovaná relace dělitelnosti na Z neńı antisymetrická,
protože 1 6= �1, přestože 1 | �1 a �1 | 1 (rovnice mn = 1 má v celých č́ıslech daľśı
řešeńı m = �1 a n = �1). ⇤

Bud’ ⇢ uspořádáńı na množině X. Inverzńı (opačná) relace ⇢�1 (tj. relace definovaná
předpisem

”
x ⇢�1 y právě tehdy, když y ⇢ x“) je také uspořádáńı. Nazývá se duálńı

uspořádáńı. Máme-li uspořádáńı , potom duálńı uspořádáńı �1 se označuje symbolem
�. Podobně je to se symboly ✓ atp.

Definice 7.1.2. Bud’ (X,) uspořádaná množina, Y ✓ X. Relace Y na množině Y
zadaná předpisem x Y y , x  y je indukované uspořádáńı na množině Y a znač́ı
se rovněž .

Definice 7.1.3. Prvky x, y uspořádané množiny jsou srovnatelné, plat́ı-li x  y nebo
y  x. Uspořádaná množina je řetězec, jsou-li každé dva jej́ı prvky srovnatelné.

Př́ıklad. (R,), (Z,) (N,) jsou řetězce. ⇤
Bud’  uspořádáńı na X. Označme x < y, jestliže x  y a zároveň x 6= y. Dále

zaved’me označeńı x / y, jestliže x < y a neexistuje z 2 X takové, že x < z, z < y. Je-li
x / y, pak ř́ıkáme, že x je bezprostředńım předch̊udcem y, nebo y pokrývá x.

Př́ıklad. (1) V množině N s přirozeným uspořádáńım podle velikosti plat́ı 1 < 2 a 1/2,
1 < 3, ale neplat́ı 1 / 3.

(2) V množině N s relaćı dělitelnosti 6 pokrývá 3.

(3) V množině Q všech racionálńıch č́ısel s přirozeným uspořádáńım podle velikosti
neplat́ı x / y pro žádnou dvojici x, y 2 Q. Pro libovolné x, y 2 Q takové, že x < y, plat́ı
z = 1

2(x+ y) 2 Q a x < z, z < y. ⇤
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Konečnou uspořádanou množinu (X,) můžeme znázornit diagramem. Prvky mno-
žiny X znázorńıme jako body v rovině. Prvky x, y splňuj́ıćı x / y vyznač́ıme tak, že x
lež́ı ńıže než y a spoj́ıme je úsečkou.

Z diagramu pak můžeme určit uspořádáńı množiny X: x  y právě tehdy, když x lež́ı
ńıže než y a existuje zdola nahoru směřuj́ıćı konečná posloupnost na sebe navazuj́ıćıch
úseček z bodu x do bodu y.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y = {a, b, c, d} s diagra-
mem vpravo plat́ı:

• d / c, c / a, c / b,
• d < a, ale nikoliv d / a,
• prvky a, b nejsou srovnatelné.

a b

c

d ⇤

Definice 7.1.4. Bud’ (X,) uspořádaná množina, Y ✓ X. Prvek x 2 X je

• dolńı závora množiny Y, je-li x  y pro každé y 2 Y;
• horńı závora množiny Y, je-li y  x pro každé y 2 Y.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y z předchoźıho př́ıkladu plat́ı:

• c, d jsou dolńı závory podmnožiny {a, b},
• podmnožina {a, b} nemá žádnou horńı závoru. ⇤

Definice 7.1.5. Bud’ (X,) uspořádaná množina. Prvek x 2 X je

• nejmenš́ı (minimálńı) prvek množiny X, je-li x  y pro každé y 2 X, v ta-
kovém př́ıpadě ṕı̌seme x = minX;

• nejvěťśı (maximálńı) prvek množiny X, je-li x � y pro každé y 2 X, v takovém
př́ıpadě ṕı̌seme x = maxX.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y z předchoźıho př́ıkladu plat́ı:

• d je jej́ı nejmenš́ı prvek,
• jej́ı největš́ı prvek neexistuje. ⇤

Cvičeńı. Každá uspořádaná množina má nejvýše jeden největš́ı prvek a nejvýše jeden
nejmenš́ı prvek. ⇤

Definice 7.1.6. Bud’ (X,) uspořádaná množina, Y ✓ X. Prvek x 2 X je

• infimum množiny Y, je-li x největš́ı prvek množiny všech dolńıch závor množiny
Y, v takovém př́ıpadě ṕı̌seme x = inf Y,

• supremum množiny Y, je-li x nejmenš́ı prvek množiny všech horńıch závor
množiny Y, v takovém př́ıpadě ṕı̌seme x = supY.

Př́ıklad. V uspořádané množině Y z předchoźıho př́ıkladu plat́ı:

• množina dolńıch závor podmnožiny {a, b} je {c, d}, jej́ı největš́ı prvek je c, a proto
inf{a, b} = c,

• podmnožina {a, b} nemá žádnou horńı závoru, čili množina horńıch závor je
prázdná, nemá tedy nejmenš́ı prvek, a proto sup{a, b} neexistuje. ⇤

Cvičeńı. (1) Každá podmnožina má nejvýše jedno supremum a nejvýše jedno infi-
mum.
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(2) Jestliže x  y, pak inf{x, y} = x a sup{x, y} = y.

(3) Jestliže inf{x, y} = x, pak x  y.

(4) Jestliže sup{x, y} = y, pak x  y. ⇤

Cvičeńı. Bud’ X uspořádaná množina. Supremum prázdné množiny je nejmenš́ı prvek
množiny X (pokud existuje) a infimum prázdné množiny je největš́ı prvek množiny X
(pokud existuje). ⇤


