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7. přednáška, 11. 11. 2025

5. Grupy

5.1. Binárńı operace

Definice 5.1.1. Binárńı operace na množině X je libovolné zobrazeńı X ⇥X ! X.

Jedná se tedy o zobrazeńı, které každé uspořádané dvojici prvk̊u z X přǐrazuje nějaký
prvek z X. Binárńı operace se často označuj́ı symboly ⇤,+, ·, � a hodnota takového
zobrazeńı označeného např́ıklad ⇤ v bodě (x, y) se označuje x ⇤ y (mı́sto ⇤(x, y)).

Př́ıklad. (1) Bud’ N0 = {0, 1, 2, . . .} množina všech celých nezáporných č́ısel. Zobra-
zeńı +: N0 ⇥ N0 ! N0, které uspořádané dvojici (x, y) 2 N0 ⇥ N0 celých nezáporných
č́ısel přǐrad́ı jejich součet x+ y 2 N0, je binárńı operace na N0.

(2) Součet a součin na množinách N0,Z,Q,R,C.
(3) Na množině R2 všech uspořádaných dvojic reálných č́ısel binárńı operace sč́ıtáńı:

(x1, x2) + (y1, y2) = (x1 + y1, x2 + y2).

(4) Na konečné množině lze zadat binárńı operaci tabulkou. Např́ıklad, necht’ X =
{0, 1, 2} a binárńı operace + na X je zadána takto

+ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 1

tedy např́ıklad 1 + 2 = 0.

(5) Množina Mm⇥n(P ) matic stejného typu s operaćı součet matic.

(6) Množina Mn(P ) čtvercových matic stejného typu s operaćı součin matic.

(7) Množina P [x] všech polynomů s operaćı součet nebo součin polynomů.

(8) Množina XX všech zobrazeńı X ! X s operaćı � skládáńı zobrazeńı.

(9) Bud’ X množina. Označme P (X) množinu všech podmnožin množiny X. Sjedno-
ceńı, pr̊unik a symetrický rozd́ıl množin jsou binárńı operace na množině P (X). ⇤

Definice 5.1.2. Binárńı operace ⇤ na množině X je asociativńı, jestliže pro každé
x, y, z 2 X plat́ı

x ⇤ (y ⇤ z) = (x ⇤ y) ⇤ z.

Můžeme tedy psát bez závorek x ⇤ y ⇤ z.

Definice 5.1.3. Binárńı operace ⇤ na množině X je komutativńı, jestliže pro každé
x, y 2 X plat́ı

x ⇤ y = y ⇤ x.

Př́ıklad. (1) Součet a součin na množinách N0,Z,Q,R,C jsou asociativńı i komuta-
tivńı.

(2) Součet na množině R2 je asociativńı i komutativńı.

(3) Součet matic na množině Mm⇥n(P ) je asociativńı i komutativńı.
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(4) Součin matic na množině Mn(P ) je asociativńı, ale neńı komutativńı.

(5) Součet a součin polynomů na množině P [x] jsou asociativńı i komutativńı.

(6) Skládáńı zobrazeńı na množině XX je asociativńı. Komutativńı je právě tehdy,
když X je jednoprvková množina (cvičeńı).

(7) Sjednoceńı, pr̊unik a symetrický rozd́ıl množin na množině P (X) jsou asociativńı
i komutativńı. ⇤

Definice 5.1.4. Bud’ ⇤ binárńı operace na množině X. Prvek e 2 X je neutrálńı prvek
operace ⇤, jestliže pro každý prvek x 2 X plat́ı

x ⇤ e = x = e ⇤ x.

Tvrzeńı 5.1.1. Každá binárńı operace má nejvýše jeden neutrálńı prvek.

D̊ukaz. Jsou-li e1, e2 neutrálńı prvky operace ⇤, pak e2 = e1 ⇤ e2 = e1. ⇤

Př́ıklad. (1) Neutrálńı prvek operace součet na množinách N0,Z,Q,R,C je 0.

(2) Neutrálńı prvek operace součin na množinách N0,Z,Q,R,C je 1.

(3) Neutrálńı prvek operace součet na množině R2 je (0, 0).

(4) Neutrálńı prvek operace součet matic na množině Mm⇥n(P ) je nulová matice
př́ıslušného typu, tedy 0m⇥n.

(5) Neutrálńı prvek operace součin matic na množině Mn(P ) je jednotková matice
př́ıslušného typu, tedy En.

(6) Neutrálńı prvek operace součet polynomů na množině P [x] je polynom 0.

(7) Neutrálńı prvek operace součin polynomů na množině P [x] je polynom 1.

(8) Neutrálńı prvek operace skládáńı zobrazeńı na množině XX je identita idX .

(9) Neutrálńı prvek operace sjednoceńı množin na množině P (X) je ;.
(10) Neutrálńı prvek operace pr̊unik množin na množině P (X) je X.

(11) Neutrálńı prvek operace symetrický rozd́ıl množin na množině P (X) je ;. ⇤

Definice 5.1.5. Bud’ ⇤ binárńı operace na množině X, e 2 X jej́ı neutrálńı prvek.
Prvek x 2 X je invertibilńı, jestliže existuje prvek y 2 X takový, že

x ⇤ y = y ⇤ x = e.

Potom y je inverzńı prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci ⇤.

Tvrzeńı 5.1.2. Každý prvek množiny s asociativńı binárńı operaćı má vzhledem k této
operaci nejvýše jeden inverzńı prvek.

D̊ukaz. Je-li e neutrálńı prvek operace ⇤ a jsou-li y1, y2 inverzńı prvky k prvku x, pak

y1 = y1 ⇤ e = y1 ⇤ (x ⇤ y2) = (y1 ⇤ x) ⇤ y2 = e ⇤ y2 = y2. ⇤

Inverzńı prvek k prvku x se obvykle znač́ı x�1. Pouze u operace + se znač́ı �x a ř́ıká
se mu opačný.

Cvičeńı. Př́ımo z definice inverzńıho prvku vyplývá, že

e�1 = e a (x�1)�1 = x. ⇤



Grupy 79

Př́ıklad. (1) Inverzńı prvek k č́ıslu x vzhledem k operaci součet na množinách N0, Z,
Q, R, C je č́ıslo opačné �x (pokud v př́ıslušné množině existuje).

(2) Inverzńı prvek k č́ıslu x vzhledem k operaci součin na množinách N0, Z, Q, R, C je
převrácená hodnota x�1 (pokud v př́ıslušné množině existuje).

(3) Inverzńı prvek k dvojici (x, y) 2 R2 vzhledem k operaci součet je (�x,�y).

(4) Inverzńı prvek k matici A vzhledem k operaci součet matic na množině Mm⇥n(P )
je opačná matice �A.

(5) Inverzńı prvek k matici A vzhledem k operaci součin matic na množině Mn(P ) je
inverzńı matice A�1 (je-li A invertibilńı).

(6) Inverzńı prvek k zobrazeńı f : X ! X vzhledem k operaci skládáńı zobrazeńı na
množině XX je inverzńı zobrazeńı f�1, pokud toto inverzńı zobrazeńı existuje.

(7) Inverzńı prvek k množině Y 2 P (X) vzhledem k operaci symetrický rozd́ıl množin
na množině P (X) je Y. ⇤

Př́ıklad. Na množině {0, 1, 2} mějme binárńı operaci ⇤ zadanou tabulkou

⇤ 0 1 2
0 0 1 2
1 1 2 0
2 2 0 0

Neutrálńı prvek operace ⇤ je 0 a

1 ⇤ 2 = 2 ⇤ 1 = 0 a 2 ⇤ 2 = 0.

Čili 1 a 2 jsou inverzńı prvky k 2. Podle Tvrzeńı 5.1.2 to znamená, že operace ⇤ neńı
asociativńı. A skutečně, např́ıklad,

(1 ⇤ 1) ⇤ 2 = 2 ⇤ 2 = 0 zat́ımco 1 ⇤ (1 ⇤ 2) = 1 ⇤ 0 = 1. ⇤

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Množina G s binárńı operaćı ⇤ : G⇥G ! G je grupa, jestliže

(1) operace ⇤ je asociativńı,
(2) v množině G je neutrálńı prvek operace ⇤,
(3) množina G s každým prvkem obsahuje také prvek k němu inverzńı vzhledem

k operaci ⇤.
Je-li nav́ıc operace ⇤ komutativńı, grupa G je také komutativńı.

Grupa G s binárńı operaćı ⇤, neutrálńım prvkem e a označeńım inverzńıho prvku �1

se někdy zapisuje (G, ⇤, e,�1), někdy jen (G, ⇤) a je-li z kontextu zřejmé, o jakou operaci
se jedná, někdy se hovoř́ı jen o grupě G.

Grupa s binárńı operaćı označenou + se nazývá aditivńı (použ́ıvá se pouze u komu-
tativńıch grup). Grupa s binárńı operaćı označenou · se nazývá multiplikativńı.

Označme Q⇤ = Q \ {0} a obdobně v př́ıpadech R⇤,C⇤.

Př́ıklad. (1) Množina Z s operaćı součet je grupa. Stejně tak Q,R,C.
(2) Množina N0 s operaćı součet neńı grupa.

(3) Množina Q⇤ s operaćı součin je grupa. Stejně tak R⇤,C⇤, R+ (kladná reálná č́ısla).

(4) Množina Z \ {0} s operaćı součin neńı grupa. Stejně tak Q,R,C.
(5) Množina R2 s operaćı součet je grupa.
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(6) Množina Mm⇥n(P ) s operaćı součet je grupa.

(7) Množina Mn(P ) s operaćı součin neńı grupa.

(8) Množina GLn(P ) invertibilńıch matic typu n⇥n s operaćı součin je grupa (nazývá
se obecná lineárńı grupa).

(9) Množina XX s operaćı skládáńı zobrazeńı neńı grupa.

(10) Množina všech bijektivńıch zobrazeńı X ! X s operaćı skládáńı je grupa. ⇤

Tvrzeńı 5.2.1. Bud’ (G, ⇤, e,�1) grupa. Pak pro libovolná x, y 2 G plat́ı:

(1) Jestlǐze x ⇤ y = e, pak y = x�1, x = y�1.
(2) (x ⇤ y)�1 = y�1 ⇤ x�1.

D̊ukaz. (1) Jestliže x ⇤ y = e, pak y = e ⇤ y = x�1 ⇤ x ⇤ y = x�1 ⇤ e = x�1. Podobně
druhá rovnost (cvičeńı).

(2) Plyne z rovnosti x ⇤ y ⇤ y�1 ⇤ x�1 = e a (1). ⇤

Poznámka. Bez předpokladu existence inverze ke každému prvku nejde o grupu a impli-
kace v bodě (1) v Tvrzeńı 5.2.1 nemuśı platit, viz následuj́ıćı př́ıklad (1), ale v některých
př́ıpadech i přesto plat́ı, viz následuj́ıćı př́ıklad (2).

Př́ıklad. (1) Označme I = [0, 1] a mějme množinu II všech zobrazeńı I ! I s operaćı
skládáńı a neutrálńım prvkem idI . Necht’ f, g 2 II jsou taková, že

f(x) =

⇢
2x pro x 2 [0, 12 ],
1 pro x 2 [12 , 1],

g(x) =
1

2
x pro x 2 I.

Potom sice f � g = idI , ale

(g � f)(x) =
⇢

x pro x 2 [0, 12 ],
1
2 pro x 2 [12 , 1],

a f�1, g�1 neexistuj́ı.

(2) Množina Mn(P ) s operaćı součin sice neńı grupa, přesto pro libovolné dvě matice
z Mn(P ) bod (1) v Tvrzeńı 5.2.1 plat́ı, viz Tvrzeńı 1.4.3. ⇤

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud’ (X, ⇤, e,�1) grupa, bud’ Y ✓ X podmnožina taková, že

(1) jestliže y1, y2 2 Y, pak y1 ⇤ y2 2 Y;
(2) e 2 Y;
(3) jestliže y 2 Y, pak y�1 2 Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se někdy ř́ıká uzavřenost množiny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavřenost množiny vzhledem k inverzi.

Je-li Y podgrupa grupy (X, ⇤, e,�1) a je-li ⇤Y zúžeńı operace ⇤ na podmnožinu Y ⇥Y ,
pak (Y, ⇤Y , e,�1) je grupa. Zúžeńı operace na podmnožinu se obvykle znač́ı stejně jako
p̊uvodńı operace.

Př́ıklad. (1) Každá grupa (X, ⇤, e,�1) má podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se
nazývaj́ı triviálńı podgrupy.

(2) Aditivńı podgrupy (Z,+, 0,�) ⇢ (Q,+, 0,�) ⇢ (R,+, 0,�) ⇢ (C,+, 0,�).
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(3) Multiplikativńı podgrupy (Q⇤, ·, 1,�1) ⇢ (R⇤, ·, 1,�1) ⇢ (C⇤, ·, 1,�1).

(4) Množina {�1, 1} je podgrupa multiplikativńı grupy R⇤.

(5) Množina {z 2 C | |z| = 1} je podgrupa multiplikativńı grupy C⇤.

(6) Množina {(x, 2x) 2 R2 |x 2 R} je podgrupa grupy R2 s operaćı součet.

(7) Množiny {(x, 1) 2 R2 |x 2 R} a {(x, y) 2 R2 |x, y 2 R, x2+y2  1} nejsou podgrupy
grupy R2 s operaćı součet. ⇤

Tvrzeńı 5.3.1. (1) Bud’te X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Bud’te X grupa a Y, Z jej́ı podgrupy. Pak Y \ Z je podgrupa X.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Cvičeńı. Pokud pr̊unik prázdného systému podmnožin množiny X je množina X, po-
tom pr̊unik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. ⇤

5.4. Podgrupy aditivńı grupy Z

Najdeme všechny podgrupy aditivńı grupy Z = (Z,+, 0,�). Pro celé nezáporné č́ıslo
m 2 N0 označme

mZ = {mk | k 2 Z} = {. . . ,�2m,�m, 0,m, 2m, . . .}.

Tvrzeńı 5.4.1. Množiny mZ, m 2 N0, jsou podgrupy aditivńı grupy Z a jiné podgrupy
v Z nejsou.

D̊ukaz. Bud’ m 2 N0 libovolné. Ukážeme, že mZ je podgrupa. Pro libovolné mk,ml 2
mZ plat́ı mk+ml = m(k+l) 2 mZ, č́ımž je dokázána uzavřenost množiny mZ vzhledem
ke sč́ıtáńı. Množina mZ obsahuje neutrálńı prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk 2 mZ plat́ı �(mk) = m(�k) 2 mZ, č́ımž je dokázána uzavřenost množiny mZ
vzhledem k inverzi (opačným prvk̊um).

Bud’ B ✓ Z libovolná podgrupa grupy Z. Ukážeme, že B je rovna některé podgrupě
mZ. Jelikož B je podgrupa, obsahuje neutrálńı prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). Předpokládejme, že B 6= {0}, tedy existuje nenulové č́ıslo b 2 B. Nav́ıc existuje
kladné č́ıslo b+ 2 B, bud’ b+ = b, nebo b+ = �b (�b 2 B, protože B je podgrupa).
Označme m nejmenš́ı kladné č́ıslo v B (v každé neprázdné množině kladných celých
č́ısel existuje nejmenš́ı č́ıslo).

Dokážeme, že toto č́ıslo m je hledané č́ıslo, pro něž B = mZ. Nejdř́ıve ukážeme,
že mZ ✓ B. Již v́ıme, že 0 2 B a m 2 B. Předpokládejme, že mk 2 B. Potom
i m(k+1) = mk+m 2 B a d́ıky matematické indukci dostáváme, že mk 2 B pro každé
k 2 N. A potom i inverzńı prvky �mk lež́ı v B, a t́ım je ukázáno, že všechny prvky
množiny mZ lež́ı v B.

Zbývá dokázat, že B ✓ mZ. Bud’ b 2 B libovolné a předpokládejme, že b /2 mZ. Pak
existuj́ı q, r 2 Z taková, že

b = mq + r a 0 < r < m.

Tedy, r = b�mq = b+m(�q) je kladný prvek B, menš́ı než m, což je v rozporu s definićı
prvku m. Proto b 2 mZ. ⇤
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5.5. Faktorové grupy

Definice 5.5.1. Relace na množině X je podmnožina kartézského součinu X ⇥X.

Je-li ⇢ relace, mı́sto
”
(x, y) je v relaci ⇢“ se obvykle ř́ıká

”
x je v relaci ⇢ s y“ a mı́sto

(x, y) 2 ⇢ se obvykle ṕı̌se x ⇢ y.

Definice 5.5.2. Relace ⇢ na množině X je relace ekvivalence, jestliže je

(1) reflexivńı, tj. x ⇢ x pro každé x 2 X,
(2) symetrická, tj. x ⇢ y implikuje y ⇢ x,
(3) tranzitivńı, tj. x ⇢ y, y ⇢ z implikuje x ⇢ z.

Definice 5.5.3. Bud’te ⌘ relace ekvivalence na množině X a x, y 2 X. Jestliže x ⌘ y,
potom x je ekvivalentńı y vzhledem k ⌘. Množina

{y 2 X |x ⌘ y}
všech prvk̊u ekvivalentńıch prvku x je tř́ıda ekvivalence př́ıslušná x vzhledem k ⌘,
označujeme ji [x]⌘ nebo jen [x], je-li zřejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedná, tedy

[x]⌘ = {y 2 X |x ⌘ y}.

Definice 5.5.4. Bud’ ⌘ relace ekvivalence na množině X. Množina

{[x]⌘ |x 2 X}
všech př́ıslušných tř́ıd ekvivalence je faktorová množina vzhledem k ⌘, označujeme ji
X̃⌘ nebo jen X̃, je-li zřejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedná, tedy

X̃⌘ = {[x]⌘ |x 2 X}.

Poznamenejme, že X̃ je rozklad množiny X, to znamená, že množiny [x] jsou ne-
prázdné, po dvou disjunktńı a jejich sjednoceńı je X.

Definice 5.5.5. Bud’te X množina s binárńı operaćı ⇤ a ⌘ relace ekvivalence na
množině X. Relace ⌘ je kongruence na X s ⇤, jestliže plat́ı podmı́nka kompatibility, čili
implikace

jestliže x1 ⌘ x2 a y1 ⌘ y2, pak x1 ⇤ y1 ⌘ x2 ⇤ y2,
nebo ekvivalentně

jestliže [x1] = [x2] a [y1] = [y2], pak [x1 ⇤ y1] = [x2 ⇤ y2].

Tvrzeńı 5.5.1. Bud’te ⌘ kongruence na množině s asociativńı binárńı operaćı a x, y
invertibilńı prvky. Pak plat́ı implikace

jestlǐze x ⌘ y, pak x�1 ⌘ y�1

nebo ekvivalentně zapsáno

jestlǐze [x] = [y], pak [x�1] = [y�1].

D̊ukaz. Necht’ x ⌘ y. Jelikož x�1 ⌘ x�1 a y�1 ⌘ y�1, z podmı́nky kompatibility dosta-
neme x ⇤ x�1 ⌘ y ⇤ x�1, tedy e ⌘ y ⇤ x�1, a y�1 ⇤ e ⌘ y�1 ⇤ y ⇤ x�1, tedy y�1 ⌘ x�1. ⇤
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Př́ıklad. (1) Mějme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou předpisem: x ⌘ y právě
tehdy, když x, y jsou obě sudá nebo obě lichá, tedy Z̃ = {[0], [1]}. Potom ⌘ je kongruence
na Z s +, protože součet jakýchkoliv sudých č́ısel je sudé č́ıslo, součet jakýchkoliv dvou
lichých č́ısel je sudé č́ıslo a součet jakéhokoliv sudého č́ısla a jakéhokoliv lichého č́ısla je
liché č́ıslo.

(2) Mějme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou předpisem: x ⌘ y právě tehdy,
když x, y jsou obě záporná nebo obě kladná nebo obě nulová, tedy Z̃ = {[�1], [0], [1]}.
Potom ⌘ je relace ekvivalence, plat́ı implikace

jestliže x ⌘ y, pak � x ⌘ �y,

ale existuj́ı x1, x2, y1, y2 2 Z taková, že x1 ⌘ x2 a y1 ⌘ y2, ale x1 + y1 6⌘ x2 + y2. Čili ⌘
nesplňuje podmı́nku kompatibility a neńı to tedy kongruence na Z s +.

(3) Mějme grupu (Z,+, 0,�) a relaci ⌘ na Z danou předpisem: x ⌘ y právě tehdy,
když x, y jsou obě záporná nebo obě nezáporná, tedy Z̃ = {[�1], [0]}. Potom ⌘ je relace
ekvivalence, ale existuj́ı x, y 2 Z taková, že x ⌘ y, ale �x 6⌘ �y. Podle Tvrzeńı 5.5.1 ⌘
neńı kongruence na Z s +, a nesplňuje tedy podmı́nku kompatibility. ⇤


