Grupy Yt

7. prednéska, 11. 11. 2025

5. GRUPY

5.1. Binarni operace

‘Deﬁnice 5.1.1. Bindrnd operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X. ‘

Jedn4 se tedy o zobrazeni, které kazdé usporadané dvojici prvka z X pfitazuje néjaky
prvek z X. Bindrni operace se Casto oznacuji symboly #,+,-,0 a hodnota takového
zobrazeni oznaceného napiiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto *(x,y)).

Piiklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnozina vSech celych nezdpornych ¢isel. Zobra-
zeni +: Ny x Ny — Ny, které usporddané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezépornych
¢isel priradi jejich soucet  + y € Ny, je bindrni operace na Ny.
(2) Soucet a sou¢in na mnozinich Ny, Z, Q, R, C.
(3) Na mnoziné R? viech uspoiddanych dvojic redlnych ¢éisel bindrn{ operace s¢itan:
(z1,72) + (y1,92) = (¥1 + Y1, 72 + Y2).
(4) Na koneéné mnoziné lze zadat bindrni operaci tabulkou. Naptiklad, necht X =
{0,1,2} a bindrni operace + na X je zadana takto
+10 1 2
00 1 2

1 20
212 01

tedy napiiklad 1+ 2 = 0.

—_

Mnozina M, x,(P) matic stejného typu s operaci soucet matic.

)

6) Mnozina M, (P) ¢étvercovych matic stejného typu s operaci sou¢in matic.
) Mnozina P[z] vSech polynomu s operaci sou¢et nebo soucin polynomd.
)

(
(
(7
(
(

8) Mnozina XX viech zobrazeni X — X s operaci o sklddan{ zobrazeni.
9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu v8ech podmnozin mnoziny X. Sjedno-
ceni, prunik a symetricky rozdil mnozin jsou bindrni operace na mnoziné P(X). O

Definice 5.1.2. Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,2 € X plati

rx(y*xz)= (T *y)* 2.

Muzeme tedy psat bez zavorek x *x y * z.

Definice 5.1.3. Binarni operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
x,y € X plati

TkY =y *x.

Priklad. (1) Soucet a sou¢in na mnozinidch Ny, Z, Q, R, C jsou asociativni i komuta-
tivni.
(2) Souéet na mnoziné R? je asociativni i komutativni.

(3) Soucet matic na mnoziné My, x,(P) je asociativni i komutativni.
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(4)
(5) Soucet a sou¢in polynomu na mnoziné P[z| jsou asociativni i komutativni.
(6)

6) Sklddani zobrazeni na mnoziné XX je asociativni. Komutativni je pravé tehdy,
kdyz X je jednoprvkovd mnozina (cviceni).

Sou¢in matic na mnoziné M, (P) je asociativni, ale neni komutativni.

(7) Sjednoceni, prunik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. O

Definice 5.1.4. Bud’ * bindrni operace na mnoziné X. Prvek e € X je neutrdlni prvek
operace %, jestlize pro kazdy prvek z € X plati

T*e=T=exT.

Tvrzeni 5.1.1. KazZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Duikaz. Jsou-li eq, e5 neutrdlni prvky operace *, pak es = eq * ea = ;. U

Priklad. (1) Neutralni prvek operace soucet na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 0.
(2) Neutraln{ prvek operace sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 1.

(3) Neutralni prvek operace soucet na mnoziné R? je (0,0).
(4

) Neutrélni prvek operace soucet matic na mnoziné M,,x,(P) je nulovd matice
prislusného typu, tedy O, xn.

(5) Neutralni prvek operace sou¢in matic na mnoziné M, (P) je jednotkova matice
prislusného typu, tedy FE,.

(6) Neutralni prvek operace soucet polynomu na mnoziné P[x] je polynom 0.
(7) Neutralni prvek operace sou¢in polynomu na mnoziné P[z] je polynom 1.
(8) Neutralni prvek operace sklddani zobrazeni na mnoziné XX je identita idy.
(9) Neutrdlni prvek operace sjednoceni mnozin na mnoziné P(X) je (.

(10) Neutralni prvek operace prunik mnozin na mnoziné P(X) je X.

(

11) Neutrélni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je 0. O

Definice 5.1.5. Bud * bindrni operace na mnoziné X, e € X jeji neutralni prvek.
Prvek x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, ze

TxY=yYy*xx =Ee€.

Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci *.

Tvrzeni 5.1.2. KazZdy prvek mnoZiny s asociationi bindrni operaci md vzhledem k této
operaci nejuyse jeden inverzni prvek.

Diikaz. Je-li e neutrdlni prvek operace * a jsou-li y1,y2 inverzni prvky k prvku z, pak

yr=yrxe=y1x (T*xy2) = (Y1 ¥ x) * Yo = e * Y2 = yo. O

Inverzni prvek k prvku z se obvykle zna¢i ~1. Pouze u operace + se znaéi —z a ifka
se mu opacny.

Cviceni. Piimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze

el=e a (@ Hl=x O



Grupy 79

Priklad. (1) Inverzni prvek k ¢islu z vzhledem k operaci souc¢et na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opacné —z (pokud v piislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu x vzhledem k operaci sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je
pievracend hodnota ! (pokud v pifslugné mnoziné existuje).

(3) Inverzni prvek k dvojici (z,y) € R? vzhledem k operaci soucet je (—z, —y).

(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci sou¢et matic na mnoziné M, xn (P)
je opacna matice —A.

(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci sou¢in matic na mnoziné M,,(P) je
inverzni matice A~! (je-li A invertibilni).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci sklddani zobrazeni na
mnoziné XX je inverzni zobrazeni f~!, pokud toto inverzni zobrazen{ existuje.

(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. O

Pi#iklad. Na mnoziné {0, 1,2} méjme bindrni operaci * zadanou tabulkou

Neutréalni prvek operace * je 0 a
1x2=2x1=0 a 2x2=0.

Cili 1 a 2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni 5.1.2 to znamend, ze operace * neni
asociativni. A skuteéné, naptiklad,

(I1%1)*2=2%2=0 zatimco 1x(1%2)=1%0=1. O

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Mnozina G s binarni operaci *: G x G — G je grupa, jestlize
(1) operace * je asociativni,
(2) v mnoziné G je neutrdlni prvek operace *,
(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci .

Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativni.

Grupa G s binarn{ operaci *, neutralnim prvkem e a oznacenim inverzntho prvku ~!
se nékdy zapisuje (G, *, e, ~1), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jednd, nékdy se hovoii jen o grupé G.

Grupa s bindrni operaci oznacenou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s bindrni operaci oznacenou - se nazyva multiplikativnd.

Ozna¢me Q* = Q\ {0} a obdobné v ptipadech R*, C*.

'-U
Iz {8
k]

klad. (1) Mnozina Z s operaci soucet je grupa. Stejné tak Q, R, C.
Mnozina Ny s operaci soucet neni grupa.

(2)
(3) Mnozina Q* s operaci souéin je grupa. Stejné tak R*, C*, Ry (kladnd redlnd cisla).
(4) Mnozina Z \ {0} s operaci souc¢in neni grupa. Stejné tak Q, R, C.

(5)

Mnozina R? s operaci soucet je grupa.
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(6) Mnozina M,,xn,(P) s operaci soucet je grupa.

(7) Mnozina M, (P) s operaci soucin neni grupa.

(8) Mnozina GL, (P) invertibilnich matic typu n x n s operaci soucin je grupa (nazyva
se obecnd linedrni grupa).

(9) Mnozina X~ s operaci skldddni zobrazeni neni grupa.

(10) Mnozina vsech bijektivnich zobrazeni X — X s operaci sklddani je grupa. O

Tvrzeni 5.2.1. Bud (G,*,e, ') grupa. Pak pro libovolnd x,y € G plati:

1 1

(1) Jestlize xxy=e, paky=x"", x =y

(2) (wry) L=y tual

Dikaz. (1) Jestlize z xy = e, pak y = exy = z~
druhd rovnost (cviceni).
(2) Plyne z rovnosti z x y xy ' x 27! = e a (1). O

1 1

xx*y = ' xe = L Podobné

Poznamka. Bez predpokladu existence inverze ke kazdému prvku nejde o grupu a impli-
kace v bodé (1) v Tvrzeni 5.2.1 nemusi platit, viz nésledujici piiklad (1), ale v nékterych
piipadech i pfesto plati, viz nasledujici ptiklad (2).

Pi#iklad. (1) Oznaéme I = [0,1] a m&me mnozinu I? viech zobrazeni I — I s operaci
sklddan{ a neutralnim prvkem id;. Necht f,g € I' jsou takova, ze

[ 2z proze [0,%], 1
f(x)—{ 1 prozell 1], g(a:)—2ac pro x € I.
Potom sice f o g =idy, ale
z proz € [0, 3],

wor@={ ]

—1 -1 . o
neexistuji.
5 proxe[%,l], Fg J

(2) Mnozina M,,(P) s operaci soucin sice neni grupa, pfesto pro libovolné dvé matice
z My, (P) bod (1) v Tvrzeni 5.2.1 plati, viz Tvrzeni 1.4.3. O

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud (X, #,e, ') grupa, bud Y C X podmnozina takov, ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 *y2 € Y]
(2) e€;
(3) jestlize y € Y, pak y~ ! € Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy fikd wzavrenost mnoZiny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavrenost mnoziny vzhledem k inverzi.

Je-li Y podgrupa grupy (X, *, e, ~!) a je-li ¥y zizeni operace * na podmnozinu Y xY’,
pak (Y, *y,e, ~) je grupa. ZizZeni operace na podmnozinu se obvykle znaéi stejné jako
puvodni operace.

Piiklad. (1) Kazda grupa (X, #*,e, ') ma podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se
nazyvaji trividlni podgrupy.
(2) Aditivni podgrupy (Za =+, 07 _) - (Qv =+, 05 _) - (R’ =+, 07 _) C ((C7 =+, 07 _)'
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) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,7%) c (R* -, 1,71 c (C*-,1,71).
4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*

) Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*

)

6) Mnozina {(z,2r) € R?|x € R} je podgrupa grupy R? s operaci soucet.
7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(x,y) € R?|z,y € R, 2%+y? < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci soucet. O

Tvrzeni 5.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Budte X grupa a'Y,Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.
Diikaz. Cviceni. g

Cviceni. Pokud prunik prazdného systému podmnozin mnoziny X je mnozina X, po-
tom prunik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. O

5.4. Podgrupy aditivni grupy Z

Najdeme vsechny podgrupy aditivni grupy Z = (Z, +,0, —). Pro celé nezaporné ¢islo
m € Ny ozna¢me

mZ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.

Tvrzeni 5.4.1. Mnoziny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivni grupy Z a jiné podgrupy
v Z nejsou.

Diikaz. Bud m € Ny libovolné. Ukédzeme, ze mZ je podgrupa. Pro libovolné mk, ml €
mZ plati mk+ml = m(k+1) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ vzhledem
ke s¢itdani. Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk € mZ plati —(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokdzdna uzavienost mnoziny mZ
vzhledem k inverzi (opa¢nym prvkum).

Bud’ B C Z libovolna podgrupa grupy Z. Ukdzeme, Ze B je rovna nékteré podgrupé
mZ. Jelikoz B je podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). Predpokladejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje
kladné ¢islo by € B, bud by = b, nebo by = —b (—b € B, protoze B je podgrupa).
Ozna¢me m nejmensi kladné ¢éislo v B (v kazdé neprdzdné mnoziné kladnych celych
¢isel existuje nejmensi ¢islo).

Dokazeme, ze toto ¢islo m je hledané ¢islo, pro néz B = mZ. Nejdiive ukazeme,
ze mZ C B. Jiz vime, ze 0 € B a m € B. Predpokladejme, ze mk € B. Potom
im(k+1) = mk+m € B a diky matematické indukci dostdvame, ze mk € B pro kazdé
k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi v B, a tim je ukazano, ze vSechny prvky
mnoziny mZ lezi v B.

Zbyva dokézat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a predpokladejme, ze b ¢ mZ. Pak
existuji q,r € Z takova, ze

b=mqg+r a 0<r<m.

Tedy, r = b—mq = b+m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coz je v rozporu s definici
prvku m. Proto b € mZ. O
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5.5. Faktorové grupy

‘Deﬁnice 5.5.1. Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského soucinu X x X.

Je-li p relace, misto ,(x,y) je v relaci p* se obvykle 1ika ,z je v relaci p s y“ a misto
(z,y) € p se obvykle pise x p y.

Definice 5.5.2. Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé = € X,
(2) symetrickd, tj. x py implikuje y p z,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje z p z.

Definice 5.5.3. Bud'te = relace ekvivalence na mnoziné X a z,y € X. Jestlize x = y,
potom x je ekvivalentni y vzhledem k =. Mnozina

lye X|z=y}

vSech prvku ekvivalentnich prvku z je trida ekvivalence ptislusnd x vzhledem k =,
oznacujeme ji [x]= nebo jen [z], je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jednd, tedy

[Zl=={y e X |z =y}

Definice 5.5.4. Bud = relace ekvivalence na mnoziné X. Mnozina
{lzlz]z € X}

vSech prislusnych tiid ekvivalence je faktorovd mnozina vzhledem k =, oznacujeme ji
X= nebo jen X, je-li zftejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedna, tedy

X= = {[z]=|z € X}.

Poznamenejme, ze X je rozklad mnoziny X, to znamend, Ze mnoziny [z] jsou ne-
prazdné, po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je X.

Definice 5.5.5. Bud'te X mnozina s bindrni operaci * a = relace ekvivalence na
mnoziné X. Relace = je kongruence na X s *, jestlize plati podminka kompatibility, ¢ili
implikace

Jestlize 1 = w2 a y1 = y2, pak z1 xy1 = T2 * Y2,
nebo ekvivalentné

jestlize [v1] = [z2] a [y1] = [y2], pak [z1 * y1] = [22 * yo].

Tvrzeni 5.5.1. Bud'te = kongruence na mnoziné s asociativni bindrni operaci a x,vy
invertibilng proky. Pak plati implikace

jestlize v =y, pakz =y !

nebo ekvivalentné zapsdno

jestlize [x] = [y, pak [z7"] =[y™"].

Diikaz. Necht z = 5. Jelikoz v~ ' =z lay =y}
neme rxx ' =y*xax L tedy e=yx !

, z podminky kompatibility dosta-

cay lxe=y lxyxa L tedyy t=2"l O
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Priklad. (1) Meéjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou piedpisem: x = y prave
tehdy, kdyz z, i jsou obé sudé nebo obé lich4, tedy Z = {[0], [1]}. Potom = je kongruence
na Z s +, protoze soucet jakychkoliv sudych ¢isel je sudé ¢islo, soucet jakychkoliv dvou
lichych ¢isel je sudé ¢islo a soucet jakéhokoliv sudého ¢isla a jakéhokoliv lichého ¢isla je
liché ¢islo.

(2) Mgjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou predpisem: = = y pravé tehdy,
kdyz ,y jsou obé zéporna nebo obé kladna nebo obé nulové, tedy Z = {[—1], [0], [1]}.
Potom = je relace ekvivalence, plati implikace

jestlize x =y, pak —z = —y,
ale existuji x1, T2, y1,y2 € Z takova, ze x1 = x2 a y1 = Yo, ale 1 + y1 Z T2 + Yo. Cili =
nesplinuje podminku kompatibility a neni to tedy kongruence na Z s +.
(3) Mégjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou predpisem: x = y pravé tehdy,
kdyz x,y jsou obé zdpornd nebo obé nezipornd, tedy Z = {[—1], [0]}. Potom = je relace

ekvivalence, ale existuji x,y € Z takova, ze x = y, ale —x £ —y. Podle Tvrzeni 5.5.1 =
neni kongruence na Z s +, a nespliiuje tedy podminku kompatibility. O



