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6. prednaska, 4. 11. 2025

Tvrzeni 4.1.2. Budte f,g,h € P[z]. Potom

2) f+(g+h)=(f+g) +h, (6) f-(g-h)=(f-9) h,
(4) f+(=f)=0, (8) f-(g+h)=Ff-g+f-h
Dukaz. Cviceni. O

Tvrzeni 4.1.3. Necht f,g,h € P[z], fg= fh a f #0. Pak g = h.

Dikaz. Jestlize fg = fh, pak f(g —h) = 0 a aspon jeden z polynomu f a g — h je
nulovy. Podle predpokladu f # 0, takze g — h =0 a g = h. O

Podobné jako v ptipadé matic nebo v piipadé prvkia néjakého pole je mozné definovat
inverzni polynom.

Definice 4.1.7. Bud'te f,g € Plz]. Polynom g je inverzni k polynomu f, jestlize
fg = gf = 1. Inverzni polynom k polynomu f znac¢ime f~'. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzni, je invertibilni. Mnozina vSech invertibilnich prvku P[x]
nebo P se zna¢i P[x]* resp. P*

Tvrzeni 4.1.4. Invertibilni polynomy jsou prdvé nenulové konstantni polynomy (tedy
polynomy stupné 0).

Diikaz. Existuje-li k polynomu f inverze f~!, potom ff~' =1 a oba polynomy f, f~*
jsou nenulové. Déle deg f < deg f +deg f~! = deg(ff~!) = deg1 = 0. Takze deg f =0
a f je tedy nenulovy konstantni polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulovy konstantni polynom, muzeme ho ztotoznit
s prislusnym prvkem pole, ke kterému diky vlastnostem pole existuje prvek inverzni
a ten zase muzeme ztotoznit s pirisluSnym polynomem, ktery je tedy inverzni k f. [

Nyni se budeme vénovat délitelnosti polynomu. Teorie délitelnosti polynomu a teorie
délitelnosti celych ¢isel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. Bud'te f, g € P[z]. Polynom g déli polynom f, jestlize existuje poly-
nom h € P[z] takovy, ze f = gh. Pak také polynom g je délitel polynomu f a polynom
f je délitelny polynomem g. Zapisujeme g | f.

Cviceni. Jestlize g | f a f # 0, pak degg < deg f. O

2

Piiklad. (1) x| 2? — =, protoze 22 — 2z = z(z — 1).

(2) x nedéli 22 + 1. Aby z - h byl polynom stupné 2, h musi byt stupné 1, ale pro
jakykoliv polynom h = a1z + ag stupné 1 plati z - h = ajz? + agz. O

Cviceni. (1) Ukazte, ze x — 1| 2™ — 1 pro kazdé celé n > 1.

(2) Ukazte, ze relace | je reflexivni a tranzitivni. O

Tvrzeni 4.1.5. Bud'te f,g,h € P|x].
(1) f1faflo.
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(2) Jestlize f | g ag|h, pak f | h.

(3) Jestlize f | g a f | h, pak f|(g+h).
(4) Jestlize f | g, pak f | (gh).

(5) Jestlize fg| fh a f#0, pak g | h.

Dikaz. Cviceni. O

Podobné jako v piipadé celych éisel 1 v piipadé polynomu existuje déleni se zbytkem
(nebo netplné déleni).

Tvrzeni 4.1.6. Budte f,g € Plx], g # 0. Pak existuje prdvé jedna dvojice q,v € P[x]
takovad, Ze

(i) f=ga+r;
(11) bud r = 0 nebo degr < degg.
Dikaz. Jestlize f = 0 nebo deg f < degg, dvojice ¢ = 0, r = f spliuje podminky (i)
a (ii).
Predpoklddejme, ze f # 0 a deg f > degg. Polozme qp = 0arg = f aproi € N
takova, ze r; # 0 a degr; > deg g, definujme rekurzivné

Ic T lc T

lcg

Jelikoz stupent polynomu

. xdegrifdegg’ i I_degrifdegg .g.

Gi+1 = ¢; + Ti4l =Tj

B lcg

ler; _
't pdegri—degg g
lcg

je roven deg r; a jeho vedouci koeficient je roven lcr;, tak bud ;11 = 0 nebo degr; 11 <
deg r;. Proto existuje ig takové, ze bud r;, = 0 nebo degr;, < degg. Navic, f = gqo+10
a je-li f = gg; + r; pro néjaké i, potom také f = ggiy1 + riy1. Takze dvojice ¢ = gy,
r = r;, spliiuje podminky (i) a (ii).

Jesté je tfeba dokdzat jednoznacnost. Nechtf pro dvojice qi,71 a go, 72 jsou splnény
podminky (i) a (ii). Tedy,

f=9q+m f=9q+r (1)
bud r; = 0 nebo degr; < degg bud ry = 0 nebo degre < degg. (2)

Piedpokladejme, ze ro — 11 # 0. Podle (5)

gn +ri=gp+r:  tedy g1 —¢q)=r2—m adegg <deg(r2—r1), (3)
zatimco z (2) vyplyvé, ze

deg(re —r1) < degg. (4)

Na zékladé predpokladu r9 — rqy # 0 dostavame spor, takze ro — 1 = 0, ¢ili ry = ro.
Vzhledem k tomu, ze g # 0, z g(¢1 — g2) = 0 vyplyva, ze 1 —q2 =0, ¢ili g1 = q2. O

Definice 4.1.9. V piedchozim tvrzeni q je ¢dstecny podil (podil, je-li r = 0) polynomu
f a g (v tomto poradi) a r je piislusny zbytek.

Je ztejmé, ze g | f prave tehdy, kdyz zbytek pii (¢dstecném) podilu polynomu f a g
je roven nule.
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Piiklad. Bud'te f,g € Rz],

f=a" 4223 +20+4 a g=2>+x+2.

Tedy go =0, 7o = f a polynomy qi1,...,q4 ary,...,rs je mozné ziskat pomoci schématu
(25 + 223 +2244): (@ +24+2)= 2% —2?4zr+1 —l—x;f;fQ

— (2 + 2 + 223) @
4 N———

Ty = —X +2x+4 a2

—(—zt — 2% - 22?) P
|

ro = a3 + 222 4+ 22 + 4 P

—(2® + 2%+ 22)

ry = 2 +4

—(z?+ z+2)
Cili
q =0 ro = a° + 22° + 2z 4+ 4
¢ = z° ro=—xt+2+4
@ =1’ —a? ro = 2% + 222 4+ 2z + 4
g=1—2*+z r3 =2 +4
pu=2—2*+x+1 ry=—T+2

a je snadné ovérit, ze f = gq; + r; pro kazdé i € {0,1,2,3,4}.
Jelikoz degry =1 < 2 =degg,

castecny podil g = qq = 2% —2® + 2 + 1 a zbytek r =1y = —x + 2.
Tedy

f=a 42034+ 20 +4=gq+r=(22+2+2) - @® -2+ +1)+(—2x+2). O

‘Deﬁnice 4.1.10. Nenulovy polynom, jehoz vedouci koeficient je 1, je normovang. ‘

Je-li f=ap2™ +ap_12" ' +--- + a1z + ag nenulovy polynom s lc f = a,, # 0, pak

- 1 gy a a
fzi ZZL'n—FLIIL‘n_l-i—"'—l-fll’—l-fO
lc f an G an

je normovany polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska délitelnosti rovnocenné (f | f a
1)
Lemma 4.1.7. Budte f,g normované polynomy takové, Ze f | g a g| f. Potom f = g.

Diikaz. Predpoklddejme, ze f | g a zdroven g | f. Potom existuji polynomy p,q € P|x]
tak, ze g = fpa f = gqg. Mame f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, g jsou tedy nenulové
konstantni polynomy a 1 =lcg =lc(fp) =lcf-lep=1-p=p. Takze g= fp=f. O

Relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je tedy navic antisymetricka, ¢ili je
to usporadani a mame uspofddanou mnozinu v8ech normovanych polynomu.
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4.2. Nejveétsi spoleény délitel

Definice 4.2.1. Bud'te f,g € P[z]. Polynom d € P[z]| je nejuétsi spolecny délitel
polynomau f, g, jestlize

(1) d| fadlg;

(2) kdyz h € Plz], h | fah|g, pak h| d;

(3) d je normovany.

Zapisujeme d = D(f, g).

‘Deﬁnice 4.2.2. Polynomy, jejichz nejvétsi spoleény délitel je 1, jsou nesoudélné.

Piiklad. (1) D(2z,2%) = z.

(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudélné. Oba polynomy jsou stupné 1, proto jejich
délitele jsou stupné bud 1 nebo 0. Linearni délitele polynomu z jsou cz, kde ¢ € P, ale
zadny z nich neni délitelem = + 1. Spole¢né délitele polynomu x a x + 1 jsou tedy jen
nenulové konstantni polynomy a jelikoz nejvétsi spoleény délitel je navic normovany,
D(z,z+1)=1.

(3) Nejvetsi spoleény délitel polynomu f = g = 0 neexistuje.

(4) Pro f #0 D(f,0) = f. 0

Tvrzeni 4.2.1 (Eukleiduv algoritmus). Bud'te f,g € Plx] nenulové polynomy. Bud
T0,71,72,73, - - . posloupnost polynomi takovd, Ze ro = f, r1 = g a jsou-li zndmy r;, 741,
pak ;1o ziskdme neuplnym délenim polynomu r; polynomem rij1:

Ty =Tig1Gi + Tig2, bud rizo =0 nebo degriyo < degriqy.
Potom existuje index N takovy, Ze ry—1 # 0 ary = 0.

Diikaz. Jelikoz deg g = degry > degre > degrg > ... je klesajici posloupnost nezapor-
nych celych ¢isel, existuje N € N takové, ze ry_1 # 0 a ry = 0. g

Piiklad. Bud'te f,g € Rz],

f=a+223+2x+4 a g=x’4+z+2.
Tedy ro = f, 71 = g auz vime, ze f = g- (2> — 22+ + 1) + (—z + 2), takze
ro=-z+2 a g=2"-r +x+1

Délenim polynomu r; polynomem 79

(224 24+2): (—z+2)=—-2—-3+ L5

—x+2
—(2% — 27)
3x + 2
—(—3z —6)
8
dostaneme

rg = 8 a q =—x—3.
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Délenim polynomu 79 polynomem 73

(—z+2):(8)=-2+2
—(—=)

2
-2
0
dostaneme
_0 oz 2
T4 = a q2 = _g + g
V tomto piipadé tedy N = 4. O

Tvrzeni 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichZ aspon jeden je nenulovy, existuje
prdavé jeden jejich nejuétsi spoleény delitel.

Diikaz. Bud'te f,g € Plz]. Je-li f # 0a g = 0, D(f,0) = f. Piedpokladdejme, Ze f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleiduv algoritmus. Bud N € N takové, ze ry_1 # 0 ary = 0.

Oznaéme d = 7y_1 (normovany polynom). Ziejmé d | ry—1 a d | ry. Je-li d délitel
polynomu r;11 a 749, pak je délitel i polynomu r; = r;11q; + r;12. Postupné tedy
dostaneme, ze d | r; pro véechna i € {0,...,N}, véetné d |r =gad|ro=f.

Bud h € P[z] takové, ze h | f =19 a h | g = r1. Je-li h délitel polynomu r; a ritq,
pak je délitel i polynomu r; 4o = r; — r41¢;. Takto postupné dostaneme, ze h | r; pro
vechna i € {0,..., N}, véetné h | rny_1 = d. Tedy, d = D(f, g).

Bud'te di, ds nejvétsi spoleéné délitele polynomii. Podle definice nejvétsiho spoleéného
deélitele dy | da a dg | dy a jelikoz di, dy jsou normované, d; = ds. O

Priklad. Bud'te f,g € Rz],
f=a’+223 +2x+4 a g=x’4+x+2.
Uz vime, ze N =4 ar3 =8, ¢ili D(f,g9) =73 = 1. O

Tvrzeni 4.2.3 (Bézoutova véta). Bud'te f,g € P|x] polynomy, z nichZ aspori jeden je
nenulovy. Pak existuji polynomy u,v € P[x] takové, Ze D(f,g) = fu+ gv.

Dikaz. Oznacme I = {fu + gv | u,v € P[x]}. V mnoziné I existuje normovany prvek
minimdlniho stupné, ozna¢me jej d. Tedy, d = fu + gv pro néjaka u,v € Plx].

Po déleni se zbytkem dostaneme f = dq + r, kde bud » = 0 nebo degr < degd.
Zarovenr = f —dq = f— (fu+gv)qg = f(1 —uq)+ g(—vq) € I. Kdyby r # 0, byl by to
nenulovy prvek I stupné nizsiho nez degd. Takze r = 0 a tedy d | f. Analogicky d | g.

Bud h € Plx] spoleény délitel f a g. Pak h je délitel i polynomu fu + gv = d. Tedy,
d=D(f,g). O

Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu lze ziskat nejen D(f,g), ale i polynomy
u, v z predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.4 (Rozsiieny Eukleiduv algoritmus). Budte f,g € P[x] nenulové poly-
nomy. Bud'te ro,m1,72,...,"N_1 @ Q0,q1,q2,---,GN—3 posloupnosti polynomaii z Euklei-
dova algoritmu. Bud'te

uo = 1,u1 = 0,ug,...,un—1,

Vo :0,1)1 = 1,1)2,...,1)]\[_1,
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posloupnosti polynomai takové, Ze u; = uip1q; + Uiz a V; = Vi11q; + Viro pro viechna

i€{0,...,N —3}. Potom ry_1 = fun—1+ gun—_1 a oznacime-li
1 1
= UN-1 a v = UN-1,
lery—1 lery—q

pak D(f,g9) = fu+ gv.
Dukaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle pfedpokladu
ro=[f, m=g, u =1, wu =0, vp=0, vi=1

aproi€{0,...,N—3}

Ty = Ti41G; T Ti+2, tedy 7Tito =1 — Tiv16, (5)
Ui = Ujr1q; + Uir2, tedy wiy2 = ui — ui+1q;, (6)
Vi = Ui4+1q; + Vit2, tedy witro = v; — vit16;. (7)

Matematickou indukei ukézeme, ze r; = fu; + gv; pro véechna i € {0,..., N — 1}. Plat{

ro=f=f-14+9-0=f-uy+g-wvo,
rm=g=f-0+g-1=f-u1+g-v1.

Predpoklddejme, ze pro néjaké k plati

Tk = fug + gug, (8)
Tht1 = fUk4+1 + GUk+1- (9)
Potom
Tht2 = (podle (8))
=Tk = Thi1Qk = (podle (11), (12))
= fur + gvr, — (furs1 + gurs1)qe =
= fur — ukt1qx) + g(vk — Vk1qx) = (podle (9), (10))

= fugy2 + gUky2.

Takze, vztah r; = fu; + gv; plati pro i = 0,i = 1 a kdyz plati proi =k ai =k + 1,
pak plati pro i = k + 2. Z toho vyplyvé, ze plati pro kazdé i € {0,..., N — 1}. Zbytek
tvrzeni je zfejmy. O

Priklad. Bud'te f,g € R[z],
f=a’+223+2x+4 a g=x4+z+2.
Uz vime, ze D(f,g) =1, N =4,

rO:x5—|—2x3—|—2x—|—4 q0:x3—:v2+x+l
rn=a?+z+2 @ =-r-3
7"2:—1""2

7"3:8

UOzl ’UQZO

U1:0 ’Ul:l
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Déle
Up = U1qo + U2
1=0-qo+u implikuje uo =1,
Up = V1q0 + V2
0=1-q9+ v implikuje Vg =—qo=—a>+a®—x—1,
Ul = u2q + u3
0=1-¢1 +us implikuje uz3 =-—-q1 =x + 3,
V1 = V2q1 + U3
1=—qo-q1 +v3 implikuje vg3=1+qoq1 = —z* — 223 + 22% — 42 — 2.

Lze snadno ovéfit, ze r3 = fusg + gvs, a kdyz

3
R
_ 2 2? 1
TTR T T T2
pak D(f,g) =1= fu+ gv. O

4.3. Ireducibilni polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilni nad polem P, jestlize je sou¢inem dvou nekon-
stantnich polynomu nad polem P. Polynom je ireducibilni nad polem P, jestlize neni
konstantni a neni reducibilni nad polem P.

Pro polynom z Px] oznacenim reducibilni, resp. ireducibilni se mysli reducibilni nad
P, resp. ireducibilni nad P.

Je-li polynom f reducibilni a f = g - h, kde g, h jsou nekonstantni polynomy, rika
se také, Ze g - h je rozklad polynomu f na sou¢in polynomiu g, h nebo také, ze g - h je
rozklad polynomu f na Cinitele g, h.

Piiklad. (1) Kazdy polynom stupné 1 je ireducibilni, nebot neni konstantni a souc¢in
dvou nekonstantnich polynomi je polynom stupné aspon 2.

(2) Polynom 22 —1 = (z — 1)(x + 1) je reducibilni nad R. Polynomy = — 1 a = + 1 jsou
ireducibilni nad R. O

Cviceni. Normovany reducibilni polynom je sou¢inem normovanych nekonstantnich
polynom. O

Tvrzeni 4.3.1. Necht jsou f,g € Plx] normované polynomy, g je ireducibilni a f | g.
Potom bud’ f =1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilni, pak f = g.

Dukaz. Kdyz f | g, existuje h € Plx| takové, ze fh = g. Jelikoz g je ireducibilni,
pravé jeden z polynomu f, h je konstantni. Je-li normovany polynom f konstantni, pak
f = 1. Je-li h konstantni a fh je normovany polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilni, pak neni konstantni, a zbyva tedy jen f = g. O

Lemma 4.3.2. Budte g,hy,...,h, € Plx] normované ireducibilni polynomy a necht
g | h1---hy. Pak existuje index j takovy, Ze g = hj.
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Diikaz. Oznaéme d = D(g, hy). JelikoZ d | g a g je ireducibilni, podle Tvrzeni 4.3.1 bud
d = g anebo d = 1. Jestlize d = g, pak g | hy a g = hy. Jestlize d = 1, pak Tvrzeni 4.2.3

1=gu+ hv
pro vhodné u,v € P[z]. Vyndsobime-li obé strany polynomem hg - - - h,,, dostaneme
ho---hy =ghg---hyu+ hiho--- hyv.

Podle predpokladu g | hy - - hy, takze prava strana je délitelnd g, proto i levéd strana
je délitelnd g, €ili g | hg---h,. Stejnym postupem ukazeme, Zze bud g = hy anebo
g | hs- - hy. Opakovanim tohoto postupu najdeme j, 1 < j < n, takové, ze g = h;. O

Tvrzeni 4.3.3. Kazdy nekonstantni polynom je soucinem konstanty a normovanych
treducibilnich polynoma, pricemz vSechny cinitele jsou uréeny jednoznacéné az na poradyi.

Diikaz. Bud f € P[x] nekonstantni polynom a oznac¢me f = ﬁ - f. Je-li f ireduci-

bilni, pak f =1lc f - f. Je-li f reducibilni, pak je sou¢inem normovanych nekonstantnich
polynomu niz§tho stupné. Kazdy z téchto polynomi je také bud ireducibilni nebo re-
ducibilni, ve druhém piipadé je opét soucinem normovanych nekonstantnich polynomu
nizsiho stupné. Opakovanim tohoto postupu po konetné mmnoha krocich dojdeme ke
koneénému poc¢tu normovanych ireducibilnich polynomu. Jejich pocet je shora omezen
stupném polynomu f a jejich souéin je roven f.

Jesté je potieba dokdzat jednoznacénost. Pedpokladejme, ze f = g1 -+ gn = h1 -+ him
a vSechny cinitele jsou normované ireducibilni polynomy. Jelikoz g1 | hy - - - by, podle
piedchoziho lemmatu existuje index (1) takovy, ze g1 = hy(1). Takze rovnost g - - - g, =
hy - - - hy,, muzeme zkratit g; a na obou strandch rovnosti tedy bude o jednoho ¢initele
méné. Obdobné dostaneme, ze existuje index p(2) takovy, ze g2 = hy(2), a postupné az
ze existuje index ¢(n) takovy, ze g, = hy(n).-

Navic, n < m, protoze jinak by gm41--- gn = 1, coz neni mozné, kdyz vsechny g; jsou
nekonstantni polynomy. A obdobné dostaneme, ze m < n. Takze n = m. O

Pi#iklad. Polynom z? + 1 je reducibilni nad polem C, protoze 22 + 1 = (z +i)(x — i).
Tentyz polynom je ireducibilni nad polem R, protoze jakykoliv jeho hypoteticky rozklad
>+ 1= (z+8&(x+n), &n € R je soucasné rozkladem nad C riznym od 22 + 1 =
(x +1i)(x — 1), ve sporu s jednozna¢nosti rozkladu. O

Dusledek. Bud f € P[x] a bud’te g1,...,gm € Plz] normované ireducibilni a po dvou
o z . . . .o k k‘
ruzné, tj. g; # g; pro i # j. Jestlize gi" | f, ..., gfnm | f, pak g7 "'gfrf" | f.

4.4. Koreny a jejich nasobnost

Pro f = anz™ + an—12" '+ + a1z + ap € Plz] a £ € P, oznacme

f(&) = an&" + an—lfn_l 4+~ +al+ag € P

Tvrzeni 4.4.1. Pro libovolné polynomy f,g € P[z] a libovolny prvek § € P plati

(f+9)&) = f&)+9(&), (=)&) =-f(&), (F9)&) = Ff(&y(&).
Dikaz. Cviceni. O

Definice 4.4.1. Prvek & € P je koren polynomu f € P[x], jestlize f(£) = 0.
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Tvrzeni 4.4.2. Necht f € Plx] a £ € P. Potom £ je koren polynomu f prdvé tehdy,
kdyz r — & deli f.

Dukaz. Predpokladejme, ze £ je kofen polynomu f. Délenim f : (z — &) dostaneme

f=@—-8q+r, kdebud r=0nebo degr < deg(x — &) =1, ¢ili degr = 0.
Takze v obou piipadech 7 je konstantni polynom a 0 = f(&) = (&€ — €)q(&) +r = r. Cili
r=0,f=(x—-§qax—¢del f.

Piedpokladejme, ze = — & déli f, tedy f = (z — £)q pro néjaké ¢q. Potom f(§) =
(& —&)q(&) =0, ¢ili € je kofen polynomu f. O

Definice 4.4.2. Necht f € P[z] a £ € P. Pokud £ je kofen f, potom polynom z — &
je kotenovy ¢initel polynomu f.

Definice 4.4.3. Prvek & € P je k-ndsobnij koren polynomu f € P[], jestlize (z — &)*
deli f, ale (xz — &)F*! nedeli f.

Tvrzeni 4.4.3. Budte &1, ...,&, € P riuzné koreny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po tadé ki, ..., k,. Potom

(1) (@ = &) (a = &) | f;
(2) ki+---+k, <degf.

Dikaz. Cviceni. ]

Tvrzeni 4.4.4 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md
aspon jeden koten.

Vsechny znamé dikazy vyuzivaji vysledky matematické analyzy, proto zde dukaz

neuvadime.

Dusledek. Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md rozklad na linedrni ¢initele.
Kortenu se zapoctenim ndsobnosti md pravé tolik, kolik ¢ini jeho stupernt, a mavzdjem
ruznijch korent md nejvyse tolik.

Predchozi diisledek znamena, ze pro kazdy nekonstantni polynom f = apa"+a,_12" 1+
-+ -+ a1z + ap stupné n s komplexnimi koeficienty existuji ¢isla &1, &a, . . ., &, (nemusi byt
po dvou ruznd), pro ktera plati

anz"™ + ap_12" N+ -+ a1+ ag = an(x —&)(x — &) ... (x — &).

Kazdé z ¢isel £1,&o,...,&, je kofenem polynomu f.
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Tvrzeni 4.4.5 (Vlastnosti kofenii (Vietovy vzorce)). Bud'te f = 2" +ap_ 12" 1 4+
a1z + ag € Clx] a &1,&,...,&, jeho koteny (nemusi byt vsechny ruzné). Potom

a1 =—(G+ &+ &) ==Y &
=1

an2=886+&E&+ + &8 + 68+ + 6+ + 616 =

= Z &i&;
ij=1
1<)
an-3 = — (18686 + 61684 + -+ &&n1én + -+ §n28n—16n) =
=— ) &
i k=1
i<j<k

a1 =(—D)""M&Enabnr + & Lnabn o
e a& bt Gn)
ap = (—1)"&&2 - &n.
Dukaz. Polynom f muzeme rozlozit na soucin jeho kofenovych Cinitelu
2" ap 12" M tartag = (x— &) (z— &)

Po rozndsobeni pravé strany porovnanim koeficientu s piislusnymi koeficienty na levé
strané ziskame uvedené vztahy. O

Piiklad. Kofeny polynomu 22 — 5z + 6 jsou 2 a 3 a
ap =—(2+3)=-5,
ap = (—1)?-2-3 = 6. O

4.5. Polynomy s realnymi koeficienty
Komplexni cisla

Komplexni ¢islo v algebraickém tvaru je ¢islo a + bi, kde a, b jsou realna cisla a 7 je
imagindrni jednotka, ¢ili i2 = —1.
Komplexni ¢isla z1 = a + bi, 20 = ¢ + di se rovnaji pravé tehdy, kdyza =ca b=d.
Prozi =a+bi, zo =c+ di
21+ 22 = (a+bi) + (c+ di) = (a+c) + (b + d)i,
21— 22 = (a+bi) — (c+di) = (a — c) + (b — d)i,
21 29 = (a+bi) - (c+ di) = (ac + bdi?) 4 adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i,

pro zo # 0
21 a+bi  (a+bi)(c—di) (ac+bd)+ (bc —ad)i
2z c+di  (c+di)(c—di) A+ d? ’

Cislo komplexné sdruzené k ¢islu z = a + bi je ¢islo a — bi a oznacujeme jej z*

Cviceni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi
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1)

(2) z = z* prave tehdy, kdyz z je redlné cislo,

(3) z+ z* = 2a, tedy reélné cislo,

(4) zz* = a® + b2, tedy redlné éislo. O

Cviceni. Pro komplexni ¢isla z1, 29

* *
Z1 z
(214 22)" = 21 + 23, (z122)" = 2723, () = 0

Cviceni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi
(z — 2)(z — 2%) = 2° — 2ax + a® + b*

je polynom s redlnymi koeficienty a pokud z ¢ R, ¢ili b # 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je zaporny. O

Absolutni hodnota komplexniho ¢isla z = a + bi je

2| = Va2 + b2 = Vzz*

Polynomy s realnymi koeficienty

Tvrzeni 4.5.1. Je-li £ € C korenem polynomu s redlnymi koeficienty, potom £* € C je
také korenem tohoto polynomu, a to stejné ndsobnosti.

Diikaz. Necht f = apa™ + ap_ 12" 1 + -+ 4+ a1x + ap je polynom s redlnymi koeficienty
a & € C je jeho koten, ¢ili f(§) = 0. Potom

FE€) = an(€)" + an1 (€)Y -+l +ag = (a=a" pro a € R)
= ap(E)" +ap () - e Fag = (a*0" = (ab)")
= (@€ + (an1 ) 4+ (@) Fag = (aF 40" = (a+b)%)
= (an€™ +an 1" Far tag)t =
= f(§)"=0"=0.

Na druhou stranu, pokud &* je kofen polynomu f, potom z pravé dokdzaného vyplyva,
ze £ = (£%)* je také koten.
Takze, je-li £ = a + bi kofen f, potom &* = a — bi je také koten f a
f=@=8—-&)h
Diky tomu, Ze & + &* = 2a a £€* = a® + b? jsou redlnd ¢isla,
(@ =)@ =€) =a"— (+)z+&
je polynom s redlnymi koeficienty, a proto h je také polynom s realnymi koeficienty.
Proto, je-li £ k-nasobny koien f,
f=(@-9z-¢&) g,
kde g je polynom s redlnymi koeficienty, jehoz kofenem nejsou ani £ ani £*, takze £* je
také k-nasobny kotfen f. O

Rozklad normovaného polynomu f s redlnymi koeficienty na ireducibilni ¢initele nad
C tedy obsahuje linedrn{ ¢initele x — a; s redlnymi kofeny «a; a dvojice linearnich ¢initelu
z —&j, © — & s dvojicemi komplexné sdruzenych kofenu §;, 3%
f=—a)" - (r—a)r(@— &) (z =) - (2 = &)™ (z — )"
Takze deg f =11+ -+ 1 +2(k1 + - - - + ks).
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Pokud rozndsobime viechny dvojice (z — §;), (x — &), dostaneme rozklad polynomu
f na ireducibilni ¢initele nad R, ktery obsahuje linedrni ¢initele x — «; a kvadratické
¢initele 2% — (&5 + i)z + ;€ se zdpornymi diskriminanty:

f=@—a)t (=) (@® = (G + &)z + &) - (0 — (G + &)z + 88"

Cviceni. (1) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné mé aspon jeden
realny koren.
(2) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné vétsiho nez 2 je reducibilni nad R. [

Cviéeni. Rozlozte polynom z* + 1 na ireducibilni ¢initele nad C a nad R. g
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou celd ¢éisla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.5.2. Bud'te f = apz" + ap 12" + - + a1z + ag polynom s celociselngmi
koeficienty a p,q nesoudélnd celd éisla. Jestlize % je korenem polynomu f, potom ag je
délitelné p a a, je délitelné q.

Dukaz. Predpokladejme, ze g je kofenem polynomu f, tedy
f(g) = an(%)n + an—1(§>n_l +-t alg +ag = 0.

Vhodnymi tpravami lze ziskat uvedené vlastnosti. Cviceni. O

Disledek. Celoéciselné koreny polynomu s celociselnymi koeficienty jsou délitele abso-
lutniho ¢lenu.

4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud’
f=anx" 4+ ap_12" -+ ayx + ap € Clz].
Polynom

' =napz" ' + (n— 1)an,1;1:”_2

4. +ay € Cla]

je derivace polynomu f.

Tvrzeni 4.6.1. (1) (f+9)=f"+¢,

(2) (f9)'="rfg+1dg,

(3) (f*) =kf*1f

Diikaz. Cviceni. -

Tvrzeni 4.6.2. Necht k > 2, f € Clz] je polynom a & € C je jeho k-ndsobny koren.
Potom

(1) € je (k — 1)-ndsobny koren f',

(2) & je (k — 1)-ndsobny koren nejvétsiho spolecného délitele D(f, f').
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Diikaz. (1) Piedpokladejme, Ze & je k-nasobny kofen polynomu f, ¢li (z — &)F deli f
a (z — &)F1 nedsli f. Pro néjaky polynom q tedy f = (z — ¢)*q. Potom

fr=k(z =" g+ (2= = (@ - " (kg + (2 = §)d).
Takze, (z — &)1 deli f/. Kdyby (x — &)* délilo f/, potom x — & by délilo kq + (z — &)¢’
a vzhledem k tomu, ze z — & déli (z — £)¢/, muselo by x — ¢ délit také kg, tedy i g.
V takovém pifpadé (x — &)+ by délilo f, coz je spor s predpokladem.
(2) (z — &F 1 je delitel f i f', takze (x — &)*1 | D(f, f'). Kdyby (x — £)* délilo
D(f, f), pak by (z — &) | f' ve sporu s predchozim bodem. O

Tvrzeni 4.6.3. Budte f € C[z] a £ € C jeho koFen. Potom & je 1-ndsobny koren
polynomu

f
D(f, 1)
Diikaz. Necht ¢ je k-nisobny kofen polynomu f, tedy f = (z — €)¥q, ale (z — £)F*!
nedéli f, ¢ili z — & nedéli ¢. Podle predchoziho tvrzeni D(f, f') = (x — &)k~ 1r. Takze

f
D(f, f")

€ Clx].

= (z - &)L ajelikoz x — € nedeli ¢, nedelf ani 2. 0
T T

Dusledek. Bud f € C[z].

(1) MnoZina vsech koteni polynomu f/D(f, ') je rovna mnoZiné vsech koreni po-
lynomu f.
(2) Viechny koteny polynomu f/D(f, f') jsou 1-ndsobné.

Dukaz. Cviceni. O

4.7. Hornerovo schéma
Bud f € P[z] a £ € P. Podle Tvrzeni 4.1.6 existuje pravé jedna dvojice polynomu
q,r € P[x] takov4, ze

(i) f=(@—=8q+r;
(i) bud r = 0 nebo degr < deg(z — &) = 1.

Takze r je konstantni polynom a f(§) = r.
Je-li f konstantni polynom, potom ¢ = 0 a r = f. Je-li deg f > 1, potom degq =
degf — 1. Nechf degf =n>1a

f=anz™ + apn_12" 4+ -+ agx® + a1z + ag
q="bp 12"+ by 0" % 4 4 byx? + by + bo.
Potom,
anx™ + ap_ 12" 4 apx® + a1+ ag =
= (= &) (bp12" F by 0z 24 bz b+ by) + =
= by 12" + (bp_g — Ebp_1)z" L4 - 4 (by — Eb)z? + (bo — Eby)x + (1 — Eby).

Kdyz se polynomy vzajemné rovnaji, rovnaji se jejich koeficienty u stejnych mocnin ne-
urc¢ité z. Diky tomu dostaneme soustavu linearnich rovnic s neznamymi b,,_1, ..., b1, by, 7,
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jejiz teSeni lze snadno vyjadrit pomoci ay,...,a1,a9 a &.
an = bn—1 = b1 = an
ap—1=bp_2 —&bp_1 = bp—o=an_1+&by_1
an—2 = bp_3 — b2 = bp-3=an_—2+Ebp_2
azzbl—fbg = b1:a2+fb2
a; = by — &by = bo = a1 + &by
ag =1 — &by = r = ag + &bo
Tedy,
bp—1=an

bp—2 = an_1 + fan
bn—3 =ap—2+ f(an—l + éan)

by =az+&(az +&(as + -+ &(an—2 +&(an—1 +&an)) -+ -))
bo = a1 +&(az +&(az + -+ {(an—2 +&(an—1 +&an)) -+ -))
r=ao+E&ar+&(az + -+ &(an—2 + {(an—1 + an)) -+ )).

Pro vypocet je praktické usporadat si koeficienty, jak znamé a,,...,a1,ag, &, tak hle-
dané b,_1,...,b1,bg,r, do tabulky (schématu) tak, ze v prvnim rddku jsou koeficienty
polynomu f, do druhého fadku postupné piseme £-ndsobky vypocitanych koeficientu po-
lynomu ¢ a do tfetiho fadku napiSeme £ a potom postupné soucty hodnot v prislusnych
sloupcich v prvnich dvou tadcich, tedy koeficienty polynomu ¢ a také hodnotu r = f(§).

an an—1 Ap—2 a2 ai agn
Ebn_1 Ebp_2 Eba £by Ebo

El an | an—1+E&n-1|an—2+Ebp_2 as + &by | ag + &by | ap + Ebo
= bp—1 =bp_2 =bp_3 =b =bo =7

Takto Ize tedy spocitat ¢asteény podil ¢ a zbytek r pti déleni polynomu f polynomem

x — &, ¢ili také f(&) = r, a ovérit tak, napiiklad, zda £ je kofenem polynomu f.

¢ a k pfevodu c¢isla z nedesitkové do desitkové soustavy.

Navic, Hornerovo schéma lze pouzit pro nalezeni hodnot derivaci polynomu f v bodé




