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4. ptednéaska, 20. 10. 2026

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.3. Hodnost matice je maximalni délka linearné nezavislé posloupnosti
jejich fadkt. Hodnost matice A znac¢ime rank A.

Méjme matici A typu m x n s fadky Al, A2 ..., A™. Vsechny posloupnosti téchto
fadkii jsou prazdna posloupnost 0, posloupnostl delky 1: (AL), (A2),...,(A™), posloup-
nosti délky 2: (AL AL), (AL A2) ... (A™, A™=1) (A™ A™), ..., posloupnosti délky m,

, nekonecné posloupnosti. Z téchto posloupnosti vybereme ty, které jsou linearné ne-
zévislé. U kazdé z nich si poznamename jeji délku a maximélni z téchto délek je hodnost
matice A.

Mame-li matici s m Fadky, posloupnosti jejich fadkia délky vétsi nez m i nekonecné
posloupnosti jejich Ffadka jsou linearné zavislé. Proto hodnost matice s m fadky je jedno
z Cisel 0,1,...,m.

Priklad. (1) Hodnost matice
01 2
1 2 3
1 01

je rovna 3. Ovéite.
(2) Hodnost matice

0 2
1
2

— N =
O W

je rovna 2. Ovétte.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonélni matice je rovna poc¢tu jejich nenulovych fadki. O

Cvicéeni. Spoctéte hodnosti matic

(111 (6) (01 2

1 1 0

2 1 1

3 1 0

12 2 1 1 2

34 0 -1 2 4

1 2 3 1 21 1 21

3 4 5 2 1 3 21 3 g
5 6 7 1 -4 3 1 2 3

Tvrzeni 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovyjch
Fadkai.
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Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, ktera ma m Fadkd, z nichZ p je nenulovych.
Kazda posloupnost Fadki, ve které je kazdy z p nenulovych fadki pravé jednou, mé délku
p a je linearné nezavisla (cviceni), takze rank A > p. Kazda posloupnost fadka délky
vétsi neZ p obsahuje bud aspon jeden nulovy fadek nebo néjaky nenulovy fadek vicekrat,
a je tedy linearné zavisla, takze rank A < p. Tedy, rank A = p. d

Podle nasledujiciho tvrzeni je posloupnost fadki linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz
je linearné nezavisla posloupnost fadkt vznikla provedenim fadkové nebo sloupkové ele-
mentarni dpravy ptvodni posloupnosti radki.

Tvrzeni 1.5.3. Budte AL, A% ... A™ ¥ddky. Necht BL, B2,...,B" jsou fddky, které
z Fadka AL, A2, ... A™ vzniknou provedenim jedné Fddkové nebo sloupkové elementdrni
tpravy. Potom posloupnost fdadki (AL, A2, ... A™) je linedrné nezdvisld prdave tehdy,
kdy? posloupnost Fddki (BL, B2,..., B™) je linedrné nezdvisld.

Diikaz. (1) Necht doslo k pficteni c-nasobku j-tého fddku k i-tému fadku, kde i # j.
Tedy, B. = Al + cAl a BE = A¥ pro k # .
Piedpokladejme, ze (AL, A2, ..., A™) je linearné nezavisla. Budte ci,...,cp € P ta-
kové, 7e c1 Bl + - + ¢, BT = 0,. Pak
0o =c1Bl+-- +¢,B™ =
= AL+ (AL cA) 4 b AL L e AT =
= AL+ AL+ (e )AL+ e AT
Z linearni nezavislosti posloupnosti (AL, A2 ..., A™) vyplyva, 7ze viechny koeficienty
posledni linearni kombinace jsou nulové, tj. ¢y = --- =¢; = --- = cci+c¢cj = -+ - = ¢, = 0.
Z toho dostaneme, 7e i ¢; = 0, a posloupnost (BZ, B2,..., B™) je linedrné nezavisla.

Opaéné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ... A™ vzniknou
z fadka Bl, B2,..., B™ inverzni tupravou, ktera je stejného typu.

(2) Necht doslo k pfi¢teni c-nasobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = A} —|—CA;? a BF = AF pro | # i. Tedy BfF =
(AF ... AF+eAl AN AR

Piedpokladejme, ze (AL, A2 ... A™) je linedrné nezavisla. Budte ¢y, ..., ¢, € P ta-
kové, 7e ¢1 B + -+ + ¢ B™ = 0,. TakZe

alBl 4+ 4 ¢, B™ =

= (XraAl ... chk(Af—f—cA?) chkA;? o YR akAR) =
:(chkAlf chkAf—I—cchkA;‘? chkAé? chkAﬁ):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme

et == ot == e == sk =0
k k k g

Pak
(Cecrdl YAl o YpcAl) =D e (AF AF L Ak) =
k
= chAff = AL+ + e AT =0,
k
a z linearni nezavislosti posloupnosti (AL, A2,..., A™) dostaneme ¢; = cp = -+ = ¢, =

0. Posloupnost (B}, B2,..., B™) je tedy linearné nezavisla.
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Opaéné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ... A™ vzniknou
z fadka Bl, B2,..., B™ inverzni tpravou, ktera je stejného typu.
Pro ostatni ipravy je dikaz obdobny a ponechame ho jako cviceni. O

Dausledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni koneéné mnoha elementdrnich iprav neméni hodnost.

(8) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdrnimi maticemi zleva neméni hodnost.

(4) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemsi zprava neméni hodnost.

(5) Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovijch fddki ekvivalentni matice ve schodovitém
tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovijch ddki (sloupki) ekvivalentni matice v Gaus-
sové kanonickém tvaru.

(8) Maximdlni pocet clenti linedrné nezdvislych posloupnosti sloupki matice je roven
mazimdlnimu poctu clent linedrné nezdvislijch posloupnosti jejich Tddki, tj. hodnosti
matice.

(9) rank A =rank AT,

Priiklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=11 2 3
1 0 1
01 2 1 01 1 01 1 01
A=11 2 3] ~[1 2 3] ~1[0 2 2| ~10 2 2
1 01 0 1 2 01 2 0 0 1
TakZze rank A = 3. O
Piiklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=11 2 3
2 10
01 2 1 2 3 12 3 1 2 3
A=1(1 2 3] ~2 1 0] ~|0 -3 —6]~]0 -3 —6
2 10 01 2 0o 1 2 0 0 0
Takze rank A = 2. O

Definice 1.5.4. Reguldrni matice je ¢tvercovia matice, jejiz hodnost je rovna poctu
jejich fadku. Singuldrni matice je ¢tvercovd matice, kterd neni regularni.

Ctvercova matice typu m x m je tedy regularni, jestlize asponi jedna (a v takovém
piipadé pak vSechny) posloupnost délky m v8ech jejich Fadku je lineadrné nezavisla.
Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou regularni.

2

Vsechny elementarni matice jsou regularni.
Y J g
(3) Vsechny ¢tvercové matice s asponl jednim nulovym fadkem jsou singularni. O
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Tvrzeni 1.5.4. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyz je vdadkové ekvivalentni s jednot-
kovou matici.

Diikaz. Cviceni. O

Dausledek. (1) Matice je invertibilni prave tehdy, kdyz je reguldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementdrnich matic.
(3) Soucin requldrnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni reguldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni requldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 1.5.5. Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou regu-
larni prdvé tehdy, kdyzZ matice AB je regquldrni.

Dikaz. ,,=“ Tato implikace je soucasti predchoziho Dusledku.

»<="“ Dokézeme, Ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singularni. Ekvivalentni matice S = Q. - - - Q1 4, kde Q1, .. ., Qk jsou elemen-
tarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy fadek. Potom matice S B mé také nulovy
radek, je tedy singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Qfl x -lelS B, ktera ma
stejnou hodnost, je také singulérni.

Pro B singulérni je diikkaz analogicky a ponechédme ho jako cviceni. O

Tvrzeni 1.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Diikaz. Matici A pfevedeme pomoci Ffadkovych elementérnich iprav na schodovity tvar
Sa = Qr--- Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tprav na
tvar Sp = BP, - - - P takovy, ze Sz; je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rank Ql_l e Q,;lSASBPl_l x -Pl_1 = rank S45p, priCemz matice
S4Sp ma minimalné tolik nulovych radku, kolik jich mé matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupki, kolik jich mé& matice Sp. Tedy rank S4Sp < rank S4 = rank A
a rank S4Sp < rank S = rank B. O

Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)? O
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2. DETERMINANT

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud M kone¢néd mnoZina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —

M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pii permutaci o se
casto znaci oy,.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, pii niz se vzajemné vyméni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 2.1.1. KaZdd permutace je sloZenim koneéné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci ¢ € S, muZeme zapisovat jako usporddanou n-tici obrazi prvki mnoziny I,,,
tedy o = (01,09,...,0p).

Definice 2.1.3. Bud o € S,. Necht i,j € I,, jsou takové, Ze ¢ < j a o; > 0;. Pak
dvojice (o, 05) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o znacime inv o. Je zfejmé, Ze invo = invo L

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"™° Permu-
tace s sgno =1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.

Jelikoz invo = invo ™Y sgno = sgno~L

Tvrzeni 2.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(mo p) = sgnm - sgn p.

Cviceni. Ukaite, Ze kazdé transpozice je licha permutace. O

Vice o permutacich 1ze najit naptiklad v [Marvan, 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty nékterych matic

Definice 2.2.1. Bud A matice typu n X n nad polem P. Determinant matice A je
det A = Z sgno- AL A2 - AL € P.
O'ESn

Cislo n je Tdd determinantu.

Pro determinant matice A se pouZiva znaceni

AL AL AL\ (Al AL oAl
A2 A2 ... A2 A? A2 ... A2
det A = |A| = det e M= .1 .2 "
Ay AR ... AT Ay Ay L. AT

Diky tomu, Ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, muZeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny v8ech fadkovych indext do mnoziny vSech sloupkovych indext
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matice A. Ke kazdému Fadku je tedy vzajemné jednozna¢né piifazen sloupek a v kazdém
soudinu Aél -A?m -+ A7 je tedy pravé jeden prvek z kazdého fadku a pravée jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet vSech takovychto souc¢ini (pro
v8echny permutace ¢ na mnoziné I,,) opatfenych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Je-li A = (A;) ¢tvercova matice typu n x n nad polem P, potom |det A| je objem
n-rozmérného rovnobéznosténu v P" uréeného vrcholy

0 Al Al AL
0 A2 A2 A2
0 Ar AD An

Piiklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = (a) je det A = sgnid-Al =1 Al =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, Iy = {1,2}, So = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2, 1) (viz zapis
permutace na I,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

a b
=(00)
jedet A =sgnid 'AildlAide —|—sgnT-A$1A32 =1- A%A% +(-1) -A%A% = ad — be. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druhého fadu je mozno odvodit z nasledujiciho obrazku:

69\ /@

Al Ay

K| =Ala-ala
A A

(3) Necht n = 3. Tedy, Ig = {1,2,3}, 53 = {id,O'l,UQ,Tl,TQ,Tg}, kde id = (1,2,3), g1 =
(2,3,1), 00 =(3,1,2), 1 = (1,3,2), =2 = (3,2,1), 13 = (2,1, 3) (viz zapis permutace na

I,), sgnid = sgno; =sgnog =1 a sgnm = sgnmy = sgn7g = —1. Pro matici
a b c
A=|d e f
g h i
je

det A = sgnid-Aly, ARy AD) +sgnoy - AL (A2 () AD 5)+
+sgnoy - AiQ(I)A;(Q)AgQ@) +sgn Ty - A71-1(1)A72—1(2)A?T)1(3)+
+sgnTy - Aiz(l)Azz(g)Ai (3) tsents - Aﬂl'g(l)A72'3(2)A§‘3(3) =
=1-ATA3A3 +1-ASA2A3 41 ALA243+
+(=1) - ATAZAT + (—1) - AZAZAT + (—1) - A3ATAS =
=aei+bfg+ cdh —afh — ceg — bdi.
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Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):

D S

R 4
Al AL A

A2 A3 M| = ALABAR+ ALAZAD + ALAZAR-
8 A
A543 A3 CAVAZAS - ALAZAD — ALA2A3
VAN
P
A Ay A3
/ \.
¥ N\
A7 A3 A3

(4) Necht n = 4. Na ¢tyiprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu
determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zptsoby vypoctu
determinantu. O

Cviceni. Spoc¢téte determinanty matic

I O
Go) (3
(> 2)

o
SN
N——

1 20 1 21 1 2 3 1 2 2
340 3 4 2 4 5 6 4 5 5
00 3 0 0 3 1 2 3 7 8 8
1 2 3 1 00 1 20 1 20
0 4 5 2 30 0 4 5 040
0 0 6 4 5 6 0 0 6 0 5 6
1 20 1 00 1 21 1 21
040 0 40 2 1 3 21 3
0 0 6 0 0 6 1 -4 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
100 010 0 01 1 11 U
4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6
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Tvrzeni 2.2.1. Determinant matice s nuloviym tdadkem nebo nulovym sloupkem je roven
nule.

Ditkaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fadkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € Sy je v soutinu AL A2 --- A% préavé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového Fadku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto kazdy takovy soucin je

roven nule. O

Lemma 2.2.2. Pro matice lisici se pouze v jednom tddku plati

AL AL AL AL AL Al

AT A AT L AT AT AT

AL ... AL |+| BY ... BL|=|A+Bl ... A +B.

ATFL AT AT Al AR A

A .. AT A AT AL A?
Diikaz. Cviceni. O
Piklad.

123 |1 23 123 1 2 3

1 0 0/4]0 1 0[+]0 0 1|=3+(-6)+3=0=|1 1 1]. O

45 6 |45 6 (456 45 6

Definice 2.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo v (hor-
nim resp. dqlnz’m) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagonalou mé jen
nuly, tedy A% =0 pro ¢ > j resp. pro ¢ < j.

Kazda ¢tvercova matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojahelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci radkovych elementarnich tprav prevést
na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni 2.2.3. Determinant trojiuhelnikové matice je roven soucinu prvkid na diagondle.

Ditkaz. Bud A horni trojihelnikova matice typu n x n. Bud o permutace na mnoziné
I,,. Jestlize pro né&jaké i € I, plati o; < i, pak A} je pod diagondlou, tedy A; = 0
a také sgno - A},l e Af,i -+ Ay = 0. Jedind permutace o takova, ze o; > i pro kazdé i,

je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = AJA3... AT
Pro dolni trojihelnikové matice je dikaz analogicky. O

Disledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prokd na
diagondle.

(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Priklad.
1 111 1 0 00 1 0 00
0 2 2 2 1 2 00 0 200
00 33 1230 |00 360 =24 -
00 0 4 1 2 3 4 0 0 0 4



Determinant 35
Determinanty elementérnich matic jsou nenulové.

Priklad. (1) E%(c) je trojihelnikovd matice a na diagonale m4 jen jednicky, proto
det E%(c) = 1.

(2) FE'(c) je diagonalni matice a na diagonale ma jedno ¢ a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém Fadku a v kazdém sloupku matice E% je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

(B )%7 o E%’J)Qﬂ rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspon jeden z téchto prvka
nulovy. Diky tvaru E%J je 7 transpozice, takZe sgn™ = —1. Proto
det B = (=1) - (B¥)}, - (BY)7, = 1. 0

Tvrzeni 2.2.4. Pro kaZdou ctvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v soucinu A7' ... A7 ... A%» miZeme uspofadat podle vzristajiciho rad-
kového indexu A'_, ... A" ... A"_,, protoze o; Lty ¢initel v pavodnim soudinu je
o o, on

1
(o

1
o . .
A Y = A"_,. Potom
o, o,

det AT =Y " sgno- (A7)} ... (AT ... (AT)2 =
= Z sgno - AT LAY VAT = (pfeusporadani)

= Zsgno’-Al,l...Ai_,l...AZ,l: (sgna_lzsgna)

51 i

=det A,
protoze kdyZ o projde viechny prvky S,, tak o' takeé. g

Tvrzeni 2.2.5. Determinant matice, kterd md bud dva Fdadky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-ty (i # j), tedy
Al = A pro kazdé k € {1,2,...,n}.
Bud 7;; € S, transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € S, oznatme ¢’ = o o 7;;. Pak sgno’ =sgno - sgn;; = —sgno a clen determinantu
odpovidajici permutaci o’ je
/ 1 ] J —
sen o 'Aa;"‘Af;;"'Ag;“’AZ;L =
= —sgna-A(lfl---Af,j---AZ,i---AZn = (Af,j = A{Tj a Al = Ay.)
1 . ‘
= —sgno- AL - AL AL AT

a je tedy opacny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.

Mnozinu S, jez mé sudy pocet prvki, mizeme rozlozit na podmnoziny {c, o'}, které
jsou dvouprvkové, protoze o’ # o a ¢’ = o (ovéite), a kazd4a z nich prispiva k determi-
nantu nulou. Takze det A = 0.

KdyZz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni. O
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2.2.2. Elementarni apravy

Tvrzeni 2.2.6. (1) Prictenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému Tddku,
resp. sloupku se determinant nezment, c¢ili

Al AL LAl AbAL oAl
Al 4 cAl Ab4cAL ... Al 4cAl|=|AT AL ... AL,
A7 Ay An Ar AR AD

pTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(Ei’j(c) - A) =det(A- E”(c)) = det A.

(2) Vyndsobenim jednoho Fadku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi prukem
c, Cili

ALAL L AL| Al Al oAl
cAl Al ... cAl|l=c|A] A} Al
Ay Ay ... A7 A AR ... A7

pTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(E'(c) - A) = det(A - E¥(c)) = cdet A.

(3) Vzdjemnou viménou dvou Fddki, nebo dvou sloupki determinant zméni znaménko,
cili

Al A} Al AL A} AL
Al A A:ZL AL A A
Al AL A:; o /;{ Al Al |
A ap om) o |apoap L oag

pTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(E% - A) = det(A - E%) = — det A.

Diikaz. Uvedeme pouze dikaz pro fadkové tpravy, pro sloupkové je analogicky.
Budte A ¢tvercova matice a B upravena matice.
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(1) Necht B vznikne z A pfi¢tenim c-nasobku j-tého fadku k i-tému fadku, ¢ili B! =
Al + cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= Y sgno-B} ...B, ...Bl ...B} =

O‘ESn
= sgno- AL (AL +cAL). AL AT =
oESH
) . A
=) sgno- AL ALLAL AR+
O'ESTL
+c Zsgno‘A},l...Af;i...Af,j...Agn =
UGSn

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=det A+ c-0=det A.

(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, ¢ili B! = cA? a ostatni
radky matice B jsou stejné jako rfadky matice A. Potom

det B = Z sgna-Bél...Bgi...Bgn:

O'ESn

= Z sgna-A},l...cAf,i...Agn =
O’ESn

. 1 % noo__

_CZ sgno - A, AL AL =
oESy

= cdet A.

(3) Necht B vznikne z A vzéjemnou vyménou i-tého fadku a j-tého radku, éili B! =
A%, B} = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Bud 7;; € S,

transpozice vyménujici ¢, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S, ozna¢me
o' = oorjj. Pak o] = 0j, 0% = 0;a0), =0 prok #i,jasgno’ =sgno-sgnr; = —sgno.
Potom
detB= Y sgno-B} ...B, ..Bl .. .B} =
O'ESn
= Z sgno- AL ... AZH . Af,j AL = (komutativita sou¢inu)
oESy
=) sgno- AL AL LLALLLAD =
O'ESn
= Z sgna-A}Ti ...Aig...Ai,_...Ag;L = (sgno’ = —sgno)
0ESH !
=— Z sgno"-A}T,l...1412_2...14{7,‘...AZ;Z =
oES) !
= —det A,
protoze kdyZz o projde viechny prvky S,, tak o’ takeé. O
Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? O

Cviceni. Bud A antisymetrickd matice typu n x n. UkaZte, Ze je-li n liché &islo, pak
det A = 0. O



38 Determinant

Priklad.
1 1 11 1 1 11 1 1 11 1 1 11
0222 0222 (0222 (2444
003 3 (0033 [33686 |33 66
0 0 0 4 4 4 4 8 4 4 4 8 4 4 4 8
1 1 1 1 4 4 4 4 1 1 11 1 1 1 1 1 1 1 1
4‘0222_0222_0888_0222_0222
0033 0033 0033 |00 12 12/ [0 0 3 3
0 0 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 4 00 0 16
11 11 0 0 0 4 00 0 4
0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 3 3
0033~V 0033 o222 =
0 0 0 4 1 1 11 1 1 11
Dausledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det Q) - det A.
Diikaz. (1) det(E™(c)A) = det A = 1-det A = det E™/(c) - det A.
(2) det(E'(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.
(3) det(E"A) = (—1) - det A = det E*7 - det A. O
Cviceni. Dokazte, Ze det E*/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dusledku a toho, Ze vza-

jemna vymeéna dvou fadku je sloZenim kone¢né mmnoha radkovych elementarnich aprav
ostatnich druhu. O



