Matice 7

2. prednéska, 29. 9. 2026

1.2.2. Souf€in

Definice 1.2.4. Budte A matice typu m x n a B matice typu n X p nad polem P,
Souc¢in matic A, B (v tomto pofadi) je matice A- B (obvykle ozna¢ovana jen AB) typu
m X p nad polem P takova, Ze pro v8echna ¢ € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,p}

n
(AB); = A{Bj + A3B; +--- + AL,B} = > A{Bj.
=1

Matice B ma tedy tolik fadki, kolik ma matice A sloupki. Prvek matice AB v i-tém
radku a j-tém sloupku ziskdme tedy tak, ze seCteme souciny prvki v i-tém rfadku matice
A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AlBl + AjB} +---+ ALBy .-+ A{Bl+ AiB2+..- 4+ AL B
B — ATBY + A3BY + -+ ARBY - AIBy+ASBp 4.+ A0By |
AT'Bl + AP'B} + -+ ATBY ... A7"'Bl+ AP'B2+ -+ ATBY

AlBl + AlB%2 + ...+ AlBP
AIBL+ A3B%2 + ...+ A2B"

APBl+ APB2 + -+ AT'B?

AlB

A2B

A™B
= (B{AS+ BfA§+ -+ BPAS, -+ BIA}+ B2AS+ -+ BIAY) =
= (AB} AB5 --- AB).

Cili, prvnf fadek matice AB ziskdme tak, Ze vezmeme Al-nasobek fadku B?, Al-nasobek
fadku B2, ..., Al-nasobek fadku B? a viechny tyto nasobky secteme. Je to tedy linearni
kombinace Fadki matice B s koeficienty z prvnifho fadku matice A, jinymi slovy, soucin
prvniho Fadku matice A, Ffadek je matice typu 1 X n, a matice B.

Obdobné ziskdme ostatni fadky matice AB. Obecné, i-ty fadek matice AB ziskdme
tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem A}; vynasobime k-ty fadek matice B a vSechny
tyto nasobky secéteme. TakZe i-ty fadek matice AB je linearni kombinace rfadkt matice
B s koeficienty z i-tého radku matice A, jinymi slovy, soué¢in i-tého fadku matice A,
radek je matice typu 1 x n, a matice B.

Analogicky, prvni sloupek matice AB ziskdme tak, 7e vezmeme Bi-nisobek sloupku

9, B-nasobek sloupku A3, ..., Bf'-nasobek sloupku AS a viechny tyto nasobky secteme.
Je to tedy linearni kombinace sloupki matice A s koeficienty z prvniho sloupku matice
B, jinymi slovy, souin matice A a prvniho sloupku matice B, sloupek je matice typu
n x 1.

Obdobné ziskdme ostatni sloupky matice AB. Obecné, j-ty sloupek matice AB zis-
kame tak, Ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem BJ’? vynésobime k-ty sloupek matice A
a v8echny tyto nésobky seCteme. TakZe j-ty sloupek matice AB je linedrni kombinace
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sloupkt matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B, jinymi slovy, sou¢in matice
A a j-tého sloupku matice B, sloupek je matice typu n x 1.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhda ma tolik fadki, kolik ma prvni
sloupkt), nelze je (v daném poiradi) nasobit, pfislusny soucin neexistuje.

Priklad. (1) Pro
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(2) Pro

)»

0
3
(1-0+2-3) =(6),

A=(1 2. B:<

AB

(5 5)
) a5

01

(3) Pro

10 = (2 1), BA neexistuje.

(1 2), B= (
Predchazejici priklady ukazuji, Ze soucin matic neni komutativni, tedy nemusi platit

AB

A=

BA.
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L2 10 L2 0 1

s 4 0 1 3 4 10

5 6 5 6

1 00 1 2 3 1 2 3 1 20

2 3 4]-14 5 6 4 5 6 3 41

5 6 7 789 78 9 5 6 0

1 00 1 2 3 1 2 3 1 00
01 0)-14 5 6 4 5 6 010

0 01 78 9 78 9 0 01

1 2 3 3 2 1 1 00 6 0 0

0 4 5]-10 6 5 2 30 4 5 0

0 0 6 0 0 4 4 5 6 3 2 1

1 00 5 0 0 1 20 5 4 0

2 3 0 4 3 4 0 320

0 45 0 21 0 0 5 0 01

1 000 2 000 1 200 4 3 00
023 4] (03 45 3400 2100
05 6 7 0 6 7 8 0 0 5 4 0 01 4
08 9 0 09 01 0 0 3 2 0 0 2 3
1 000 2 0 00 1 000 5 0 0 0
0230 (0340 0200 0 6 00
0450 0510 00 30 00 70
00 0 6 00 0 6 00 0 4 0 0 0 8

0 0-()
-0 )0 :

Tvrzeni 1.2.2. (1) Je-li i-ty Fadek matice A nulovy, pak i-ty Tddek matice AB je nu-
lovy.

(2) Je-li j-ty sloupek matice B nulovy, pak j-ty sloupek matice AB je nulovy.

(8) Soucin diagondlnich matic je diagondlni matice.

(4) Soucin blokové diagondlnich matic s bloky stejnijch typi je blokové diagondlni matice
s bloky stejnijch typi.

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodu (4), ostatni ponechame jako cviceni.

(4) Budte A, B blokové diagonalni matice s bloky A1,..., Ay, resp. Bi,..., B, tako-
vymi, Ze pro kazdé i A;, B; jsou stejného typu. A, B jsou tedy ¢tvercové matice stejného
typu a je mozné je vzajemné nésobit.

i-ty fadek matice A je

Ab=(0 ... 0 A ... A 0 ... 0),

im
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éiliA§:0pr0j<i1 aj > im.
j-ty sloupek matice B je

¢ili BE =0 pro i < ji ai> jn.

Jsou-li 7, j takovd, Ze pozice v i-tém fadku a j-tém sloupku je mimo bloky Aq,..., Ay,
resp. B1,..., By, pak bud i1 > j, nebo i, < ji. V obou piipadech pro kazdé k bud
Az = 0 nebo BJ’-C = 0. Jelikoz 0-x = x -0 = 0 pro kazdé x z prislusného pole, viz kapitola

6, v obou pripadech pro kazdé k plati A};BJZC =0, tedy i
i i pk
(AB); =Y AjBf =0,
k

takZze AB je blokové diagonalni matice s bloky stejnych typi, jakych jsou bloky v ma-
ticich A a B. O

Tvrzeni 1.2.3. Necht A, B, C' jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a c € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (4) (A+ B)C = AC + BC,
(2) AE = EA = A, (5) c(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C)=AB+ AC,

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodi (1) a (3), ostatni ponechame jako cviceni.

(1) Predpokladejme, Ze A je matice typu m X n, B je matice typu n x p a C' je matice
typu p X q. Potom AB je matice typu m X p a BC' je matice typu n X ¢, takze A(BC')
a (AB)C jsou matice typu m X q.
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(A(BC));- = (podle definice sou¢inu matic)
n
= Z Al (BC’)? = (podle definice sou¢inu matic)
k=1
= Z Aj, Z(BlkC]l) = (diky distributivnimu zédkonu v poli)
k=1 =1
= Z A}C(BlkC]l-) = (diky asociativité souc¢inu v poli)
k=1 =1
n p )
= Z Z(A%Blk)cjl = (diky komutativité souctu v poli)
k=1 =1
pon
= Z Z(A}CB{“)CJZ = (podle definice souc¢inu matic)
=1 k=1
p .
= Z(AB);CJI- = (podle definice sou¢inu matic)
=1
= ((AB)C);.

(3) Predpokladejme, Ze A je matice typu m X n a B,C jsou matice typu n x p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m X p a pro kazdé ¢ € {1,2,...,m}
aje{l,2,...,p} plati

(A(B + C’)); = (podle definice sou¢inu matic)

= Z Al (B + C’);C = (podle definice sou¢tu matic)
k=1

= Z Al (B;I€ + Cj’“) = (diky distributivnimu zédkonu v poli)
k=1

= Z(AZBJ’“ + A};CJ’?) = (diky komutativité s¢itani v poli)
k=1

= Z A};Bf + Z A};C’f = (podle definice sou¢inu matic)
k=1 k=1

= (AB); + (AC); = (podle definice sou¢tu matic)

= (AB + AC)}. O

1.2.3. Transponovani

Definice 1.2.5. Transponovand matice k matici A typu m X n je matice AT typu
n x m, kde (AT);'- = A} pro viechna 1, j.

Priklad.
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Tvrzeni 1.2.4. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze miZe uvedené operace
jsou definovdny, a c € P. Pak plati

(1) A=(AT)T, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T=AT+ BT, (4) (AB)T = BTAT,

Diikaz. Uvedeme jen dikaz bodii (1) a (4), ostatni ponechame jako cviceni.
(1) Je-li A typu m x n, potom AT je typu n x m a (AT)T je typu m x n. Navic pro
kazdé i € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} plati
((AT)1) = (ATY] = 45,
udte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Pa e typu n X m,
(4) Budte A ice ty B ice ty Pak AT je ty BT
je typu p x n, AB je typu m x p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p x m. Pro kazdé
i€{1,2,...,p} aje{l,2,...,m} plati
(AB)); = (AB)] =Y ABf =% BfA; =3 (BN)i(AT)} =
k=1 k=1 k=1
_ (T 4Tyi
= (B A%)j O

Cviceni. UkaZte, ze pro libovolné k € N a libovolné matice Ay, ..., Ax vhodnych typa
plati (Ay -+ Ap)T = A --- AL O

Definice 1.2.6. Ctvercova matice A typu n X n je

o symetrickd, je-li A; = Ag pro libovolné 7,5 € {1,2,...,n}, tedy

AT = A4,
o antisymetrickd, je-li A;- = —Ag pro libovolné 4,5 € {1,2,...,n}, tedy
AT = A

Piiklad. (1)

1 2 -1
2 0 3] jesymetrickd matice.
-1 3 -1
(2)
01 2
—1 0 —1] je antisymetrickd matice.
-2 1 0
(3) Nulova ¢tvercova matice je symetricka i antisymetricka. O

Charakteristika pole je bud nejmensi pfirozené ¢islo n takové, ze
l1+1+---4+1=0,
—_——
n-krat

nebo 0, pokud takové pfirozené ¢islo pro dané pole neexistuje (vice v kapitole 6).

Tvrzeni 1.2.5. (1) Soucet symetrickych matic je symetrickd matice.
(2) c-ndsobek symetrické matice je symetrickd matice.

(8) Soucet antisymetrickych matic je antisymetrickda matice.
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(4) c-ndsobek antisymetrické matice je antisymetrickd matice.

(5) Je-li A libovolnd ¢tvercovd matice, pak A+ AT je symetrickd matice a A — AT je
antisymetrickd matice.

(6) Libovolnou ctvercovou matici nad polem charakteristiky rizné od 2 lze zapsat jed-
noznacné€ jako soucet symetrické matice a antisymetrické matice.

Diikaz. Uvedeme jen ditkaz bodu (6), ostatni ponechame jako cviceni.
(6) Bud A ¢tvercovd matice nad polem charakteristiky rizné od 2. Potom (A + AT)
je symetrick matice, (A — AT) je antisymetrickd matice a A = L(A+AT)+F(A—AT).
Budte B symetrickad matice a C' antisymetricka matice takové, ze A = B + C. Takze,

A; = B; + C;
Al =B+ = B; - C}.
Souctem téchto dvou rovnic dostaneme
. . L 4 4 . T
Al+ Al =2-B), cli Bj=3(A'+Al) a B=4(A+A"),
odectenim druhé rovnice od prvni dostaneme

Al—Al=2.Cl, @i Ci=3(A5—A) a C=3A-A"). O

Priklad. Bud

0 1 2
A=[-2 1 0
4 0 2
matice nad polem R. Potom
0 -1 3
JA+AT) = -+ 10 je symetrickd matice,
3 0 2
03 -1
JA-AT) = -3 0 0 je antisymetrickd matice a
1 0 0
A=L(A+AT) +1(Aa-AT) O

1.3. Elementarni tpravy a specialni tvary matic

1.3.1. Elementarni Gpravy

Definice 1.3.1. Mé&jme matici nad polem P. Rddkové elementdrni upravy matice jsou
(1) pfic¢teni c-nasobku j-tého fadku k i-tému radku, kde ¢ € P a i # 7,
(2) vynasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem c € P,
(3) vzajemna vyména i-tého fadku a j-tého fadku.

Sloupkové elementdrni dpravy matice definujeme analogicky:.

Cviéeni. Provedte vzajemnou vyménu dvou radka pomoci koneéné mnoha tprav typt

(1) a (2). O
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Mégjme matici A. Pri¢tenim c-nasobku j-tého rfadku k i-tému fadku zménime -ty

radek na (A’l + cA{ Ag + cA% ... A% + (:A%) a ostatni radky zistanou beze zmény.
Po vynasobeni i-tého fadku prvkem c¢ € P i-ty fadek bude (cAi1 cAL ... cAfL)
a ostatni fadky ztstanou beze zmény. ' ‘ '
Po vzajemné vymeéné i-tého radku a j-tého fadku i-ty fadek bude (47 A} ... A}),
j-ty ¥adek bude (A} A} ... AL) a ostatni fadky zlistanou beze zmény.

Sloupkové upravy funguji analogicky pro sloupky.

Priklad. (1) Pfi¢tenim 3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
15 6 na matici 7 11 15)°

(2) Vzajemnou vyménou prvniho sloupku a tfetiho sloupku upravime matici
1 2 3 .. 3 2 1
<7 1 15) na matici (15 11 7) . O

Ke vSem elementérnim tpravam existuji ipravy inverzni, které jsou také elementéarni
a upravenou matici pfevedou zpét na ptivodni matici. Inverzni tpravy k fadkovym tpra-
vam jsou

(1) pri¢teni —c-nasobku j-tého fadku k i-tému radku,

(2) vynésobeni i-tého Fadku prvkem ¢!,

(3) vzajemna vyména i-tého fadku a j-tého radku.

Inverzni tpravy ke sloupkovym tpravam jsou obdobné.

Priklad. (1) Prfi¢tenim —3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 tei 1 2 3
2 11 15 na matici 415 6/

(2) Vzajemnou vyménou prvniho sloupku a tietiho sloupku upravime matici

3 2 1 e (10203 -
15 11 7) “tamatct - 41 15)-

Definice 1.3.2. Matice A, B jsou ekvivalentnd, jestlize B muZe vzniknout z A ko-
nec¢nou posloupnosti elementarnich aprav. Je-li moZzné toho dosdhnout pomoci pouze
fadkovych, resp. sloupkovych tprav, matice jsou #ddkové, resp. sloupkové ekvivalentny.
V kazdém pripadé znac¢ime A ~ B.

Priklad.
1 2 3 1 2 3 2 46 210 01 2 0
4 5 6 210 210 2 46 6 4 2)°

Tvrzeni 1.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoziné vsech matic stejného
typu nad stejnym polem.

Diikaz. Cviceni. O
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1.3.2. Schodovity, Gaussuv—Jordaniv a Gaussitiv kanonicky tvary matic

Pripomenme si definice z podkapitoly 1.1.

Definice 1.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru (nebo také odstupriovaném tvaru),
jestlize kazdy nenulovy radek, kromé prvniho rfadku, zacind zleva vice nulami nez
radek predchozi.

Z toho plyne, Ze v matici ve schodovitém tvaru vSechny radky pod nulovym radkem
jsou nulové.

Definice 1.3.4. Matice je v Gaussové-Jordanové tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kazdém nenulovém fadku prvni (zleva) nenulovy prvek je 1,
(iii) v kazdém sloupku, ve kterém je prvni nenulovy prvek né&jakého radku, ostatni
prvky jsou 0.

Definice 1.3.5. Matice je v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je bud nulova, nebo
jednotkova, nebo rovna matici

(5 o)

kde E je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice pfislusnych typu.

Priklad. (1) Necht

12 3 4 12 3 4 1030
00 2 1 03 21 0120
A=|0o 0 1 2|, B=|o oo 1], c=|0oo0 01
0000 0000 0000
000 6 0000 0000

Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni v Gaussové—

Jordanové tvaru. Matice C' je v Gaussové—Jordanové tvaru.

(2) Kazda nulova matice je ve schodovitém tvaru i v Gaussové—Jordanové tvaru i v Gaus-
sové kanonickém tvaru. O

Definice 1.3.6. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova eliminace je Gprava matice podle
nésledujiciho algoritmu.

Bud i = 1.
(1) Uvazujme prvni sloupek, ktery mé n&jaky nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim
radku.

(2) Neni-li v i-tém Fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
rfadek s vhodnym nizsim radkem.

(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v fadcich pod i-tym Fadkem piicte-
nim vhodnych nésobkii i-tého radku.

(4) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li sloupek, ktery ma néjaky nenulovy
prvek v i-tém nebo nizsim rfadku, vratme se do bodu (1). Jestlize takovy sloupek
neexistuje, algoritmus kon¢i.

Tvrzeni 1.3.2. KazZdd matice je Fdadkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.
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Drikaz. Nulova matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou fadkové elementarni dpravy
a z postupu pfi Gaussové eliminaci vyplyva, Ze kazdy nenulovy radek, kromé prvniho
radku, zaCina vice nulami nez radek predchozi. O

Z Tvrzeni 1.5.2 a 1.5.3 vyplyva, Ze poCet nenulovych fadkt v matici ziskané Gaussovou

eliminaci je urcen jednoznac¢né, nezavisi na tom, jak byla Gaussova eliminace pouZita,
presnéji, k jaké vyméné radka doslo v bodé (2).

Priiklad.
01 2
1 2 0~ (vyména 1. a 2. fadku)
210
1 20 1 2 0 1 20
01 2 0 1 2] ~10 1 2
210 0 -3 0 0 0 6
01 2
1 2 0~ (vyména 1. a 3. fadku)
210
210 2 10 2 10
120 03 0]~{0 30 O
01 2 0 1 2 0 0 2

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bdazovy, jestlize neni linedrni kombinaci pfedchozich
sloupk.

Podle poznamky za Definici 1.2.3 nulovy sloupek je linearni kombinaci sloupkt z jaké-
koliv, i prazdné mnoziny sloupkii. Proto nulovy sloupek neni bazovy, ani kdyz je prvnim
sloupkem matice.

Béazové sloupky matice jsou pravé ty sloupky, které jsou uvazovany v bodé (1) v Gaus-
sové eliminaci (rozmyslete si).

Pozice (indexy) bazovych sloupkt v matici jsou matici uréeny jednoznacné.

Definice 1.3.8. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je tprava
matice podle nésledujiciho algoritmu.
Bud i =1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém Fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
radek s vhodnym niZzsim fadkem.
(3) i-ty fadek vynasobime pfevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku.
(4) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pfi¢tenim vhodnych
nasobki i-tého radku.
(5) Vezméme i o 1 vét&i (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim fadku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je mozné ekvivalentné definovat i tak, Ze matici upra-
vime pomoci Gaussovy eliminace (na schodovity tvar), kazdy nenulovy fadek vynasobime
prevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku a vynulujeme vSechny prvky nad
v8emi prvnimi nenulovymi prvky radku.
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Tvrzeni 1.3.3. KaZdd matice je Tadkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.

Diikaz. Nulovd matice je v Gaussové-Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou fad-
kové elementarn{ ipravy a z postupu pii Gaussové-Jordanové eliminaci vyplyva, ze vy-
sledné matice je v Gaussové-Jordanové tvaru. U

Matici je jednoznacné urcena fadkoveé ekvivalentni matice v Gaussové-Jordanoveé tvaru,
tedy pro kazdou matici existuje pravé jedna matice v Gaussové-Jordanové tvaru fadkove
ekvivalentni ptivodni matici.

Tvrzeni 1.3.4. KaZdd matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru.

Drikaz. Pro nulovou matici a jednotkovou matici neni co dokazovat. Libovolnou jinou
matici lze prevést na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru s pouzitim fad-
kovych i sloupkovych elementarnich Gprav a pomoci algoritmu, ktery ziskdme vhodnou
upravou Gaussovy—Jordanovy eliminace. Podrobnosti ponechdme jako cviceni. O



