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12. pfednaska, 16. 12. 2025

9.4. Souradnice

Tvrzeni 9.4.1. Bud (ey,...,e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kazdé v € V
existuje prdave jedna n-tice skaldri (z,...,x") takovd, Ze v = x'e; + - -- + 2"e,.

Dikaz. Bud v € V. Jelikoz e1,...,e, generuji V, existuji z!,..., 2" € P takové, ze
v=ale; + - +a",. Jsouli y', ..., y" libovolnd takova, ze v = yley + - - - +y"e,, pak

O=v—v=(ale; +-+a",) — (yer + - +y"en) =
= (' —yHer + -+ (2" — y")en.

Z linedrni nezavislosti mnoziny {ey,...,e,} plyne ' —y! = ... = 2" — ¢y = 0, a tedy
el =gyt 2 =y O
Cviceni. Zformulujte a dokazte obricené tvrzeni. O
Definice 9.4.1. Skalary «!,...,2" z pfedchoziho tvrzeni jsou souradnice vektoru v
vzhledem k bazi (e1,...,en).
Soufadnice budeme zapisovat bud’ jako prvky pole z!, ..., 2" nebo jako uspofddanou

n-tici z = (z!,...,2™) nebo jako matici typu n x 1

2l

72

x=1 .
o

Piiklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bazi (6) je %, protoze 2 = 1 - 6.

(2) Soufadnice vektoru (z,y,z) € R® v kanonické bézi jsou z,v, z, protoze (z,y,2) =
€z - (1>O>O) +y- (03170) +z- (0,0, 1)
(3) Soufadnice vektoru (z,y, z) € R? v bazi ((1,0,0), (1,1,0),(1,1,1)) jsou z—y, y—2z, z,
protoze (I‘,y,Z) = (Q? - y) ' (17070) + (y - Z) ’ (17 170) tz- (17 1, 1)
(4) Souradnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,7) jsou a,b, protoze
z=a-1+b-1.

Soufadnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bézi (1) je z, protoze z = z - 1. [

Soufadnice vektoru zavisi na volbé béze. Jeden vektor ma v ruznych bézich riazné
soufadnice.

Bud'te V' vektorovy prostor, v € V. Budte e = (e1,...,e,) ae' = (€},...,¢e),) baze V,
e nazvéme stard bdze, ¢ nazvéme novd bdze. Souradnice vektoru v vzhledem ke staré
bazi oznatme z = (z!,...,2") a itkejme jim staré souradnice. Soutadnice vektoru v

vzhledem k nové béazi oznaéme z’ = (2'!,...,2™) a itkejme jim nové souradnice. Plati
— T, — 1!
tedy v=">, 2% =), x"el,.

Definice 9.4.2. Matice, jejiz sloupky jsou tvofeny novymi soufadnicemi starych
bézovych vektort, je matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Matici piechodu od baze a k bazi 8 znacime Q3.
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Zobrazeni

6(i,J) = 5;— = { é’ jfr_llalulj - je Kroneckerovo delta.

Tvrzeni 9.4.2. Matice prechodu je requldrni.

Diikaz. Budte a = (aq,as, coyan) a o= (B1,B2,...,Pn) béze jednoho vektorového
prostoru. Oznaéme Qo3 = (a]) matici pi"echodu od béze a k bazi 8 a Qp, = (b)) matici
prechodu od baze 3 k béazi a. Tedy7 (a} a;,a;,...,ar) jsou soufadnice vektoru «; vzhledem

k bazi 8, (b}, b?,...,b) jsou soufadnice vektoru 3; vzhledem k bazi o a

n n
ai:ZaZﬁj a ﬁi:ZbZaj pro kazdé i=1,2,...,n

j=1 j=1

Po dosazeni dostaneme

o = zn:agﬁj =
j=1
= ia? (z”: b?ozk> =
j=1 k=1
= Z Zajbk s

cili

f:azb]l, Zafb?, .. Zajb"
j=1

jsou soufadnice vektoru a; vzhledem k bazi «. Tedy,
1 jelii=k
J k! ’L _ J )
Z"’ by =0k = { 0 jinak.
Ovsem

Z a QﬁaQaﬁ)

je v k-tém tadku a i-tém sloupku soucinu QgaQas, takze QgnQas = E, proto matice
QBa a Qap jsou vzajemné inverzni a tedy obé reguldrni. O

Tvrzeni 9.4.3. Bud Q.. matice piechodu od staré bdze e k nové bdzi €' a budte v a x’
staré a nové souradnice jednoho vektoru. Potom

a' = Qee’ - T
Diikaz. Bud Q. = (q;) matice pfechodu od staré baze e k nové bézi ¢’. Tedy

_ J !
€i —Zqie]
J
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Bud v = 2'e; + -+ + 2", € V. Potom

v:xlzjq{e;—i--”—kxnzjq%e;:

=z'(qie] +qieh + -+ alel) + -+ 3" (ghe] + gies + -+ qpel,) =

= (ZJ qjl»xj) e+ (Z] q?—a:j) ey + e (Zj q}‘aﬂ) en.
Tedy
2 = Zq;xj a ' = Qeer - . U
J

Piiklad. (1) M&jme R, starou bdzi e = (6) a novou bézi ¢’ = (1). Prov =2 je z = (})

ax' = (2).
Matice prechodu od staré baze e k nové bézi € je
Qee’ = (6) .
A skutecné

=) ()=
(2) Mejme R?, starou bazi e = ((1,—1),(1,1)) a novou bézi ¢ = ((0,2),(2,1)). Pro
v=(2,0)jex=(1,1)aa’ = (—3,1).
Matice pfechodu od staré baze e k nové bazi € je

Qe = (‘3 ) |

A skuteéné

= Qu = <_

DO
[SIENE

[CIEEtN [V
[N

Tvrzeni 9.4.4. Budte V vektorovy prostor nad polem P, e = (e1,...,ey,) jeho bdze,

u,v €V, p€ P,z = (x',...,2") soufadnice vektoru u a y = (y',...,y") souradnice
vektoru v. Pak x +y = (2t +y', ... 2" + y") jsou soufadnice vektoru u + v a pr =
(pzt,...,px") jsou souradnice vektoru pu.

Dukaz. Cviceni. ([l

9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. Bud'te «, 3 baze jednoho vektorového prostoru. Baze o mé stejnou
orientaci jako baze 3, jestlize det Qn5 > 0.

Relace
a~ B pravé tehdy, kdyz « ma stejnou orientaci jako 3

je relace ekvivalence. (Cviceni.) Tato relace ekvivalence rozdéluje mnozinu vsech bézi
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktnich tiid.

Definice 9.5.2. Prohlasime-li nékterou z bazi vektorového prostoru, a spoletné s ni
i kazdou béazi se stejnou orientaci, za kladnou (nebo kladné orientovanou), uréime tim
orientaci vektorového prostoru a vektorovy prostor je potom orientovany. Baze, které
nejsou kladné, jsou zdporné (nebo zdporné orientované).
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Piiklad. Kanonicka baze prostoru P™ je obvykle uvazovana jako kladna. O

9.6. Piimy soucet vektorovych prostora

Definice 9.6.1. Bud'te Vi,...,V, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském
souc¢inu Vi x --- x V, zavedme s¢itani a nasobeni skaldrem pfedpisem

(Ury ey tup) + (V1. ooy 0n) = (U1 + 01,00y Uy + Vy),
p(uh'")un) - (puh'")pun)

pro libovolné (uy, ..., uy), (v1,...,vp) € Vi X --- XV, ap€ P.
Na Vi x --- x V, tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P, ktery

se znaCi V1 @ --- @V, a je to primy soucet vektorovych prostoru Vi,..., V.
Cviceni. Ovéite, ze V1 & --- @ V,, je vektorovy prostor. O
Tvrzeni 9.6.1. Bud'te Vi, ..., V, koneénérozmérné vektorové prostory. Pak
dm(Vi@---@V,) = dimV1 -4+ dim V.
Diikaz. Pro kazdé i necht (ef,..., €, ) je béze Vi. Potom
((e1,0,...,0),..., (e, 0,...,0),
(0,€3,0,...,0),...,(0,e2,,0,...,0),

RIS

0,...,0,€),...,(0,...,0,e™ ))

? Y Mn

je béze Vi @ --- @V, (cviceni). O

Piiklad. Bud V; = R a V» = R?. Potom V; x V5 je mnozina R x R? uspofadanych dvojic
(z,y), kde x € Ray = (y1,y2) € R? tedy R x R? = {(z, (y1,52))| € R, (y1,12) € R?}.
Napiiklad

( (2,3)+ (2, (1, -1) = (1+2,(2,3) +(1,-1)) = 3,3,2)),
3-(2,(1,4)) = (3-2,3-(1,4)) = (6,(3,12)).
Bud e! = (1) baze R a bud’ e? e3) = ((1,0),(0,1)) baze R2. Potom trojice

= (e,
((6 70)> (Oa 61)7 (O> 62)) = ((17 (070))> (Oa (17 0))7 (07 (07 1)))
je baze R @ R? a dim(R ® R?) = 3 = dimR + dimR? = 1 + 2. O

2
€1



