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12. přednáška, 16. 12. 2025

9.4. Souřadnice

Tvrzeńı 9.4.1. Bud’ (e1, . . . , en) báze vektorového prostoru V. Pak pro každé v 2 V
existuje právě jedna n-tice skalár̊u (x1, . . . , xn) taková, že v = x1e1 + · · ·+ xnen.

D̊ukaz. Bud’ v 2 V. Jelikož e1, . . . , en generuj́ı V, existuj́ı x1, . . . , xn 2 P takové, že
v = x1e1 + · · ·+ xnen. Jsou-li y1, . . . , yn libovolná taková, že v = y1e1 + · · ·+ ynen, pak

0 = v � v = (x1e1 + · · ·+ xnen)� (y1e1 + · · ·+ ynen) =

= (x1 � y1)e1 + · · ·+ (xn � yn)en.

Z lineárńı nezávislosti množiny {e1, . . . , en} plyne x1 � y1 = · · · = xn � yn = 0, a tedy
x1 = y1, . . . , xn = yn. ⇤

Cvičeńı. Zformulujte a dokažte obrácené tvrzeńı. ⇤

Definice 9.4.1. Skaláry x1, . . . , xn z předchoźıho tvrzeńı jsou souřadnice vektoru v
vzhledem k bázi (e1, . . . , en).

Souřadnice budeme zapisovat bud’ jako prvky pole x1, . . . , xn nebo jako uspořádanou
n-tici x = (x1, . . . , xn) nebo jako matici typu n⇥ 1
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Př́ıklad. (1) Souřadnice vektoru 2 2 R vzhledem k bázi (6) je 1
3 , protože 2 = 1

3 · 6.
(2) Souřadnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v kanonické bázi jsou x, y, z, protože (x, y, z) =
x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
(3) Souřadnice vektoru (x, y, z) 2 R3 v bázi ((1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)) jsou x�y, y�z, z,
protože (x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).
(4) Souřadnice vektoru z = a + bi 2 C(R) vzhledem k bázi (1, i) jsou a, b, protože
z = a · 1 + b · i.

Souřadnice vektoru z = a+ bi 2 C(C) vzhledem k bázi (1) je z, protože z = z · 1. ⇤

Souřadnice vektoru záviśı na volbě báze. Jeden vektor má v r̊uzných báźıch r̊uzné
souřadnice.

Bud’te V vektorový prostor, v 2 V. Bud’te e = (e1, . . . , en) a e0 = (e01, . . . , e
0
n) báze V,

e nazvěme stará báze, e0 nazvěme nová báze. Souřadnice vektoru v vzhledem ke staré
bázi označme x = (x1, . . . , xn) a ř́ıkejme jim staré souřadnice. Souřadnice vektoru v
vzhledem k nové bázi označme x0 = (x01, . . . , x0n) a ř́ıkejme jim nové souřadnice. Plat́ı
tedy v =

P
i x

iei =
P

i x
0ie0i.

Definice 9.4.2. Matice, jej́ıž sloupky jsou tvořeny novými souřadnicemi starých
bázových vektor̊u, je matice přechodu od staré báze k nové bázi.

Matici přechodu od báze ↵ k bázi � znač́ıme Q↵� .
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Zobrazeńı

�(i, j) = �ij =

⇢
1, je-li i = j,
0 jinak

je Kroneckerovo delta.

Tvrzeńı 9.4.2. Matice přechodu je regulárńı.

D̊ukaz. Bud’te ↵ = (↵1,↵2, . . . ,↵n) a � = (�1,�2, . . . ,�n) báze jednoho vektorového
prostoru. Označme Q↵� = (aji ) matici přechodu od báze ↵ k bázi � a Q�↵ = (bji ) matici
přechodu od báze � k bázi ↵. Tedy, (a1i , a

2
i , . . . , a

n
i ) jsou souřadnice vektoru ↵i vzhledem

k bázi �, (b1i , b
2
i , . . . , b

n
i ) jsou souřadnice vektoru �i vzhledem k bázi ↵ a

↵i =
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aji�j a �i =
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bji↵j pro každé i = 1, 2, . . . , n.

Po dosazeńı dostaneme
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A

jsou souřadnice vektoru ↵i vzhledem k bázi ↵. Tedy,

nX

j=1

aji b
k
j = �ik =

⇢
1 je-li i = k,
0 jinak.

Ovšem
nX

j=1

aji b
k
j = (Q�↵Q↵�)

k
i

je v k-tém řádku a i-tém sloupku součinu Q�↵Q↵� , takže Q�↵Q↵� = E, proto matice
Q�↵ a Q↵� jsou vzájemně inverzńı a tedy obě regulárńı. ⇤

Tvrzeńı 9.4.3. Bud’ Qee0 matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0 a bud’te x a x0

staré a nové souřadnice jednoho vektoru. Potom

x0 = Qee0 · x.

D̊ukaz. Bud’ Qee0 = (qij) matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0. Tedy

ei =
X

j

qji e
0
j .
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Bud’ v = x1e1 + · · ·+ xnen 2 V . Potom

v = x1
X

j
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Tedy

x0i =
X

j

qijx
j a x0 = Qee0 · x. ⇤

Př́ıklad. (1) Mějme R, starou bázi e = (6) a novou bázi e0 = (1). Pro v = 2 je x = (13)
a x0 = (2).

Matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0 je

Qee0 =
�
6
�
.

A skutečně

x0 = (6) · (13) = (2).

(2) Mějme R2, starou bázi e = ((1,�1), (1, 1)) a novou bázi e0 = ((0, 2), (2, 1)). Pro
v = (2, 0) je x = (1, 1) a x0 = (�1

2 , 1).
Matice přechodu od staré báze e k nové bázi e0 je
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A skutečně

x0 = Qee0 · x =
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Tvrzeńı 9.4.4. Bud’te V vektorový prostor nad polem P, e = (e1, . . . , en) jeho báze,
u, v 2 V, p 2 P, x = (x1, . . . , xn) souřadnice vektoru u a y = (y1, . . . , yn) souřadnice
vektoru v. Pak x + y = (x1 + y1, . . . , xn + yn) jsou souřadnice vektoru u + v a px =
(px1, . . . , pxn) jsou souřadnice vektoru pu.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. Bud’te ↵, � báze jednoho vektorového prostoru. Báze ↵ má stejnou
orientaci jako báze �, jestliže detQ↵� > 0.

Relace

↵ ⇠ � právě tehdy, když ↵ má stejnou orientaci jako �

je relace ekvivalence. (Cvičeńı.) Tato relace ekvivalence rozděluje množinu všech báźı
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktńıch tř́ıd.

Definice 9.5.2. Prohláśıme-li některou z báźı vektorového prostoru, a společně s ńı
i každou bázi se stejnou orientaćı, za kladnou (nebo kladně orientovanou), urč́ıme t́ım
orientaci vektorového prostoru a vektorový prostor je potom orientovaný. Báze, které
nejsou kladné, jsou záporné (nebo záporně orientované).
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Př́ıklad. Kanonická báze prostoru Pn je obvykle uvažována jako kladná. ⇤

9.6. Př́ımý součet vektorových prostor̊u

Definice 9.6.1. Bud’te V1, . . . , Vn vektorové prostory nad polem P . Na kartézském
součinu V1 ⇥ · · ·⇥ Vn zaved’me sč́ıtáńı a násobeńı skalárem předpisem

(u1, . . . , un) + (v1, . . . , vn) = (u1 + v1, . . . , un + vn),

p(u1, . . . , un) = (pu1, . . . , pun)

pro libovolné (u1, . . . , un), (v1, . . . , vn) 2 V1 ⇥ · · ·⇥ Vn a p 2 P .
Na V1 ⇥ · · ·⇥ Vn tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P , který
se znač́ı V1 � · · ·� Vn a je to př́ımý součet vektorových prostor̊u V1, . . . , Vn.

Cvičeńı. Ověřte, že V1 � · · ·� Vn je vektorový prostor. ⇤

Tvrzeńı 9.6.1. Bud’te V1, . . . , Vn konečněrozměrné vektorové prostory. Pak

dim(V1 � · · ·� Vn) = dimV1 + · · ·+ dimVn.

D̊ukaz. Pro každé i necht’ (ei1, . . . , e
i
mi

) je báze Vi. Potom

((e11, 0, . . . , 0), . . . , (e
1
m1

, 0, . . . , 0),

(0, e21, 0, . . . , 0), . . . , (0, e
2
m2

, 0, . . . , 0),

. . . ,

(0, . . . , 0, en1 ), . . . , (0, . . . , 0, e
n
mn

))

je báze V1 � · · ·� Vn (cvičeńı). ⇤

Př́ıklad. Bud’ V1 = R a V2 = R2. Potom V1⇥V2 je množina R⇥R2 uspořádaných dvojic
(x, y), kde x 2 R a y = (y1, y2) 2 R2, tedy R⇥R2 = {(x, (y1, y2))|x 2 R, (y1, y2) 2 R2}.
Např́ıklad

(1, (2, 3)) + (2, (1,�1)) = (1 + 2, (2, 3) + (1,�1)) = (3, (3, 2)),

3 · (2, (1, 4)) = (3 · 2, 3 · (1, 4)) = (6, (3, 12)).

Bud’ e1 = (1) báze R a bud’ e2 = (e21, e
2
2) = ((1, 0), (0, 1)) báze R2. Potom trojice

((e1, 0), (0, e21), (0, e
2
2)) = ((1, (0, 0)), (0, (1, 0)), (0, (0, 1)))

je báze R� R2 a dim(R� R2) = 3 = dimR+ dimR2 = 1 + 2. ⇤


