110 Vektorové prostory

11. pfednéska, 9. 12. 2025

Tvrzeni 9.2.5. Necht vektory vy,...,v, generuji prostor V. a {uy,...,um} C V je
linedrné nezavisla. Pak m < n.

Dukaz. Kazdy z vektora ui, ..., u,, je linedrni kombinaci vektoru vy, ..., v,, takze pro
kazdé i € {1,...,m} existuji koeficienty azl, ..., a; takové, ze u; = a}vl + -+ alvy.
Matici
1 n
aj ... af
A=
1 n
apy .. Q

upravme pomoci fadkovych elementdrnich tiprav na matici A’ ve schodovitém tvaru.

Provedeme-li stejné elementarni upravy s m-tici ug,...,u,,, dostaneme ekvivalentni
m-tici u),...,u},. Linedrni kombinace vektoru vi,...,v, s koeficienty z jednotlivych
radku matice A’ jsou rovny prave vektorum uf,...,u.,. Z linedrni nezdvislosti mnoziny
{u1, ..., un} plyne linedrni nezavislost mnoziny {u}, ..., u,,} a také linedrni nezavislost,

tedy i nenulovost fadku matice A’. Jelikoz A’ je ve schodovitém tvaru a vSechny fadky
m4& nenulové, nemd vice fadku nez sloupku, tedy m < n.

Tvrzeni je také soucasti Tvrzeni 9.2.7. g
Lemma 9.2.6 (Lemma o vyméne). Budtevy,...,v, €V au= alvy + -+ +a"v,. Pak
pro kazdé i takové, Ze a® # 0, plati [v1,...,v,] = [v1, ..., Vi1, U, Vig1, ..., U]

Diikaz. Predpokladejme, ze a' # 0 (pro jiné indexy je diikaz stejny). Potom

Bud w € [v1,...,v,]. Existujf tedy b',b%,...,b" takové, ze
w=>blv + by + -+ b, =

bl blz 5
:—u—za—vz+bv2+ -+ 0", =

al
=2
bt N/ bal
= Eu—{—z: bt — e v; € [[u,vg,...,vn]].
i=2
Bud w € [u,vs,...,v,]. Existuji tedy ¢!, c?, ..., c" takové, ze

w=cu+cvg+-+ v, =

n n
:clg alvi+g clv; =

—cavl—l-an-i-c i € [ur, ..., v5]. O
Tvrzeni 9.2.7 (Steinitzova véta o vyméné). Necht vektory vi,...,v, generuji prostor
Voa{uy,...,um} CV jelinedrné nezivisld. Pak m < n a existuji indexy i1, ...,in—m €
{1,...,n} takové, ze

[or, .. yon] = [uts ooy Um, igy ooy, ]
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Dukaz. Mnozina {ui,...,u,} je linedrné nezavisld, takze vSechny w; jsou nenulové.
Vektor u; je linedarni kombinaci vektora vy, ..., v, s asponi jednim nenulovym koeficien-
tem a stejné jako v predchozim dukazu predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u vy.
Z Lemmatu o vyméné dostaneme [vi,va, ..., v,] = [ui,ve,...,vp].

Potom vektor us je linedrni kombinaci vektoru ui,vs,...,v, S aspon jednim ne-
nulovym koeficientem u vektoru ws,...,v, (jinak by mnozina {uj,us} byla linedrné
zavisld). Opét pro jednoduchost predpoklddejme, ze nenulovy koeficient je u ve. Z Lem-
matu o vyméné dostaneme [uj, v, ..., v,] = [u1, uz,vs,...,v,].

Takto pokracujeme, dokud bud nepouzijeme vsechny vektory uq,...,u, nebo ne-
vyménime v8echny vektory vi,...,v, za vektory uq,...,u,. Kdyby bylo m > n, vek-
tory Upn41, - - -, Uy by byly linedrni kombinace vektora wuy, us, ..., u, ve sporu s linedrni
nezavislosti mnoziny {ui, ..., uy,}. Takze m <n a

[oi, .. on] = [ut, ooy Um, vigy ooy vi, ] O

9.3. Baze

Definice 9.3.1. Bdze vektorového prostoru je libovolnd usporadana linearné nezavisla
mnozina jeho generatoru.

Obvykle tedy budeme béazi vektorového prostoru zapisovat jako usporadanou n-tici
vektoru. Pokud nebude zédlezet na usporddani vektora v bazi, budeme ji nékdy zapisovat
jen jako mnozinu vektoru.

Piiklad. (1) (6) je béaze R.

(2) ((1,0),(0,1)) je baze R

(3) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R?

(4) Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; vektor z R" ktery ma na i-tém misté jednicku
a jinde nuly. Potom (eq,...,ey) je bdze R™ a nazyva se kanonickd nebo také standardni.
(5) (22,z,1) je baze Ry[x]. O

Tvrzeni 9.3.1. Kazdy konecnérozmérny vektorovy prostor md bdzi.

Dukaz. Podle definice kone¢nérozmérny vektorovy prostor mé koneénou mnozinu ge-
neratoru. Ukédzeme, Ze v ni existuje linedrné nezavislda podmnozina, kterd generuje
tentyz vektorovy prostor a je tedy jeho béaze. Bud {vy,...,v,} mnozina generdtort
vektorového prostoru. Z této mnoziny postupné pro ¢ = 1,...,n vyluéme vektor v;,
je-li linearni kombinaci predchozich. Tedy v; vylou¢ime, pokud v; = 0. Vektory, které
nevylou¢ime, oznacme v;,,...,v;, . Je-li prvek mnoziny generatoru linedrni kombinaci
ostatnich prvku této mnoziny, po jeho vylouceni z této mnoziny zustane opét mnozina
generdtoru stejného vektorového prostoru (ovéite). Proto vektory v;,,...,v;, generujf
tentyz vektorovy prostor.

Diky uvedenému postupu zadny z vektoru v;,, ..., v;,, neni linearni kombinaci pred-
chozich a mnozina {v;,,...,v;,} je linedrné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} m4 bézi. Je ji 0, jelikoz je linedrné nezdvisld a [0] = {0}.
Tvrzeni 9.3.2. Vsechny bdze jednoho konecnérozmeérného vektorového prostoru maji
stejny pocet proki.

Dikaz. Budte (vi,...,v,) a (u1,...,un) baze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
U1y . ..,y generuji Voa {uq, ..., up} je linedrné nezdvisla mnozina, podle Tvrzeni 9.2.5
m < n. Obdobné dostaneme, ze n < m. Takze n = m. O
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Definice 9.3.2. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektoru (libovolné) jeho béze.
Vektorovy prostor V dimenze n je n-rozmérny, zapisujeme dim V' = n. Nulovy vekto-
rovy prostor {0} je 0-rozmérny.

Pi#iklad. (1) Vektorovy prostor P™ nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickd baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z bazi je dvojice (1,1).
Vektorovy prostor C nad polem C je jednorozmérny, jednu z bazi tvoii vektor 1. Vidime,
ze dva vektorové prostory mohou mit rizné dimenze, prestoZe maji stejné mnoziny
vektoru.

(3) Vektorovy prostor C™ nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z bazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(i,0,...,0),
(0?1707"'?0)’ (07Z.?O7' "70)7

('0,...,0,1),(0,...,0,@')). O

Definice 9.3.3. (1) Minimdini mnozZina generdtori vektorového prostoru V je
mnozina generatoru prostoru V, jejiz zadnd vlastni podmnozina negeneruje V.
(2) Mazimalni linedrné nezavisld mnozina vektori vektorového prostoru V je linedrné

nezavislda mmnozina vektoru z V, kterd neni vlastni podmnozinou zadné linearné
nezavislé mnoziny.

Tvrzeni 9.3.3. Bud'te vq,...,v, € V. Pak ndsledugici podminky jsou ekvivalentni:
(1) {v1,...,vn} je bdze V;
(2) {vi,...,vn} je minimdlni mnozina generdtori V;
(3) {vi,...,vn} je maximdlni linedrné nezdvisla mnozina vektoriu V.

Dikaz. (1) = (2): Je-li {v1,...,v,} béze, je to mnozina generdtoru a zadny z nich
neni linedrni kombinaci ostatnich. Tudiz zadn& jeji vlastni podmnozina negeneruje V
a {v1,...,v,} je minimalni mnozina generdtoru.

(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generdtoru. Jelikoz je minimélni, zadny z jejich
vektort neni linedarni kombinaci ostatnich, takze je navic linearné nezavisla, ¢ili baze.

(1) = (3): Je-li {w1,...,v,} baze, je linedrné nezavisla a kazdy vektor z V je linedrni
kombinaci vektortu baze. Tudiz kazd4d vlastni nadmnozina je linedrné zavisla a tato je
tedy maximalni.

(3) = (1): Mnozina {vy, ..., v, } je linedrné nezavisla. Jelikoz je maximalni, po pfidani
libovolného vektoru z V, dostaneme linedrné zavislou mnozinu a ten ptridany vektor (ty
puvodni to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich, takze {v1,...,v,} je navic
mnozina generdtoru, Cili baze. d

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice béze, které se ¢asto pouzivaji. Ma také
dulezité dusledky.

Disledek. Bud n € N. Je-li V n-rozmérnyj vektorovyj prostor, pak
(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvislda podmnozina tvori jeho bdzi;
(2) libovolnd jeho n-prvkovd mnozina generdtori tvori jeho bdzi.

Dukaz. (1) Prostor V' mé n-prvkovou mnozinu generatoru, takze podle Tvrzeni 9.2.5
kazda n-prvkova linedrné nezavisla podmnozina je maximalni, tedy baze.

(2) V prostoru V' existuje n-prvkové linedrné nezdvisld mnozina, takze podle Tvr-
zeni 9.2.5 kazda n-prvkovd mnozina generatoru je minimalni, tedy béaze. O
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Dusledek. Bud {vi,...,v} linedrné nezdvisld podmnozina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do baze (v1, ..., Vg, Vks1y---,Un).

Diikaz. V pripadé, ze vy,...,v; generuji V, tvoii bazi. Jinak existuje vektor viy1 € V,
ktery neni linedrni kombinaci vektoru vy, ..., vk, nacez mnozina {vi,..., vk, Vpr1} je
linedrné nezavisla, protoze vi41 neni linedrni kombinaci predchozich vektoru.

Po n — k opakovénich téze tivahy ziskame n-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu
{v1, ..., Uk, Vkt1, Vg2, ..., Un}, kterd je bazi podle predchoziho dusledku. O



