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9. prednéska, 14. 4. 2026

14.5. Souradnice vzhledem k ortonormalni bazi

Tvrzeni 14.5.1. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem, (e1,. .., ey) jeho ortogondlni
baze a v € V. Pak
v, € v, €
U:< 1)el+... ( n) ny
(e1,e1) (en,en)

cili i-td souradnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi je

i (Uaei) _ (Uvei)
(eiver)  leill®

Je-li (e1,...,e,) navic ortonormdlni baze, pak
v=(v,e1)er + -+ (v,en)en,
cili i-td soutadnice vektoru v vzhledem k uvedené bdzi je
' = (v, ;).

Diikaz. Necht v = xle; + -+ + 2"e,. Pro kazdé i € {1,...,n}

zt = (e; #0 a (e;,e;) #0)
(€5, € o
= E § = ((e1,¢5) = 0 pro i # j)
1y~
:$1(ela€Z) + "+.’I,'Z(ei’61) + _._i_xn(emez) _
(61‘,61) (61‘,67,) eivez)
1 1 n
= e (z'(e1,e5) + - + 2" (en, €)) =
1
= + . en, €;) =
e (a: e1 -+ a"en, €;)
_ (Uaei) _ (Uvei)
(eivei)  lesl?
Pokud (e, ...,ey,) je ortonormalni baze, pak ziejmé z° = (v, ¢;). O
Tvrzeni 14.5.2. Necht' V je prostor se skaldrnim soucinem, (e1,...,e,) jeho ortonor-
mdlni baze, u,v € V, x = (z', ..., 2") souiadnice vektoruu ay = (y*,...,y") souradnice

vektoru v vzhledem k wvedené bdzi. Potom

(w,0) =aTg=a'y' 4+ + 2"y
Diikaz.

n n n o n

% 7
E :Eei’E ye; :Eezvy e] =
i=1 i=1 j=1

i=1
n

n
= Z ziyi (e, e;) = ZJUZ? O
1=1 i=1

=1 j=1



172 Skalarni soudin

14.6. Kolmost mnozin

Definice 14.6.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, v € V-a M, N C V. Vektor v
je kolmy na mnoZinu M, jestlize v je kolmy na kazdy vektor z M, zapisujeme v L M.
Mnozina M je kolmd na mnoZinu N, jestlize kazdy vektor mnoziny M je kolmy na
kazdy vektor mnoziny N, zapisujeme M L N.

Cviceni. V priniku kolmych mnozin muze byt jen nulovy vektor. g
Napiiklad, dvé roviny v R? nejsou vzajemné kolmé.

Tvrzeni 14.6.1. Bud V prostor se skaldrnim souc¢inem a M, N C V. Potom M 1N
pravé tehdy, kdyZ [M]LN, a to je prdve tehdy, kdyz [M]L[N].

Diikaz. Piedpokladejme, ze M LN. Bud u € [M] av € N, &ili u = p'uy +- - - + p"u, pro
n&jaké n € N, skalary p',...,p" a vektory uy,...,u, € M. Potom
(’U,, U) = (plul + - +pnun7 U) =
= p(u,v) + -+ p"(un,v) = 0.
Takze [M]LN.
Opac¢na implikace a druha ekvivalence jsou zrejmé. O
Chceme-li ovéfit, zda vektor v € V' je kolmy na podprostor U C V| diky predchazeji-

cimu tvrzeni staci ovérit, zda vektor v je kolmy na vSechny vektory z libovolné mnoziny
generatort podprostoru U.

14.7. Ortogonalni doplnék

Definice 14.7.1. Necht V je prostor se skalarnim sou¢inem a U C V. Ortogondlni
doplnek UL mnoziny U je mnozina viech vektort z V kolmych na kazdy vektor z U,
tedy

Ut = {v € V| vLu pro viechna u € U}.

Mnozina U~ je tedy nejvétsi mnozina kolma na U.
Tvrzeni 14.7.1. Bud'V prostor se skaldrnim soucinem, U, Uy, U C V. Pak
(1) jestlize Uy C Us, pak Us- C U,
(2) U+ = [U]h
(8) U™t je podprostor V.
Diikaz. (1) Je-liU; CUyav e UQL, tedy v1Usy, potom v1U; a v € UlL.
(2) Pro v € V podle Tvrzeni 14.6.1 v € U~ pravé tehdy, kdyz v € [U]*-
(3) Ziejmé 0 € UL Pro libovolné v1,ve € Ut a u € U plati (vy + vo,u) = (vi,u) +
(vg,u) = 0, takze vy + vg € UL Pro libovolny skalar p, v € Ut a u € U plati
(pv,u) = p(v,u) = 0, takze pv € UL O

14.8. Ortogonalni projekce

Definice 14.8.1. Bud V prostor se skalarnim souc¢inem, v € V a U podprostor V.
Vektor u € U je ortogondlni projekce (kolmy primét) vektoru v do podprostoru U,
jestlize (v —u) LU, tedy v — u € U, Oznacujeme u = vy nebo u = pry(v).

Z definice vyplyva, ze je-li v € U, potom vy = v.
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Tvrzeni 14.8.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem, U podprostor V a v € V. Pak
pro kazdyj vektor u € U, u # vy, plati
o =l < v —ul.
Ortogondlni projekce vektoru do podprostoru je uréena jednoznacné, pokud existuge.

Diikaz. Podle definice vy € Ua (v—uvy) LU, takZe pro kazdé u € Uplati (v—vy)L(vy—u).
Pro u # vy navic

lv —vu|® < (Ilvg = ull > 0)
<=y |? + oy —ul)® = (Pythagorova véta)
= [[(v = vp) + (vo —u)|* =
= [lo—ul*

Necht w1, us € U jsou ortogonalni projekce vektoru v do podprostoru U. Predpokla-
dejme, Ze uy # us. Potom podle pravé dokdzaného

|lv —w] < |Jv—wuz| azaroven |v—us| < |lv—wu1-

Dostavame spor, takZe u; = ug a ortogonalni projekce je tedy urcena jednoznacné. [

Tvrzeni 14.8.2. Budte V prostor se skaldrnim soucinem, U jeho konecnérozmérny pod-

prostor a (ey, ..., em) ortogondlni baze podprostoru U. Pak pro kazdé v € V plati
(v,e1) (v, em)
pry(v) = ert+- -+ ——en.
u(v) (e1,e1) (emsem)
Je-li (e1,...,em) navic ortonormdlni bdze, pak

pry(v) = (v,e1)er + -+ + (v, em)em.-

Diikaz. Vektor u = u'ey + --- + u™e,, € U je ortogonélni projekce vektoru v do pod-
prostoru U = [eq, ..., ey] pravé tehdy, kdyz vektor v — u je kolmy ke kazdému vektoru
z U, coz je pravé tehdy, kdyz v — u je kolmy ke kazdému e;, to je pravé tehdy, kdyz pro
kazdé i € {1,...,m}

=(v—u,e) = (v,e;) — (u,e;) =

(v,€;) — (uter + -+ uMem, €;) =

= (v,e;) —ul(er,e) — - —u™(em, e;) =
(

= (v,e;) — u'(e;, e;)

a to je pravé tehdy, kdyz u® = (vieq) , jelikoz (e;, e;) # 0.

(ei€i) .
Pokud (ey,...,e,) je ortonorméalni baze, pak ziejmé u' = (v, €;). O

14.9. Gramova-Schmidtova ortogonalizace

Tvrzeni 14.9.1. V kazZdém konecnérozmérném prostoru se skaldrnim soucinem existuje
ortonormdalnd bdze.

Diikaz. Existenci ortonormalni béze dokdZzeme pomoci Gramouvy-Schmidtovy ortogonali-
zace.

Budte V kone¢nérozmérny prostor se skalarnim sou¢inem a (vi,...,v,) jeho baze.
Ukazme, Ze existuje jeho ortogonalni baze.
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(1) Polozme e; = v1. Potom vektor e je nenulovy, {e1} je linearné nezéavisla mnozina
a [e1] = [v1]-

(2) Postupné pro k = 1,...,n — 1 predpokladejme, ze mame {eq,...,ex} ortogo-
nalni mnoZinu nenulovych vektoru (tedy linearné nezavislou mnozinu) takovou,

ze [e1,...,ex] = [v1,...,vk]. Ozna¢me Uy = [ey,...,ex]. Vektor ey ziskime
tak, ze od vektoru vgy1 odecteme jeho ortogonalni projekci do podprostoru Uy.
Tedy
€k+1 = Vk+1 — Pry, (Vk+1) = —Zi(vkﬂ,ei) ‘

+1 +1 Uy +1 +1 p (ei,€i> i+

Podle definice ortogonalni projekce vektor ex, i je kolmy na Uy, tedy na
v8echny vektory z Uy, véetné eq, ..., ex. MnozZina {ey, ..., e, exr1} je tedy orto-
gonélni.

Jelikoz baze je linearné nezavisla, vektor vg,1 neni prvkem podprostoru Uy
a nerovna se tedy své ortogonalni projekci pry;, (vg+1) do tohoto podprostoru.
Proto eg41 je nenulovy vektor a mnozina {ey, ..., e, ex+1} je linearné nezavisla.
K tomu, [eq,...,exr1] = [v1, ..., vps1]- Platie; = vy ae;, i € {2,...,k+1}, je
linearni kombinace vektort ey, ..., e;_1,v;, proto [e1,...,exr1] C [v1,. .., vks1]-
Na druhou stranu, v; pro ¢ € {1,...,k + 1} je linedrni kombinace vektorii
€1,...,€, proto [ui,...,vpr1] C [er,...,ext1]-
Takze pro kazdé k € {1,...,n} (e1,...,ex) je ortogonalni baze prostoru Uy a U, = V.
Nakonec,

( €1 €n )
led]” 7 flenl

je ortonormalni baze prostoru V. 0

V piedchozim ditkazu je mozné vzdy po ziskani e; tento vektor normovat a dostat tak
ortonorméalni bazi prostoru Uy. V takovém piipadé se zjednodusi vypocet ortogonalni
projekce do podprostoru Uy a tedy i vypocet vektoru ey .

14.10. Vlastnosti ortogonalniho doplinku

Tvrzeni 14.10.1. Necht'V je prostor se skaldrnim soucinem a U jeho konecnérozmérnij
podprostor. Pak

(1) U+t =U,

(2) V=U+U",

(3) je-li V' konecnérozmérny, potom dim U+ = dimV — dim U.

Diikaz. (1) Kazdy vektor z U je kolmy na UL takze U C UL Bud v € UL Tedy v
je kolmy na kazdy vektor z UL, Jelilkoz podprostor U je kone¢nérozmérny, existuje vy.
Podle definice ortogonalni projekce vy € U a v — vy € U2, Eli vy L (v — vy) a zaroven
vl (v —oy). Takze

||U—UUH2:(U—UU,U—UU):(U,U—UU)—(UU,U—UU):O—OZO,

proto v = vy € U, &li U+ C U a celkové U+ = U.

(2) Opét, podprostor U je kone¢nérozmérny, takze ke kazdému vektoru v € V existuje
jeho ortogonalni projekce do U, pFicemz vy € U, v —vy € Ut a v = vy + (v—vy). Takze
V = U+U"L Jelikoz U a U™ jsou vzajemné kolmé, v jejich primiku je jen nulovy vektor.
Z toho vyplyva, ze V. = U+U>.

(3) Z piedchoziho bodu a Tvrzeni 10.3.2 dostaneme dim V' = dim U + dim U+. O
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Tvrzeni 14.10.2. Necht V je prostor se skaldarnim soucinem, Uy, Us jeho konecénéroz-
meérné podprostory. Potom

(U1 4+ Up)t =UirNU CUF +US = (U N L) .
Diikaz.

U, U CUL+ Uy = (U +Ue)t CUHUS = (U +Us)t CUNUS
UiNUs CULU, = U Ul CUNU)T = Ub+Us CUNU)*

V pravé dokizanych vztazich misto Uy, Us pouzijeme Ui, Us~ a dostaneme

(U +UH*T Ccutnutt =unt, = (UNUy)t CUL +Us
Uy + Uy =Uit + U C (U Ut = U} NU C (U + Ut

Nakonec, zfejmé

Ui nUs C UL + Uy O

Cvigeni. Najdéte V, Uy, Us takové, ze (U3 NUsz)* € Ui N U5 O

14.11. Shodnosti—ortogonalni a unitarni transformace a matice
14.11.1. Shodnosti—ortogonalni a unitarni transformace

Shodnost je linearni{ transformace, ktera zachovava skalédrni soucin.

Definice 14.11.1. Bud V prostor se skalarnim soudinem. Linearni transformace
f:V = Vje shodnost, jestlize pro kazdé u,v € V'

(f(u), f(v)) = (u,v).
V eukleidovském pfipadé se shodnost nazyva také ortogondlni transformace, v hermi-
teovském pripadé se shodnost nazyva také unitdrni transformace.

KdyZ shodnost zachovava skalarni souéin, zachovava i normu, kolmost a v eukleidov-
ském pripadé i odchylku vektort, coZ jsou pojmy zavedené pomoci skalarniho soucinu.
Plati i nékteré opacné implikace.

Tvrzeni 14.11.1. Bud f linedrni transformace prostoru V- se skaldrnim soucinem. Nd-
sledugict tvrzent jsou ekvivalentni:

(1) f je shodnost;
(2) f zachovdvd délky vektori, tj. || f(v)|| = ||v]| pro kazdé v € V;
(3) f zobrazuje jednotkové vektory na jednotkové vektory;

(4) f zachovdvd ortonormalitu, tj. f(U) je ortonormdini mnoZina pro kaZdou orto-
normdini mnozinu U.

Diikaz. (1) = (2) Je-li f shodnost, pro kazdé v € V

1F )l = V(f(v), f(0)) = V(v,0) = ]|
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(2) = (1) Predpokladejme, ze f zachovava délky vektori. Potom

re(f(u), f(v)) = (Lemma 14.1.2)
= L(1f (@) + fF@I? = If@]? = [|f(@)|}) = (linearita f)
= 5(Ifw+0)? = [ f ()] = [ f()I*) = (f zachovivé délky)
= L+ oll? — fjul® = Jlo]/?) = (Lemma 14.1.2)
=re(u, v)

im(f(u), f(v)) = (Lemma 14.1.2)
= 5(If () +if @) = If@]* = If@)[*) = (lincarita f)
= 5(If(u+i)|* = [ f@)]* = [ f@)II*) = (f zachovavé délky)
= %(HquiUH2 = llul® = 1lol*) = (Lemma 14.1.2)

= (u’ U)'
Tedy,

f(u), f(v)) = (u, v).

(
(2) = (3) Ziejmé.
(3) = (2) Necht f zobrazuje jednotkové vektory na jednotkové vektory. Jelikoz f(0) =
0, | £(0)]| = ||0[|. Bud v € V, v # 0. Potom |[|v]| # 0 a

L@l = |7 (fo) || = (f je linerni)
= H\Ivllf (ﬁ)H = (Lemma 14.1.1)
= el £ (i) | = (el =1 =l ()| = 1)

= [Jv]l-

(1) = (4) Necht f je shodnost. Bud U ortonormélni mnozina. Potom pro f(u), f(v) €
u

fU), f(u) # f(v), plati
(f(w), f(v)) = (w,0) =0 a [|f(u)]| = [[u] = 1.

Cili, f f(U) je ortonormalni mnoZina.
(4) = (3) Zfejme. O

Piiklad. (1) V eukleidovském prostoru E?: rotace kolem nulového vektoru, osové sou-
mérnost.

(2) V eukleidovském prostoru E3: rotace kolem osy, rovinova soumérnost (zrcadleni),
stfedova soumérnost. O

Na druhou stranu, kdyZz linearni transformace zachovava kolmost nebo zachovéava od-
chylky vektord, jeSté to neznamené, Ze to je shodnost.

Cviceni. Uvedte priklady zobrazeni, ktera zachovéavaji kolmost nebo zachovavaji od-
chylky vektori, ale nejsou to shodnosti. O

Tvrzeni 14.11.2. Bud V konecnérozmérny prostor se skaldrnim soucinem, (ei, ..., ey)
jeho ortonormdini bdze a f jeho linedrni transformace. Pak f je shodnost prdvé tehdy,
kdyz (f(e1),..., f(en)) je ortonormdini bdze V.
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Diikaz. Implikace ,,=“ je snadné cviceni. '

Necht (f(e1),...,f(en)) je ortonormalni béze. Budte u,v € V, u = 3 a'e;, v =
Sylenx=(z',...,a") ay=(y',...,y"). Potom f(u) = Y a'f(e:), f(v) = Xy f(ei)
a podle Tvrzeni 14.5.2

(u,0) = 27g = (f(u), f(v)). 0

Tvrzeni 14.11.3. KaZdd shodnost koneénérozmeérného vektorového prostoru se skaldr-
nim soucinem je izomorfismus.

Diikaz. Shodnost je linearni zobrazeni. Je tedy potieba dokéazat jiz jen bijektivnost. Bud
u € Ker f, tedy f(u) = 0. Potom ||ul| = || f(u)|| =0 a u = 0. Takze, Ker f = {0} a f je
injektivni.

Dale dimIm f = dim V — dim Ker f = dim V, proto Im f =V a f je surjektivni. [
Tvrzeni 14.11.4. SloZeni shodnosti je shodnost.

Driikaz. Cviceni. |



