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8. prednéska, 7. 4. 2026

14. SKALARNI SOUCIN

Oznaceni. Cislo komplexné sdruZené k &islu z oznacujeme z. Je-li A = (A}) matice,
oznatujeme A = (A;)

Definice 14.0.1. Bud V vektorovy prostor nad P, kde P = R nebo P = C. Zobrazeni
g: V xV — P je skaldrni soucin na V, jestlize pro libovolné u,v,w € V a p € P plati

(u+v,w) = g(u, w) + g(v,w);
(pu,v) = pg(u,v);
( .
(

Cislo g(v,v) je realné pro kazdy vektor v, i v pfipadé, ze P = C (cviceni). Diky tomu
lze ve ¢tvrté vlastnosti porovnavat g(v,v) s 0.

Prvni dvé vlastnosti znamenaji, ze skaldrni soucin je linedrni v prunim argumentu,
tfeti vlastnost je v redlném piipadé symetrie, v komplexnim piipadé kosd symetrie,
¢tvrté vlastnost je pozitivni definitnost.

Definice 14.0.2. Vektorovy prostor nad P se skaldrnim sou¢inem je prostor se skaldr-
nim soucinem. Pokud P = R, skalarni soucin je eukleidovsky a prostor je eukleidovsky.
Pokud P = C, skalarni soudin je hermiteovsky a prostor je hermiteovsky nebo unitdrni.

Oznaceni. Nemiuze-li dojit k nedorozuméni, misto g(u,v) piSeme jen (u,v).
Tvrzeni 14.0.1. Bud'V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné u,v,w € V
ap € P plati
(1) (w,v+w) = (u,v) + (v, w);
(2) (u,pv) = p(u,v);
(3) (0,v) = (v,0) = 0;
(4) (v,v) =0 v=0.
Diikaz. (1)
(0 +w) = (0 + w,0) = (v,0) T (w,8) = (0,0) + (,0) = (u,0) + (u, w).
(2)
(u,pv) = (pv,u) = p(v,u) = P(v, u) = p(u, v).

(3)
(0,v) =(0-v,v) =0-(v,v) =0 a (v,0)=(0,v)=0.
(4) Dusledek podminky (4) v definici skalarniho sou¢inu a pfedchoziho bodu (3). O

Podle (1) a (2) v pfedchozim tvrzeni Eukleidovsky skalarni soucin je linearni i v dru-
hém argumentu.

Priklad. (1) Standardni skaldrni sou¢in na R™ Pro z,y € R*, x = (z},...,2"), y =
(y' s y™),
(z,y) =2y + - +a"y".
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(2) Standardni skalarni sou¢in na C™ Pro z,y € C", z = (z!,...,2"), y = (¥',...,y"),

(,y) =alyl + -+ 2"y,
(3) Budte ay,...,a, kladna realna &isla. Zobrazeni R™ x R™ — R, které vektorim

r=(z' ..., 2"),y = (y',...,y") € R" piifadi ¢islo

(z,y) = az'y' + - + anz”y",

je skalarni soucin na R™
(4) Budte ay,...,a, kladnéa realna ¢isla. Zobrazeni C" x C" — C, které¢ vektorim
r=(z'...,2"),y = (y},...,y") € C" piifadi ¢&islo
(2,y) = az'yl + - + apa"ym,
je skalarni soucin na C™
(5) Zobrazeni, které maticim A, B € R™*™" piifadi ¢islo
m n ) )
(4.8)=3_ > 4B;.
i=1 j=1
je skalarni soucin na R™*™.
(6) Zobrazeni, které maticim A, B € C™*™ piifadi ¢islo
m n o
— Y
B =33 AF
i=1 j=1
je skalarni souc¢in na C™*",
(7) Zobrazeni, které spojitym realnym funkcim f, ¢ na intervalu [0, 27] pFifadi realné
¢islo
2

(f.9) = f(z)g(z)d,

0

je skalarni soucin na prostoru v8ech spojitych realnych funkei na intervalu [0, 27]. U

14.1. Délka (norma) vektoru

Pfipomenme, ze (v,v) € R a (v,v) > 0 pro kazdé v.

Definice 14.1.1. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, v € V. Délka nebo norma
vektoru v je ¢islo

o]l = /v, 0).

‘Deﬁnice 14.1.2. Vektor délky 1 je jednotkovy nebo normovany.

Délka vektoru tedy zavisi na skalarnim soucinu, a tak uvedené znaceni lze pouzit jen,
je-li jasné, ktery skalarni souc¢in je uvazovan a nemuze dojit k nedorozuméni.
Pi#iklad. (1) Méjme standardni skalarni soucin na R2. Délka vektoru (1,2) je v/5.
(2) Na R? m&jme skalarni soucin ((z!, 2?), (y',4?)) = z'y' +22%y%. Délka vektoru (1,2)
je 3.
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(3) Na prostoru v8ech spojitych realnych funkei na intervalu [0, 1] méjme skalarni souc¢in

1
U@zAfMWMm

Takze délka (norma) funkce f je

1
1l = Aumwm

Pokud, naptiklad, f(z) =z, potom
1 1
91 = [ o= 2. O
0 V3

Tvrzeni 14.1.1. Bud V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné v € V
ap e P plati
(1) ||v|l = 0, navic ||v|| = 0 prdvé tehdy, kdyz v =0,

(2) llpvll = Ipllvll,
(3) jestlize v # 0, pak

Il -
Diikaz. (1) Jednoduchy disledek definice skalarniho sou¢inu a Tvrzeni 14.0.1.

(2) [lpvll = V/(pv, pv) = V/pp(v,v) = V/IpP[]* = [pllv]l.
(3) Cviceni. O

v

o]

Lemma 14.1.2. (1) re(u,v) = $(|lu+ o[> = [[u]|® = ||v]|?)
(2) im(u,v) = 5([Ju+iv|* = [[u]* = [v])
Dikaz. (1)
|+ v]? = (u+v,u+v)=
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) =
= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,v) =
= [[ull® + 2re(u, v) + [Jv]|?
Z toho dostaneme
re(u,v) = 5(|lu+o[* — ul* - [[o[*)
(2)
|+ iv||* = (u+iv,u +iv) =
= (u,u) + (u,iv) + (iv,u) + (iv,iv) =
= (u,u) = i(u, v) +i(u,0) + (v,0) =
= [[ul® + 2im(u, v) + [Jv]|?

7 toho dostaneme

im(u, v) = 5([lu+wl* = Jul® = [Jv]?) m
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14.2. Nerovnosti

Tvrzeni 14.2.1 (Cauchyova-Bunjakovského-Schwarzova nerovnost). Necht' V je prostor
se skaldrnim soucinem a u,v € V. Pak

|(u, 0)| < [lullf|o]-
Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz {u,v} je linedrné zdvisld mnoZina.
Diikaz. Predpokladejme, Ze {u,v} je linearné zavisla. Pokud v = 0 nebo v = 0, pak
|(u,v)| = [Jull|]v]| = 0. Jsou-li u,v nenulové, existuje p € P takové, ze u = pv a

2
|(u, v)] = |(pv,v)| = [pl(v,v) = Iplllv]|” = |plllvlllv]l = llpvlllloll = [ullll]-
Je-li {u,v} linearné nezavisla, pak u,v jsou nenulové a pro kazdé p € P je u — pv # 0.

Pro
_ (wv)
"7 )
plati
0= (U,U) —p(U,U) = (U,U) - (p’l),’l)) = (u —p’U,’U)-
Tedy
0 < [lu—pv)|* = (u—pv,u—pv) =
= (u—pv,u) —p(u—pv,v) = ((u—pv,v) =0)
= [[ul® = p(v,u) = (p = (u,0)/[[v[*)
(u,v) —=
= [lul® - (u,v) =
[o]?
[(u,v)[?
= -
= e
Cili
2
0 < |jul* - ‘(ﬁ’ ﬁy (obé strany vynasobime ||v]|?)
v
0 < flull®l[v]]* = |(u, v)

[(u )2 < Jlul* o]

[(w, ) < [lullffv] m

(obé& strany odmocnime)

Dulezity dusledek Cauchyovy—Bunjakovského—Schwarzovy nerovnosti je nasledujici
tvrzeni, které je znamé jako trojihelnikova nerovnost.

Tvrzeni 14.2.2 (Trojuhelnikova nerovnost). Necht V je prostor se skaldrnim soucinem
au,v€V. Pak

lu+ ol < lull + [lvf].
Rovnost nastdvd pravé tehdy, kdyz {u,v} je linedrné zdvisla mnoZina.

Diikaz.

|+ vl = (dikaz Lemmatu 14.1.2)
= [[ull® + 2re(u, v) + [[v]|* < (re(u, v) < |(u,v)[)
< Jull® + 2| (u, v)| + |Jo]|* < (Tvrzeni 14.2.1)

< [lull® + 2fwllllvl] + [[o]|* =
= (Ilull + Ilvl)?
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Zbytek dikazu je jednoduché cviceni. O

14.3. Odchylka vektort

Pro nenulové vektory u, v mizeme Cauchyovu—Bunjakovského—Schwarzovu nerovnost
zapsat ve tvaru

o)l _

[efllfoll =

a v eukleidovském piipadé

(u,v)

= el =

Funkce cos zaZena na interval [0, 7] je injektivni a tento interval zobrazuje vzajemné
jednoznac¢né na interval [—1, 1]. Pro kazdou dvojici nenulovych vektort u, v tedy existuje
pravé jedno realné ¢islo ¢ € [0, 7] takové, ze

(u, v)
ol

cos p =

Definice 14.3.1. Budte V eukleidovsky prostor a u, v € V nenulové. Odchylka vektoru
u,v (nebo whel mezi vektory u,v) je ¢islo ¢ € [0, 7] takové, ze
(u, v)

o]l

cosp =

Pro libovolny eukleidovsky skalarni soucin tedy plati

(u, v) = [Jul[[[v]| cos .

Tvrzeni 14.3.1 (Kosinova véta). Budte V eukleidovsky prostor, u,v € V nenulové a ¢
uhel mezi nimi. Potom

lu =l = [ull® + [[o]|* = 2]ull ]| cos ¢.
Diikaz.
HU_UHQ = (U—’U,U—U) = ('LL,U) - Q(U,’U) + (va) =

= [lull* + [ = 2]lul[|v] cos ¢. O

14.4. Ortogonalita (kolmost)

Definice 14.4.1. Bud V prostor se skalarnim souc¢inem. Vektory u,v € V jsou kolmé
(nebo ortogondlni), jestlize (u,v) = 0. Zapisujeme u_Lv.

Dva nenulové vektory v eukleidovském prostoru jsou tedy kolmé pravé tehdy, kdyz
jejich odchylka je /2.

Diky tomu, Ze (u,v) = (v,u), kolmost vektori nezavisi na jejich poradi. Jelikoz pro
kazdy vektor v € V plati (v,0) = 0, nulovy vektor je kolmy ke kazdému vektoru. Z toho,
ze (pu, qu) = pq(u,v) pro kazdé p, q € P, vyplyva, ze libovolné skalarni nasobky kolmych
vektort jsou také kolmé.



170 Skalarni soudin

Definice 14.4.2. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem. Mnozina U C Vje ortogondini,
jestlize ulwv pro libovolné rtzné u,v € U. Ortogonalni mnoZina normovanych vektort
je ortonormdlnd.

Kdyz v ortogonalni mnoziné nenulovych vektort kazdy vektor vynasobime prevréice-
nou hodnotou jeho délky (kazdy vektor znormujeme), dostaneme ortonorméalni mnoZzinu.

Tvrzeni 14.4.1. KaZdd ortogondlni mnoZina nenulovijch vektori je linedrné nezdvisld.

Diikaz. Bud {v1,...,v,} ortogonalni mnozina nenulovych vektorta. Necht
plog 4+ -+ p"v, = 0.
Kdyz pro libovolné i € {1,...,n} obé strany této rovnosti skalarné vynasobime zprava

vektorem v;, dostaneme

(prvg + -+ 4 p"vn, v5) = (0,v;) (linearita v prvnim argumentu)
pt(v1,vi) 4+ -+ p(Vn,v;) = 0 (kolmost)
p'(vi,v;) =0 (vi #0 a (v, v;) > 0)
p'=0
TakZe p' = 0 pro kazdé i € {1,...,n} a mnoZina {v1,...,v,} je linearnd nezavisla. [

Dadsledek. KazZdd n-prvkovd ortogondlni mnoZina nenulovijch vektori v n-rozmeérném
prostoru je bdze tohoto prostoru.

Piiklad. (1) Mé&me R™ se standardnim skalarnim sou¢inem. Kanonicka baze je orto-
normalni.

(2) Mgjme prostor vSech spojitych realnych funkei na intervalu [0,27] se skalarnim

soucinem
2

(f,9)= [ [f(@)g(x)dx
0
MnoZina {1, sin x, cos x, sin(2x), cos(2z), . ..} je ortogonalni. O

Tvrzeni 14.4.2 (Pythagorova véta). Budte V prostor se skaldrnim soucinem a u,v € V
kolmé. Pak

lu +ol* = [lull® + [[o]|*.

Diikaz.
lu+v)? = (u+v,u+0v) =
= (w,u) + (u,0) + (v, ) + (v,0) = (ulv)
= (u,u) + (v,v) = Jul® + [|v]. O
Cvi€eni. Bud {v1,...,v,} ortogonalni mnozina. Ukazte, ze

lor =+ - vnl* = flo|* + - + [loa|*. =



