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6. prednéska, 24. 3. 2026

13. JORDANUV KANONICKY TVAR

Umluva. V této kapitole V je vektorovy prostor (obvykle koneénérozmérny) nad polem
Pa f:V —V jelinearni transformace.

13.1. Prvni rozklad linearni transformace

13.1.1. Anulujici polynom a minimalni polynom

Definice 13.1.1. Necht p € P[z], p # 0. Polynom p je anulujici polynom &tvercové
matice A (resp. linedrni transformace f), jestlize p(A) = 0 (resp. p(f) = 0).

Tvrzeni 13.1.1 (Cayleyho-Hamiltonova véta). Charakteristicky polynom matice je jeji
anulujici polynom.

Drikaz. Podle Tvrzeni 2.3.1 pro libovolnou ¢tvercovou matici B plati B-adj B = det B- E.
Tedy, i pro matici A — xF

(A—2FE)-adj(A —zFE) =det(A —zFE)-E=x4-E. (12)

Je-li matice A typu n X n, pak jeji charakteristicky polynom y 4 je polynom stupné n,
oznacme

XA =cpx" + -+ + ¢

Podle Definice 2.3.1 prvky v adjungované matici adj(A — xE) jsou polynomy neur¢ité z
stupné nejvyse n — 1. Takze, matici adj(A — zF) muzeme vyjadrit

adj(A — zFE) = Cho1z" V4 + Ciz + Cp,

kde C; jsou ¢tvercové matice typu n X n.
Po dosazeni do (12) méme

(A—zE) - (Cp_12™ 4+ Crz+Co) = (cpz" + -+ 12+ ) - E,
t].
—Ch1z2" + (ACH_1 — Cpp)z™  + -+ (AC] — Cp)z + ACy =
=c B2+ -+ Fx+ cF.
Porovnanim koeficientt u stejnych mocnin x obdrZime n + 1 rovnosti

—Cp-1=cpF,
—Cho+AC,—1 = cn1E,

—Co+ ACy = a1 E,
AC() = C()E.
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Jestlize pro kazdé i € {1,...,n + 1} i-tou rovnost vynasobime zleva (n + 1 — i)-tou
mocninou A"~ matice A, dostaneme
—A"Cn,l == CnAn,

_An_loan +A"Cp1 = CnflAn_la

—ACy + A%Cy = ¢1 4,
ACy = ¢oE.
KdyZ tyto rovnosti seéteme, dostaneme
0=cp A"+ cp 1 A" 1+ 4+ A+ ¢ F,
coz se mélo dokazat. g
Dusledek. Charakteristicky polynom linedrnd transformace je jeji anulujici polynom.

Priklad. Matice

-1 0 2
A=[-2 1 2
0 01

mé charakteristicky polynom y4 = 2% — 2?2 —z+1=(z+1)(z — 1), aleqg=22 — 1 =
(x + 1)(x — 1) je také anulujici polynom matice A (ovéite). O

Posledni priklad ukazuje, zZe charakteristicky polynom muzZe mit netrivialniho délitele,
ktery je rovnéz anulujicim polynomem. Ukazme, Ze mezi anulujicimi polynomy existuje
jeden, ktery déli vSechny ostatni.

Definice 13.1.2. Anulujici polynom je minimdlni polynom, je-li normovany a nejmen-
$tho stupné ze vSech anulujicich polynomii.

Tvrzeni 13.1.2. KaZdyj anulujici polynom je délitelny minimdlnim polynomem.

Ditkaz. Bud f anulujici polynom matice A, bud ¢ miniméalni polynom matice A. D&lme
se zbytkem: f = qg + r, kde bud r» = 0 nebo degr < degg. Do rovnosti dosadime A
a dostaneme

0= f(4) = q(A)g(A) + r(4) = r(4),

protoze f a g jsou anulujici polynomy. Kdyby r # 0, byl by to anulujici polynom nizstho
stupné nez minimalni polynom g, coz je spor, a proto r = 0 a g je délitelem f. O

Dusledek. Ke kazdé linedrni transformaci konecnérozmérného vektorového prostoru
resp. ke kazZdé ctvercové matici existuje minimdlni polynom a je jeding.

Cviceni. Dokazte jednozna¢nost miniméalniho polynomu. O
13.1.2. Invariantni podprostory

Je-li U C V podprostor, pak symbolem fU oznacujeme jeho obraz pfi zobrazeni f,
to jest, podprostor {f(u)| u € U}.

Definice 13.1.3. Podprostor U C V je invariantn? vzhledem k linearni transformaci

f, jestlize fU C U, tj. kdyz pro kazdé u € U je f(u) € U.

Je-li U invariantni podprostor, pak zobrazeni U — U, zadané piedpisem u — f(u),
nazyvame restrikce (Cesky ohraniceni nebo ziZent) linearniho zobrazeni f na invariantni
podprostor U. Znaci se fly: U — U a je ziejmé opét linearni (ovéite).
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Priklad. (1) Cely prostor V a nulovy podprostor jsou invariantni podprostory vzhle-
dem ke kazdé linearni transformaci.

(2) Je-li f: v+ cv, pak je kazdy podprostor invariantni.

(3) Je-li u vlastni vektor s vlastni hodnotou ¢, pak [u] je invariantni podprostor a f]f
je zobrazeni v — cv.

(4) Mégjme rotaci p: E3 — E3 kolem zvolené pevné osy L prochazejici pocatkem 0
o thel a € (0,27). Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, osa rotace L,
jeji ortogonalni doplnék L+ (rovina prochézejici pocatkem kolmo k L) a cely prostor E3.
Libovolny vektor u € L se zobrazi sam na sebe, proto ¢|r je identické zobrazeni idy .
Libovolny vektor v € Lt ziistane v roving L a |1 je otaeni roviny L+ o thel a.

(5) Mé&jme zrcadleni ¢ v prostoru E? vzhledem k roviné U prochazejici pocatkem 0.
Invariantni podprostory jsou nulovy podprostor {0}, rovina U a kazdy jeji podprostor
V C U, ortogonalni doplnék U+ (pfimka prochézejici poc¢atkem kolmo k U) a cely prostor
E3. Zobrazeni (|y je identické zobrazeni idy. Zobrazeni (|;;. je zrcadleni pitmky U+
vzhledem k pocéatku 0. U

Cviceni. (1) Jednorozmérny podprostor [u], v # 0, je invariantni pravé tehdy, kdyz u
je vlastni vektor. Dokazte.

(2) Prunik a soucet invariantnich podprostorii jsou invariantni podprostory. Dokazte.
(3) Ker f je invariantni podprostor. Dokazte. Co je f|ker ¢7

(4) Im f je invariantni podprostor. Dokazte.

(5) Bud v € V libovolny vektor. Dokazte, ze [v, f(v), f(f(v)), f(f(f(v))),...] je inva-

riantni podprostor.

(6) Necht linearni transformace f,g: V' — V komutuji, to jest, fog =gof. Bud U CV
invariantni podprostor vzhledem k transformaci f. Pak gU je téZ invariantni podprostor
vzhledem k transformaci f. n

13.1.3. Prvni rozklad linearni transformace

Tvrzeni 13.1.3. Bud q anulujici polynom linedrni transformace f: V. — V a nech?
existuje rozklad ¢ = q1-- - qn, kde qu, ..., qn jsou po dvou nesoudélné (D(q;,q;) = 1 pro
i#j). Proie{l,...,n} oznacme U; = Ker q;(f). Pak plati:

(1) kazdy podprostor U; je invariantni;

(2)V = Uy Uy

(8) pro kazdé i € {1,...,n} polynom q; je anulujicim polynomem transformace f|y,.
Diikaz. (1) Necht u € U, tj. ¢;(f)(u) = 0. Potom

ai(f)(f(w) = (@(f) o f)(u) = (f o @(f))(u) = f(a(f)(u)) = f(0) =0
(pouzili jsme to, ze f a ¢;(f) spolu komutuji podle Dusledku Tvrzeni 11.6.7). Tudiz,
f(u) e U;.
(2) Nejdrive piipad n = 2. Necht ¢ = qi1q2 a D(q1,q2) = 1. Pak existuji polynomy
p1, p2 takové, Ze 1 = q1p1 + qap2. Dosazenim f ziskdvame rovnost

id = qi(f) o pr(f) + q2(f) o p2(f),
takZe pro libovolny vektor v € V' plati

v =q () 1)) + @) p2(f) (). (13)

Ukazme, ze prvni s¢itanec q1(f)(p1(f)(v)) z (13) lezi v Us. Oznacime-li w = p1(f)(v),
staci ovefit, ze ¢1(f)(w) € Kerga(f):

@)@ (f)(w)) = (g2(f) o 1 (f))(w) = (g2q1)(f)(w) = ¢(f)(w) = 0,



152 Jordantv kanonicky tvar

protoze ¢ je anulujici polynom pro f. Podobné se ukaze, ze druhy ze s¢itanci lezi v U;.
Tudiz, v € Uy + Us. ProtoZe v byl libovolny vektor z V, mame V = U; + Us.

Ukazme jesté, ze Uy NUy = 0. Necht tedy v € U1 NUs, tj. q1(f)(v) = 0 a g2(f)(v) = 0.
Rovnost (13) plati i po zaméné p < ¢ (protoze p;(f) a q;(f) spolu komutuji podle
Disledku Tvrzeni 11.6.7), nacez

v =p1(f)(@(f)(©) +p2(f)(q2(f)(v)) = p1(f)(0) + p2(f)(0) = 0,

protoze p1(f), p2(f) jsou linearni zobrazeni. Dokazali jsme tedy, ze V = U;+Us.
Obecny pfipad n > 2 se dokaze indukei (cviceni).
(3) Polynom ¢; je anulujicim polynomem transformace f|y,, protoze Ker¢;(f) = U,
nacez

Kerqi(f]Ui) = Ker(qi(f)]Ui) =U; N Kerqi(f) =U;, a tedy qz(f]UZ) =0. O
Tvrzeni 13.1.4. Necht existuje primsj rozklad V = Uy+Us, kde Uy, Uy jsou invariantni
podprostory vzhledem k linedrni transformaci f. Zvolme néjakou bazi (e1, . . ., € ) podpro-
storu Uy a néjakou bdzi (em+1, - - -, €n) podprostoru Uy. Pak (e, ..., ey) je bize prostoru
V' a transformace f v ni md matici tvaru

Al oo AL o0 o0
. AT L. AT O+1 01
m
0 ... 0 ArTy ... Apt
0 0 Af Ay
Oznacime-li
A0 AL A%ﬁ s AL
A= L A= ]
AT ... AT ma1 e Ap

pak A; je matice linedrni transformace f|y,.

Diikaz. Ovéite, ze (e1,...,ep) je baze prostoru V.

Prvnich m sloupkt matice A je tvofeno soufadnicemi vektora f(e1),..., f(emn) v bazi
(e1,...,en). Vektory f(e1),..., f(em) oviem lezi v Uy s bazi (eq, ..., en), takze koefici-
enty u vektord e, 41, ..., e, v piislusné linedrni kombinaci budou nulové.

Ovéite, ze A; je matice linearni transformace f|y, vzhledem k bazi (eq, ..., en).

Zbytek analogicky. O

O shora uvedené matici A fikdme, ze je v blokové diagondlnim tvaru s bloky Aq, A
na diagonale. Stru¢né zapisujeme

(A 0
A_<0 A2>'

Rikame téz, ze A je piimy soucet submatic Ay a As.

Podobné se v piipadé pifmého souétu V = Ui+ ...+U, invariantnich podprostort

Uy, ..., U, matice zobrazeni f rozpada na p¥imy soucet submatic Ay,..., A, odpovida-
jicich linearnim zobrazenim fly,, ..., flu,:
Ay 0 ... 0
0 Ay ... 0
A= . ) .

0O 0 ... A,
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O matici A rovnéZ pravime, Ze je blokové diagondlni.

V idedlnim piipadé lze prostor V rozlozit na pfimy soucet jednorozmérnych inva-
riantnich podprostori, generovanych vlastnimi vektory, coz je nam jiz znamy piipad
diagonalizovatelné matice.

Priklad. Necht

1 -1 1
A= 0o 2 -1
-1 0 2

Charakteristicky polynom je 2% — 522 + 9z — 5 = (z — 1)(2? — 4z + 5) (ovéite). Vidime,
Z7e polynom y 4 je sou¢inem nesoudélnych polynomii ¢ =z — 1 a go = 2% — 42 + 5.

Matice A pfedstavuje linearni zobrazeni a: R? — R3, u — Au. Pocitejme U; =
Ker g1 (a) = Ker(a —id). Jadro Ker(a —id) vypo¢teme feSenim rovnice (o —id)(u) =0
coz je homogenni soustava s matici

1 -1 1 100 0 -1 1
pA)=A-E=[ 0 2 -1|-(o10|l=| 0 1 -1
-1 0 2 00 1 -1 0 1

a fundamentalnim feSenim e; = (1,1, 1) (ovéfte). Dostavame jednorozmérny invariantni
podprostor

U =Kerqi (o) = [(1,1,1)].
Podobné Us = Ker ga(a) = Ker(a? — 4a + 5id). Toto jadro vypocteme feSenim rovnice
(@ — 4o+ 5id)(u) = 0,

coz je homogenni soustava s matici

1
@A) =A% —4A+5E = (1
1

o O O

1
1
1
a fundamentalnim FeSenim ez = (0,0, 1), (1,—1,0) (ovéite). Dostavame dvojroz-
mérny invariantni podprostor

Us = Ker g2(a) = [(0,0,1), (1,—1,0)].

Ziskali jsme (a) pfimy rozklad R® = U;+Us na invariantni podprostory U; a Us;
(b) ,novou* bazi (e1, eq, e3). Matici prechodu od ,staré* kanonické béaze k ,nové“ bazi
ozna¢me Q. Inverzni matice Q™! je matice pfechodu od ,nové* baze ke kanonické bazi.
Tedy

1/2  1/2 0 10 1
Q=1-1/2 -1/2 1| a Q'=[1 0 -1
1/2 —1/2 0 11 0
Matice zobrazeni « vzhledem k ,nové* bazi je tedy blokové diagonalni matice
10 0
QAQ'=10 2 —-1]|. O
01 2

Piiklad. Necht a: R? — R3 je linearni zobrazeni, jehoz matice vzhledem ke kanonické
(,,staré®) bazi ((1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)) je
1 -1 2
A=(3 -3 6
2 -2 4
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Charakteristicky polynom matice A je x4 = —2?(z — 2) a miZeme jej zapsat jako
soucin nesoudélnych polynomi ¢; = —22 a ¢u = £ —2. Vlastni &isla jsou \; = 0 a Ag = 2.
Tedy
-2 2 -4 -1 -1 2
@(A)=-A*=[-6 6 —12| a @A) =A-2E=( 3 -5 6
-4 4 -8 2 -2 2

Potom U; = Kerqi(A) = Ker(—A?) je mnozina viech fefeni homogenni soustavy
linearnich rovnic s matici — A% a Uy = Ker g2(A) = Ker(A —2F) je mnoZina viech Fegent
homogenni soustavy linearnich rovnic s matici A — 2E. Tedy U; = [(—2,0,1),(1,1,0)]
a Uy = [(1,3,2)].

Takze prostor R? je pifmym souétem invariantnich podprostori Ui, Us; a vektory
(-2,0,1),(1,1,0),(1,3,2) tvoii ,novou” bazi prostoru R?. Matice piechodu od ,staré*
baze k ,,nové" bazi je

-1 1 -1 -2 11
Q=1-3/2 5/2 -3|, Q@'=| 013
1/2 -1/2 1 1 0 2
a matice zobrazeni o vzhledem k ,,nové* bézi je
0 00
A=Q-A-Qt=[00 0]. O
0 0 2



