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4. prednaska, 10. 3. 2026

11.4. Matice linearniho zobrazeni

V prikladu (7) v 11.1 pro kazdou matici A typu m x n nad polem P je fq: P* — P™,
x — Az, linearni zobrazeni.

Na druhou stranu, pro kazdé linearni zobrazeni f: P™ — P™ existuje jedin& matice
A takova, ze f = fa. Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; i-ty vektor kanonické baze
P" tedy e¢; = (0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na i-tém misté. Potom pro libovolné z =
(x!,...,2") € P" plati

f(z) = f(zler + -+ 2",) = 2 fler) + - -+ 2" f(en).
Cili pro matici A, jejiz sloupky jsou f(e1), ..., f(en), plati f(z) = Az a f = fa.

Obdobné lze libovolnému linedrnimu zobrazeni mezi kone¢nérozmérnymi vektorovymi
prostory prifadit matici, kterd toto zobrazeni popisuje, a to sice matici reprezentujici pii-
slusné linearni zobrazeni mezi prostory soutfadnic vektorti vzhledem ke zvolenym bézim
vektorovych prostort.

Definice 11.4.1. Budte U,V vektorové prostory, u = (uy,...,u,) baze U, v =
(v1,...,0y) baze Va f: U — V linearni zobrazeni. Matice A typu m x n, jejiz i-ty
sloupek je tvofen soufadnicemi vektoru f(u;) vzhledem k bazi v, je matice linedrniho
zobrazeni f vzhledem k bazim u a v.

Jestlize f je linearni transformace, tedy U = V, a u = v, potom A je matice linedrni
transformace f vzhledem k béazi v.

Presndji, Ag je j-ta souradnice obrazu f(u;) vzhledem k bazi v. Plati tedy
flug) =" Alv;.
J

Tvrzeni 11.4.1. Budte U,V konecnérozmérné vektorové prostory, u bdze U, v bdze V,
f: U — V linedrni zobrazeni, w € U, A matice f, x soutadnice u, y soutadnice f(u)
vzhledem ke zvolengm bdzim. Potom

y = Ax.
Je-li B matice takovd, Ze y = Bx, potom B = A.

Ditkaz. Necht u = (u1,...,up), 0 = (v1,...,0m), * = (z°,...,2") ay = (y,...,y™).
Jelikoz u = ), x'u;, tak

flw)=f (ZZ xzuz) = Zif(xiui) = Zz a' f(u;) = ZZ 7 Zj Ay =
=37 3 @Al = (3 @A) o (X, AT v

Cili j-ta soufadnice vektoru f(u) vzhledem k bézi v je y/ = 3, 2% Al = 37, Ala?, coz je
pravé hodnota ziskana na j-tém Fadku soucinu matic A - z, a tedy y = Ax.

Bud B matice takova, Zze y = Bx. Potom B méa n sloupkt, aby sou¢in Bz mohl
existovat, a m Tadku, aby se sou¢in Bx mohl rovnat y. Cili B je typu m X n stejné
jako A. Proi € {1,2,...,n} oznaéme z; = (z},...,27) soufadnice vektoru u; vzhledem
k bazi u a y; = (y},...,y") soutadnice vektoru f(u;) vzhledem k bézi v. Potom z; =
(0,...,0,1,0,...,0), kde 1 je na i-tém misté, a y; = Bx; = B;. Podle definice matice

linedrniho zobrazeni zaroven y; = A7, takze B = A. O
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Piiklad. M&me a: Ryf[z] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomi
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomu stupné nejvyse 1, které polynomu ptifazuje jeho
derivaci. Ovéite, Ze se jedna o linearn{ zobrazeni.

V Ro[z] uvazujme bazi (1, z, x%) a v Ry [z] bazi (1, x). Ovéite, Ze jsou to baze. Najdeme
obrazy vektort baze (1, x,z?) pii zobrazeni a a jejich soufadnice v bazi (1,x).

a(l) =0, soutradnice vektoru 0 v bazi (1,z) jsou (0,0);
alz) =1, soutradnice vektoru 1 v bazi (1,z) jsou (1,0);
ofx?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v béazi (1, ) jsou (0,2).

Matice zobrazeni a vzhledem k bazim (1,z,2%) a (1, ) tedy je

010
A‘(o 0 2)'

Napiiklad, a(322 +22+7) = 62 +2. Vektor 322422 +7 ma v béazi (1, z, 22) soufadnice
x = (7,2,3) a vektor 6x + 2 ma v bazi (1, z) soufadnice y = (2,6). Ovéite. A plati

7
010 2
A-x—(o 0 2)- 2 —(6)—y. O
3
Piiklad. Matice identického zobrazeni id: U — U, id(u) = u, vzhledem k bazim ¢ a ¢
(v tomto pofadi) je matice pfechodu od baze e k bazi ¢'. O

Tvrzeni 11.4.2. Budte U, V, W vektorové prostory, u baze U, v bdze V, to bdze W. Budte
a: U =V, 3:V = W linedrni zobrazeni. Bud A matice zobrazeni o vzhledem k bdzim u
a v, bud B matice zobrazeni B vzhledem k bdzim v a vo. Potom BA je matice zobrazeni
B o« vzhledem k bdzim u a 1.

Diikaz. Necht u = (Ut, ..y um), © = (v1,...,0p) a0 = (wq,...,wy). Jelikoz a(u;) =
>0 Ajvj a Buj) =2 B;?wk, tak
(80 0)(uw) = Blauw)) = B (3 Alvj) =" Alpw) =" ALY Bfuy =
_ | Rk _ | Rk _
- .
= (32, 4lB} Jwn -4 (32, A1BY ) w

Cili v k-tém Fadku i-tého sloupku matice zobrazeni 8o o je 3. y Ag Bj’? =2, BJI?A{ , COZ
je totéz, co dostaneme na stejném misté v soucinu B - A. O

Tvrzeni 11.4.3. Bud « izomorfismus a A jeho matice vzhledem k né&jakgm bdzim. Pak

A je invertibilni a A~ je matice inverzniho izomorfismu o~

Diikaz. Bud o: U — V a bud B matice linearniho zobrazeni a~': V — U vzhledem
k piislusnym béazim. Matice linearniho zobrazeni a~!oa = idy; vzhledem k bazi prostoru
U je jednotkova matice F a podle predchoziho tvrzeni je to matice BA. Cili, BA = E,
A je tedy invertibilni a A~! = B. O

Dusledek. Kazdd matice prechodu od bdaze k bdzi je invertibilni.

Diikaz. Podle uvedenych definic matice pfechodu je totéZz co matice identity, coz je izo-
morfismus. O

Tvrzeni 11.4.4. Bud U vektorovy prostor s bazemi u a v, bud Q matice prechodu od
bize u k bdzi w'. Bud V wvektorovy prostor s bdzemi v a v', bud R matice prechodu od
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bdze v k bdzi v'. Bud o: U — V' linedrni zobrazeni, bud A matice zobrazeni o vzhledem
k bizimu a v a bud A’ matice zobrazent v vzhledem k bdzim ' a v'. Pak

A= RAQ L

o ) ! / ! / /
Diikaz. Necht u = (ug,...,up), o = (uf,...,u)), 0 = (vi,...,0p) a v = (V],...,0],).
Situaci mizeme znazornit diagramem

U @ A%
(ulu 7u’n) A (Ula 7/Um)
idUlQ 1dVlR
U o V
—_—
(g, osup) oA | (v, o)

V rozich stoji vektorové prostory s vyznacenymi bézemi, Sipky oznacuji linearni zobrazeni
a jsou u nich uvedeny také matice téchto zobrazeni. Plati o o idy = idy o « a také
a=idyoao id{,l. Podle Tvrzeni 11.4.2 o matici slozeného zobrazeni potom

A'Q=RA atakée A =RAQL. O

Piiklad. M&me a: Ry[z] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomi
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomu stupné nejvyse 1, které polynomu prifazuje jeho
derivaci.

(1) Nejprve uvazujme (staré) baze (1,z,22) v Ra[x] a (1,2) v Ry [x]. Ovéite, Ze jsou to
baze. Najdeme obrazy vektori baze (1,z,2?) pii zobrazeni « a jejich soufadnice v bazi
(1, ).

a(l) =0, soufadnice vektoru 0 v bazi (1, z) jsou (0,0);
a(z) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (1, z) jsou (1,0);
oz?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v bazi (1,z) jsou (0, 2).

Matice zobrazeni a vzhledem k bazim (1,z,2%) a (1, ) tedy je

010
A1_<0 0 2)‘

(2) Nyni uvazujme (nové) baze (2, z+1,2) v Ro[z] a (z+1,1) v Ry [2]. Ovéite, Ze jsou
to baze. Najdeme obrazy vektorti baze (22, x + 1,z) pii zobrazeni « a jejich soufadnice
v béazi (x +1,1).

afx?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v bazi (z + 1,1) jsou (2, —2);
alz+1) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (z + 1,1) jsou (0, 1);
alz) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (z + 1,1) jsou (0, 1).

Matice zobrazeni a vzhledem k bazim (2%, z + 1,2) a (x + 1,1) tedy je

2 0 0
Az:(—2 1 1)'

Napiiklad, a(32%+22+7) = 62+2. Vektor 3x2+2x+7 ma staré soutadnice a = (7,2, 3)
a nové soufadnice a’ = (3,7, —5). Vektor 6z 4+ 2 méa staré souradnice b = (2,6) a nové
soufadnice b’ = (6, —4). Ovéfte. A plati

7
010 2
w5 0)(2) () -
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3
, (200 (6N,
ad = (30 ) 7)) - ()=

Matice prechodu od staré baze (1, x,x2) k nové bazi (z2,z + 1,2) v Ry[x] je

00 1
Q;=| 100
110

Matice prechodu od staré baze (1,z) k nové bazi (x 4+ 1,1) v Ry[z] je

0 1
Q2:<1 —1)'

A plati

010
(0 1) (0 1 0\ B
Qz'Al'QB_(1 1) oo 2) (V1=

1 00

010
00 2> (200)
= 01 1= = As. 0

(01—2 100 -2 1 1

Poznamka. Pokud ve Tvrzeni 11.44U =V,u=vau =v/, tedy Q = R a a je linearni
transformace V — V, potom

A =QAQ L

Definice 11.4.2. Matice A je podobnd matici B, jestlize existuje invertibilni matice
Q takova, ze B = Q71 AQ. Zapisujeme A ~ B.
Zobrazeni A — Q7 1AQ je podobnostni transformace.

Cviceni. Dokazte, Ze relace ~ je relace ekvivalence na mnoziné vSech ¢tvercovych matic
stejného typu nad stejnym polem. O

Priklad. Matice jedné linearni transformace vzhledem k raznym bazim jsou podobné. [

11.5. Determinant

Je-li A = (A;) ¢tvercova matice typu n X n nad polem P, potom |det A| je objem
n-rozmérného rovnobé&znosténu v P™ urc¢eného vektory (vrcholy)

0 Al Al AL
0 A2 A2 A2
0 Ar AD An

Necht fa: P" — P", fa(z) = Ax (viz Pfiklad (7) v podkapitole 11.1). Bud (ey,...,€x)
kanonickd baze v P" Potom pro kazdé i € {1,2,...,n} fa(e;) = Ae; = A7, cili ob-
raz i-tého vektoru kanonické baze je i-ty sloupek matice A, A je tedy matice linearni
transformace f4 vzhledem ke kanonické bazi, a obraz jednotkové krychle dané vrcholy
0,e1,...,en, jejiz objem je roven 1, je rovnobéznostén dany vrcholy 0, A7,..., Ay o ob-
jemu | det A|.

Volbou jiné baze dostaneme matici podobnou matici A se stejnym determinantem.



138 Linearni zobrazeni

Tvrzeni 11.5.1. Podobné matice maji stejné determinanty.
Diikaz. Necht A, B jsou podobné matice, tedy B = Q~'AQ. Potom
det B = det(Q'AQ) = det Q' - det A-det Q =

1
- . A = A. O
100 det A - det QQ = det

11.6. Algebraicka struktura na mnoziné linearnich zobrazeni

Definice 11.6.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P a f,g: U — V zobra-
zeni.

(1) Zobrazeni f + g: U — V, zadané predpisem
(f +9)(w) = f(u) +g(u)

pro libovolny vektor u € U, je soucet zobrazeni f a g.
(2) Bud ¢ € P. Zobrazeni c¢f: U — V, zadané predpisem

(cf)(u) = c- f(u)

pro libovolny vektor u € U, je c-ndsobek zobrazeni f.

Tvrzeni 11.6.1. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, f,g: U — V linedrni
zobrazeni a ¢ € P. Pak zobrazeni f + g, cf jsou linedrni.

Driikaz. Cviceni. O

Budte U,V vektorové prostory nad polem P. MnoZinu v8ech linearnich zobrazeni z U
do V' ozna¢me Homp(U, V). Tedy

Homp(U,V) ={f: U — V| f je linearni zobrazeni nad polem P}.

Tvrzeni 11.6.2. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Pak mnozina Homp (U, V)
s operacemi sCitdni zobrazeni a mdsobeni zobrazeni skaldrem je vektorovy prostor nad
polem P.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 11.6.3. Budte U,V wektorové prostory nad polem P, ¢ € P, f,g: U — V
linedrni zobrazeni a A, B jejich matice vzhledem ke zvolenym bdzim. Pak

(1) A+ B je matice linedrniho zobrazeni f + g vzhledem ke stejnym bdzim,
(2) cA je matice linedrniho zobrazeni cf vzhledem ke stejnym bdzim.

Diikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 11.6.4. Budte U,V konecénérozmérné vektorové prostory nad polem P, dim U =
n a dimV = m. Pak vektorovy prostor Homp (U, V') je izomorfni s prostorem P™*™ vsech
matic typu m X n nad polem P.

Dikaz. Tvrzeni dokdzeme tak, Ze najdeme pfislusny izomorfismus. Budte u béaze U,
v baze V a ¢: Homp(U,V) — P™*™ zobrazeni, které kazdému linearnimu zobrazeni
f: U — V prifadi jeho matici vzhledem k bazim u a v.

Potom ¢ je bijekce, protoze kazda matice typu mxn je matici pravé jednoho linearntho
zobrazeni U — V vzhledem k uvedenym bazim (ovéfte podrobné). Navic, podle pied-
choziho tvrzeni ¢ je linearni, protoze matice zobrazeni f + g je soucet matic jednotlivych
zobrazeni f a g a matice zobrazeni cf je c-nédsobek matice zobrazeni f. O
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Na mnoziné Homp(V, V') miZeme navic uvazovat binarni operaci o skladéani linearnich
transformaci s neutralnim prvkem idy (mnoZina s asociativni binarni operaci s neutral-
nim prvkem je monoid).

Tvrzeni 11.6.5. Bud V wvektorovy prostor nad polem P. Pak pro libovolnd f,g,h €
Homp(V,V) a c € P plati

folg+h)=fog+foh,
(f+g)oh=foh+goh,
foleg)=(cflog=c(fog).
Drikaz. Cviceni. ]

Algebraicka struktura, kterd je soucasné monoid i vektorovy prostor nad polem P
a plati pro ni identity uvedené v predchozim tvrzeni, je asociativni P-algebra. Tudiz,
Homp(V, V) je asociativni P-algebra.

Jiny priklad asociativni P-algebry je mmnozina P™*"(= gl(n, P)) vSech ¢tvercovych
matic typu n X n nad polem P vzhledem k bindrnim operacim nasobeni a s¢itani matic
a k operaci nasobeni skalarem (ovéite).

Podle predchozich tvrzeni v koneénérozmérném piipadé P-algebra Homp(V,V) je
izomorfni P-algebie gl(n, P).

Pro libovolné celé nezaporné &islo k zavedme linearni transformaci f¥: V — V pied-
pisem

fk(v)zf(f("‘f(v)'--)) pro libovolné v € V, tj,fk:fo...of,
k k

Tedy, f* =idy, f' = f, f=fofaf"*=fof"

Definice 11.6.2. Bud p = a;,2™ + -+ + a1z + ap € P[z] polynom. Bud f: V — V
linearni transformace vektorového prostoru V nad polem P a A ¢tvercova matice nad
polem P. Polozme

p(f) =amf"™ + -+ a1 f +aoidy,
p(A) =an A"+ -+ a1 A+ apE,

kde E je jednotkova matice stejného rozméru jako matice A.
Lineéarni transformace p(f), resp. matice p(A) vznikla dosazenim linedrni transformace
f, resp. matice A do polynomu p.

Hodnota transformace p(f) ve vektoru v € V' se zapisuje p(f)(v).

Priklad. Necht p = 22 — 22 + 2. Pak pro libovolnou linearni transformaci f: V — V
méame p(f) = f2 — 2f + 2id a pro libovolny vektor v € V mame p(f)(v) = f(f(v)) —
2f(v) + 2v. O

Tvrzeni 11.6.6. Bud p polynom a bud A matice linedrni transformace [ vzhledem k né-
jaké bazi. Pak p(A) je matice linedrni transformace p(f) vzhledem k téZe bazi.

Diikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 11.6.7. Budte p,q polynomy. Pro libovolnou linedarni transformaci f a libovol-
nou ¢tvercovou matici A plati

(p+a)(f) = p(f) +a(f), (pq)(f) = p(f) o q(f),
(r+9)(A) =p(A) +q(A), (rq)(A) = p(A)q(A).

Diikaz. Cviceni. O
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Dausledek. Budte p, q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f a pro libovolnou
Gtvercovou matici A plati

p(f) o q(f) = q(f) o p(f), p(A)q(A) = q(A)p(A)
(Fikame, Ze p(f) a q(f) komutuji a p(A) a q(A) komutuji).



