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3. prednéaska, 3. 3. 2026
Lineédrni zobrazeni je jednozna¢né uréeno obrazy vektoru libovolné baze:

Tvrzeni 11.1.1. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, (ui,...,u,) bize U. Pak
pro kaZdou n-tici vy,...,v, € V existuje prdvé jedno linedrni zobrazeni f: U — V
takové, Ze f(u1) = vi, ..., f(up) = vp.

Dikaz. Budte vy, ...,v, € V. Prou € U existuji ', ..., 2" € P tak, ze u = z'ug +-- -+
2"uy,. Polozme f(u) = z'vy + --- + 2™v,. Cvieni: ovéite, Ze f(u;) = v;, f je linearni
a je-li f’ zobrazeni s témito vlastnostmi, potom f/ = f. O

Tvrzeni 11.1.2. Budte f: U -V a g: V — W linedrni zobrazeni. Pak go f: U — W
je linedrni zobrazend.

Diikaz. Budte U, V, W vektorové prostory nad polem P. Pro libovolné uy,us € U méame

(go flur +u2) =g(f(ur +u2)) =
9(f(w1) + f(uz)) =
=g(f(w)) +9(f(u2)) =

=( o f)(u1) + (g o f)(uz2).

Pro libovolné v € U a p € P mame

(g0 f)pu) = g(f(pu)) =
=g(pf(u)) =
= pg(f(u))
=p(go f)(u). O

11.2. JAdro a obraz

Definice 11.2.1. Bud f: U — V linearni zobrazeni. MnoZina
Ker f ={u e U| f(u) =0}
je jddro zobrazeni f a mnoZina

Im f = f(U) = {f(u)| uwe U}

je obraz zobrazeni f.

Tvrzeni 11.2.1. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Pak

(1) Ker f je podprostor U,
(2) Tm f je podprostor V.

Diikaz. (1) (i) f(0) = 0, takze 0 € Ker f. (ii) Pro uy,us € Ker f plati f(u; + ug) =
flur) + f(ug) = 040 = 0, takze u; + ug € Ker f. (iii) Pro u € Ker f a p € P plati
flpu) =pf(u) =p-0=0, takze pu € Ker f.

(2) (i) f(0) = 0, takze 0 € Im f. (ii) Pro vi,ve € Im f existuji ui,ug € U takové,
ze f(u1) = v1 a f(u2) = vo. Potom f(ur + u2) = f(ur) + f(uz) = v1 + vo, takze
v1 + vy € Im f. (iii) Budte v € Im f a p € P. Potom existuje u € U takové, Ze f(u) = v,
a f(pu) = pf(u) = pv, takze pv € Im f. O

Priklad. (1) Pro linearni zobrazeni re z piikladu (9) plati:
Imre = R, Kerre = Ri = {ri| r € R}.
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(2) Pii rovnob&zném promitani p: E3 — E? je podprostor Kerp totozny se smérem
promitani, kdezto Imp = E2.
(3) Pii otaceni ¢ : E? — E? o thel a # 2k7 je Im ¢, = E?, zatimco Ker ¢, je nulovy
podprostor. O
Tvrzeni 11.2.2. Linedrni zobrazeni f je injektivni prdvé tehdy, kdyz Ker f = {0}.
Diikaz. Bud f injektivni. Ziejmeé 0 € Ker f. Je-li u € Ker f, pak f(u) = f(0) = 0, a diky
injektivité v = 0. Cili Ker f = {0}.

Necht Ker f = {0}. Je-li f(u1) = f(uz2), pak f(u1 —u2) = f(u1) — f(u2) = 0, takze

u1 —ug € Ker f, ¢ili ug —ug =0 a up = us. O

Cvi€eni. Bud f: U — V linearni zobrazeni. Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyz
pro kazdou linearné nezavislou mnozinu {u1,...,u,} C U je {f(u1),..., f(up)} linearné
nezavisla mnozina.

Tvrzeni 11.2.3. Bud f: U — V linedrni zobrazent, kde U je konecnérozmérny prostor.
Potom f je injektivni pravé tehdy, kdyz existuje bdze (uy,...,u,) prostoru U takovd, Ze
{f(u1),..., f(up)} linedrné nezdvisla mnozina.

Dikaz. ,,=“ Necht f je injektivni. JelikoZ U je koneCnérozmérny, podle Tvrzeni 9.3.1
mé bazi, ozna¢me ji (uq,...,uy). Jestlize

ot f(up) + -+ 2" f(un) = 0,
potom diky linearité f

f(:clul + -+ 2 u,) =0, tj. zlug + -+ 2"u, € Ker f.
Podle Tvrzeni 11.2.2 Ker f = {0}, takze

ztug 4+ 4 2", = 0.

7 linearni nezavislosti mnoziny {uy,...,u,} plyne ! = --. = 2" = 0. Tedy, mnozina
{f(u1),..., f(up)} je linedrné nezavisla.
»<=" Necht Uma bazi (u1, ..., uy,) takovou, ze { f(u1), ..., f(un)} je linedrné nezavisla
mnozina. Budte
w=azlug + -+ 2 uy, v=ylur + -+ y"un,
takové, ze
n n n n
o alfu) = f (Z xu> = f(u) = f(v) = f <Z yu> =y f(ui).
P i—1 i=1 i=1

Potom
(@' =y f(ur) + -+ (2" — y") fun) = 0

a z linearni nezavislosti mnoziny { f(u1),..., f(u,)} plyne
el—yl=...=2"—y" =0 ¢ili =yl =" a u="v.
Takze f je injektivni. O

Tvrzeni 11.2.4. Bud f: U — V linedrni zobrazent, kde U je konecnérozmérny prostor.
Potom f je surjektivni prdavé tehdy, kdyz existuje bdze (uq, ..., uy) prostoru U takovd, Ze

{f(u1),..., f(un)} generuje V.

Dikaz. ,,=* Necht f je surjektivni. JelikoZ U je koneénérozmérny, podle Tvrzeni 9.3.1
mé bazi, ozna¢me ji (uq,...,u,). Bud v € V. Jelikoz f je surjektivni, existuje

w=zu +-+2"u, €U
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takové, Ze
v=f(u) = flzluy + - 4 2"y,) = 2 flu) + -+ 2" f (un).

Tedy, {f(ur), .., f(un)} generuie V.
»<=* Necht U ma bazi (uy,...,u,) takovou, ze {f(u1),..., f(u,)} generuje V. Bud
bud v € V. Potom

v=a'flug) 4+ 2" f(un) = flatug + -+ 2"up).

Tedy, f je surjektivni. O
Cvic€eni. Bud f: U — V linearni zobrazeni, kde U je konetnérozmérny prostor. Potom
f je surjektivni pravé tehdy, kdyZ pro kazdou mnozinu generatort {us, ..., u,} prostoru
U mnozina {f(u1),..., f(uy)} generuje prostor V. O

Jsou-li oba prostory U, V konetnérozmérné, pak ¢islo dim Ker f se nazyva defekt a ¢islo
dim Im f hodnost linearniho zobrazeni. Plati o nich nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni 11.2.5. Budte U,V konecnérozmeérné vektorové prostory a f: U — V linedrni
zobrazeni. Pak

dimKer f + dimIm f = dim U.

Diikaz. Bud (uq, ..., un) baze podprostoru Ker f a dopliime ji vektory w1, ..., u, do
baze (U1, ..., Um, Umt1, - - -, Uy) prostoru U.

Potom mmnozina {f(u1),..., f(um), f(um+1),---, f(un)} generuje f(U) = Im f (viz
Tvrzeni 11.2.4). Jelikoz f(u1) = -+ = f(um) = 0, tak i mnozina {f(um+1),--., f(un)}
generuje Im f.

Jestlize

merlf(um-&-l) + 42" fun) =0,
diky linearité f tedy

f(:cmﬂumﬂ + - 4 2"uy) =0, tj. 2" + - 4 2", € Ker f,

potom pro vhodné koeficienty z!, ..., z™
2" g 4+ Uy = 2ty 4+ 2y,
tedy
srug 44 2 U — 2™ M — - — 2™y, = 0.
Z linearni nezavislosti mnoziny {u1, ..., Um, Um+1,- -, Un} Vyplyva, Ze viechny koefici-
enty zt ... 2™ 2™t .. 2™ jsou nulové, takze mnozina {f(umi1),-- ., f(un)} je line-

arné nezavisla.
Tedy, (f(tm+1),---,f(un)) je baze podprostoru Im f, takze dimIm f = n —m =
dim U — dim Ker f. O

11.3. Izomorfismy

Stejné jako u jinych algebraickych struktur, bijektivni homomorfismy se nazyvaji izo-
morfismy.

Definice 11.3.1. Izomorfismus vektorovych prostort je bijektivni linearni zobrazeni.
Vektorové prostory U, V jsou izomorfni, existuje-li mezi nimi izomorfismus. Zapisujeme
Uu=Vv.

Priklad. (1) Homotetie f.: a — ca z prikladu (3) je izomorfismus pravé tehdy, kdyz
c#0.
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(2) Homomorfismus z — % z piikladu (8) je izomorfismus C = C.

(3) Homomorfismus re z piikladu (9) neni izomorfismus (neni injektivni).

(4) Otaceni je izomorfismus.

(5) Rovnob&zné promitani E3 — E? neni izomorfismus. O

Tvrzeni 11.3.1. Bud f: U — V linedrni zobrazent, kde U je koneénérozmérny prostor.
Potom f je izomorfismus prave tehdy, kdyZ existuje baze (u, ..., u,) prostoru U takovd,
zZe (f(ur),..., f(uy)) je baze prostoru V.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z Tvrzeni 11.2.3 a 11.2.4. U
Cvi€eni. Bud f: U — V linearni zobrazeni, kde U je kone¢nérozmérny prostor. Po-
tom f je izomorfismus pravé tehdy, kdyz pro kazdou bézi (uq,...,u,) prostoru U je
(f(u1),..., f(uyn)) baze prostoru V. O

Tvrzeni 11.3.2. Bud f: U — V izomorfismus. Pak f~1: V — U je také izomorfismus.

Diikaz. Zobrazeni f je bijektivni, takZe k nému existuje inverzni zobrazeni f~!, a to
je také bijektivni. Zbyva dokazat, Ze je linearni. Budte vi,v2 € V. Diky bijektivnosti
zobrazeni f existuji ui,us € U takové, ze f(u1) = vy a f(u2) = ve. Potom

S or+v2) = N F(ua) + flug)) =
= 7N (f (w4 ug)) =

=Uur +uz =
= fHw) + [ (va).
Dikaz homogenity nechame jako cviceni. O

Cvigeni. DokaZte, ze relace ,,byt izomorfni“ je relace ekvivalence (reflexivni, symetricka,
tranzitivni). O

Izomorfni prostory se z hlediska linearni algebry lisi jen v oznacCeni prvki a operaci,
neni mezi nimi zadny rozdil odhalitelny prostiedky linearni algebry.

V konec¢nérozmérném piipadé je situace obzvlast pfijemnéa: kazdy prostor je izomorfni
s nékterym prostorem P".

Tvrzeni 11.3.3. Kazdy konecnérozmérny vektorovy prostor U nad polem P je izomorfni
s prostorem PImU.

Diikaz. Zobrazeni U — PYmU které vektortim pfifazuje jejich soufadnice vzhledem
k pevné zvolené bazi, je izomorfismus (ovéfte podrobné). O

Poéitani se soufadnicemi vektori z U je tedy poéitani v izomorfnim prostoru P4mU,
Na druhé strané, tento izomorfismus zavisi na volbé béaze, a to je divod, pro¢ neni vhodné
prostory U a P4V ztotoziovat.

Tvrzeni 11.3.4. Konecnérozmérné vektorové prostory nad stejnym polem jsou izomorfni
praveé tehdy, kdyzZ maji stejnou dimenzi.

Diikaz. Bud f: U — V izomorfismus (tedy, mimo jiné, injekce a surjekce). Potom
dimKer f = 0 (viz Tvrzeni 11.2.2) a dimIm f = dimV, a proto diky Tvrzeni 11.2.5
dimU = dimKer f + dimIm f = dim V.

Jestlize dimU = dim V, pak U = pdmU — pdimV o~ y/ a
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11.3.1. P#imé souéty vektorovych (pod)prostori

UZ zname piimy soucet prostori a piimy soucet podprostoru. Jsou-li Uy,...,U,
podprostory vektorového prostoru U, pak mohou existovat dva rizné piimé soucty,
Ui+...4U, a Uy @ --- @ U,,. Prvni z nich je podprostor prostoru U, kdezto druhy
neni. Nicméné, podle néasledujiciho tvrzeni tyto pfimé soucty jsou izomorfni.

Tvrzeni 11.3.5. Budte Uy, ..., U, podprostory konecnérozmérného vektorového prostoru
U. Pak ndsledugict vijroky jsou ekvivalentni:

(1) soucet Uy + - - - + U, je piimy;

2) Ui+ +U,=2U1 @ U,.

Diikaz. Predpokladejme, Ze soucet Uy + --- + U, je pfimy. Bud p: U1 & --- ® U, —
U+ +Up, (u,...,up) — ug + -+ + uy,. Zobrazeni p je linearni (cvi¢eni). Jelikoz
soucet Uy +- - -+ U, je piimy, kazdé u € Uy + - - - 4+ U, lze zapsat pravé jednim zpiisobem
jako u = w1 + -+ 4+ up, kde u; € U; pro kazdé i = 1,...,n. MuZeme tedy definovat
zobrazeni Uy + -+ U, > U1 ® - Uy, u+— (u,...,u,). Toto zobrazeni je inverzni
k p, tudiz p je bijekce, a tedy izomorfismus.

Piedpokladejme, ze Uy + -+ U, 2 Uy & --- ® U,. Potom dim(Uy + --- + U,,) =
dm(Uy & ---®U,) =dimU; + - - -+ dim U, a podle Tvrzeni 10.3.3 souc¢et Uy +---+ U,
je primy. ]
Cviceni. Dokazte, Ze zobrazeni p z predchoziho dikazu je linearni. O

Cvicéeni. Pro kazdé ¢ = 1,...,n zobrazeni m;: U; & --- ® U,, — U; zadané piedpisem
(u1,...,uy) — u; se nazyva i-ta projekce.
Pro kazdé ¢ = 1,...,n zobrazeni ¢;: U; — Uy & --- @ U, zadané predpisem u —
(0,...,0,u,0,...,0), kde u stoji na i-tém misté, se nazyva vlozeni i-tého s¢itance.
Ukazte, Ze projekce m; a vloZeni ¢; jsou linearni zobrazeni. Spoctéte m; o ¢;. g



