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2. prednéska, 19. 2. 2026

10.2. Priunik a soucet podprostori

Tvrzeni 10.2.1. Prinik libovolného systému podprostori jednoho vektorového prostoru
je podprostor tohoto prostoru.

Diikaz. Budte U,, v € I, kde I je indexova mnoZina, podprostory vektorového prostoru
V. Ukazeme, Ze mnozina (),c; U, spliiuje podminky (i)-(iii) z definice vektorového pod-
prostoru. Podminka (i): 0 € (,c; U,, protoze 0 € U, pro kazdé ¢ € I. Podminka (ii):
Necht uy,us € ﬂLE[ U,. Pak uy,us € U, pro kazdé ¢ € I, takze uy + ue € U, pro kazdé

v € I. Tudiz, uy +up € [),¢; U,. Podminka (iii): Cviceni. O

Definice 10.2.1. Budte Uy, ..., U, podprostory V. MnoZina
{u1+---+un| up € Uy, ..., u, € Un}
je soucet podprostori Uy, ..., U,. Oznacujeme jej Uy + - - - 4+ U,,.

Prvky mnoziny U; + - - - + U, jsou vSechny vektory v € V, pro néz existuje vyjadieni
v=u; + -+ up, kdeuy € Uy,...,u, € U,.

Tvrzeni 10.2.2. Budte Uy, ..., U, podprostory V. Pak Uy +---4+ U, = [UyU---UU,].

Diikaz. Cviceni. |

Tvrzeni 10.2.3. Budte Uy, ..., U, podprostory V. Pak Uy + - - - + U, je podprostor V.

Diikaz. UkdZeme, Ze mnoZina Uy + - - - + U, spliuje podminky (i)—(iii) z definice vek-
torového podprostoru. Podminka (i): 0 =0+ ---+0 € Uy + -+ + Uy, kde 0 € U; pro
kazdé i € {1,...,n}. Podminka (ii): Necht u,v € Uy +---+ Uy. Pak u = u; + -+ - + u,
av=uv]+--+ vy, kde u;,v; € U; pro kazdé i € {1,...,n}, na¢ez u +v =u; +--- +
Up + 01+ v, = (ug+v1) 4+ (up+v,) € Uy + - -+ + Uy. Podminka (iii): Cviceni.

Tvrzeni vyplyva také z Tvrzeni 10.1.2 a 10.2.2. U

Cvi€eni. Dokazte, ze (1) Uy, Uy C Uy + Us.

(2) Je-li U podprostor ve V takovy, ze Uy CU a Uy C U, pak Uy + Uy C U.

Navod: (1) Je-li u; € U libovolny prvek, pak u; = u; + 0 € Uy + Us.

(2) Bud uj + ug obecny vektor z Uy + Us, uy € Uy, ug € Us. Protoze Up,Us C U,
mame u1,us € U, nacez uy + ug € U. O

Mnozina S(V') vSech podprostori vektorového prostoru V' je usporadéana inkluzi C.
Z dokézanych tvrzeni o prinicich a sou¢tech podprostorii plyne, ze mnozina S(V') je sva-
zové usporadana, pricemz infimem je prinik a supremem je soucet podprostora. Tudiz,
(S(V),N,+) je svaz.

Cviéeni. Budte Uy, U, podprostory V, (G1 mnoZzina generatorti podprostoru Uy a Go
mnozina generatori podprostoru Us. Potom G1 UG5 je mnoZina generatori podprostoru
Uy + Us. O

Tvrzeni 10.2.4. Budte Uy, Us konecénérozmérné podprostory jednoho vektorového pro-
storu. Pak

dimU; + dim Uy = dim(Ul + Uz) + dim(Ul N UQ).
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Diikaz. Ozna¢me dimU; = ny, dimUs = ng a dim(U; N Us) = m. Bud {uq,...,un}
béze v U1 N Us. To je linedrné nezévisla mnozina vektoru v Uy i v Us a miZeme ji tedy

v obou prostorech doplnit do baze vektory ul,.. ., u}“_m resp. u?, . .. ,u?m_m. Ukazme,
5 1 1 2 2 o hA
7€ {ULy -y Uy UL, ey Uy s Uy ooy Uy b j@ Daze v Uy + Us.
N~ . . .. 1 1 2 2 R TP
Nejdiive ukazeme, ze mnozina {1, ..., Um, UL, .-, Uy, s UT, -+ -5 Uny _py } j€ linedrné

nezavisla. Necht

1 11 -m, 1 1,2 -m, 2
CU1+"'+Cmum+clu1+'”+cqfl munl—m+c2u1+.“+632 munQ_m:O

pro n&jakeé skalary ¢!, ... ™ cl, ..., el ch?T™ € P. Pak
1 1,1 -m, 1 1,2 -m, 2

cup+ -+ cmum + C1uq +eee Crll1 munlfm = —CUy — " — 07212 munzfmv
kde na levé strané je prvek z U; a na pravé prvek z Us, ale protoZe jsou si rovny, lezi
v Uy NUs, a lze je jednozna¢éné vyjadfit jako linedrni kombinace vektoru wi, ..., up,.
Vyjadieme tak vektor na pravé strané: existuji skalary z', ..., 2™ € P takové, ze

glug 4+ 2 = —cjuf — - — 52Tl

L. . - 2 2 . . -

Z nezavislosti mnoziny {u1, ..., Um,uf, ..., u;, ,} (je to baze v Uz) plyne, Ze

"L’l::xm:C%::C;LQimZO
Odtud

1 1,1 -m, 1

cup + -+ Mup +cqup -+ My, =0,

P . v 1 1 . Py v
a z nezavislosti mnoziny {uy, ..., Um, Uy, .., Uy, _,} (je to baze v Uy) plyne, ze

Cl:...:Cm:c%:...zc’?l_mzo_
Vsechny koeficienty c!,...,c™ cf,..., " 7™ cb, ..., 5?7 jsou tedy nulové, takze mno-
zina {u1, ..., Un,ul, ... ,u}@rm, u?, ... ,u%rm} je linedrné nezavisla.

Snadno se dokaze, Ze vektory uy, ..., Um, u%, el u}ll,m, u%, . ,u%rm generuji U;4+-Us
(cviceni).
Méame tedy bazi v Uy +Us 0 m+ (n; —m) + (ng —m) = ny +ng —m vektorech, takze

dim(U1 + UQ) =n1+ny—m=dimU; +dim Uy — dim(U1 N UQ). O

Piiklad. V prostoru E? bud U C E® néjaka rovina prochazejici pocatkem a L C E3
libovolné pfimka prochazejici poc¢atkem a nelezici v U. Pak U je podprostor a podobné
L je podprostor, pri¢emz evidentné U N L = {0}. Proto dim(U + L) = dim U + dim L —
dim(UNL) =2+1-0=3=dimE3. Tudiz, E> = U + L a kazdy vektor v € E? je
souc¢tem v =u + [, kde u € U al € L. Jak najdeme vektory u,l, je-li dan vektor v? [

Cviceni. Budte Uy, Us podprostory ve vektorovém prostoru V, necht dim Uy +dim Us >
dim V. Ukazte, Ze existuje nenulovy vektor u € Uy N Us. O

10.3. Primy soucet podprostori

Definice 10.3.1. Bud V vektorovy prostor nad polem P, budte Uy,..., U, podpro-
story V. Soucet Uy + - -- + U, je primy, jestlize kazdy vektor v € Uy + --- + U, lze
zapsat pravé jednim zpusobem jako soucet v = uy+- - -4 un, kde ug € Uq,...,u, € U,.
Pi¥imy soucet zapisujeme s teckami: Uy+ - - - +U,.
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Priklad. Necht U; = {(x,0,0)| x € P}, Us = {(0,4,0)| y € P}, Us = {(0,0, 2)| z € P}.
Pak P3 = U;+Uy+Us, protoze libovolny vektor u = (x,%,2) € P3 ma jediné vyjadieni
ve tvaru soutu u = uy + ug + us, kde uy € Uy, ug € Us,ug € Us, a sice (z,y,2) =
(2,0,0) + (0,y,0) + (0,0, 2). O

Tvrzeni 10.3.1. Budte Uy, Us podprostory V. Pak ndsledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(i) V = Uy +Us;

(ii)) V.=Uy + Uz, U NUz = 0.

Diikaz. (i) = (ii): Je-li V' = Uy1+Us, pak kazdy vektor v € V lze vyjadfit jako soucet
v = uj + ug, kde uy € Uy a ug € Us, ¢ili V = Uy + Us. Ukazme, Ze Uy N Us = 0. Bud
v € U; NUs. Pak mame dva rozklady vektoru v na s¢itance z Uy a Us, a sice v=0+v
a v = v+ 0. Totoznost obou rozkladia znamené, ze v = 0.

(ii) = (i): Je-li V. = Uy + U,, pak kazdy vektor v € V lze vyjadrit jako soucet
v = uy + uo, kde uy € Uy a ug € Us. DokdZeme jesté jednoznacnost vektord wuq,us:
Pokud je u},u} libovolna dvojice vektorii takova, ze v = u) + uf, pak

0=v—v=_(u; —uy)+ (uz — uj),

a tedy u; — u) = —(ug — uf). Vektor u; — v} € Uy je roven vektoru —(ug — ub) € Us,
proto lezi v priniku Uy NUs, coZ je nulovy prostor. Tudiz, uy —uj =0aus—uhp =0. O

Piiklad. (1) V = V40 pro libovolny vektorovy prostor V.
(2) Prostor E® je pifmym souétem U+L, je-li U C E? libovolna rovina prochazejici
pocatkem a L C E3 libovolna pifmka prochézejici poc¢atkem a nelezici v U. O

V piipadé kone¢nérozmérnych podprostorit mame jednoduché kritérium.

Tvrzeni 10.3.2. Budte Uy, Us podprostory konecnérozmeérného vektorového prostoru V-
takové, Ze V.= Uy + Uy. Pak nasledugici podminky jsou ekvivalentni:
(i) V = Ul—i-UQ;

Diikaz. (i) = (ii): dimV = dim U; 4 dim Uz — dim(U; N Uz) = dim U; + dim Us.
(ii) = (i): Necht dim V' = dim U; +dim Us. Potom dim(U; NUs) = dim Uy +dim Us —
dlm(U1 + U2) =dimU; +dimUs —dimV =0, ¢ili Uy N Uy = 0. O

Cviceni. Budte V = U;+Us, (e1,..., e}, ) baze podprostoru Uy, (ef,...,€2,)) baze

podprostoru Us. Pak (el, ..., e}nl,e%, ce 63,12) je baze prostoru V. Dokazte. a

Cvi€eni. Bud m < n, bud (e1,...,€m,€m+1,---,en) baze vektorového prostoru V. Pak
V =le1,...,em]+lem+1,---,en]. Dokazte. O

Vznika otézka, jak jednoduSe rozeznat pfimy soucet n podprostort pfi n > 2. Mohlo
by se zdat, ze prostor V je pfimym souc¢tem podprostoru Uy,...,U,, jestlize je jejich
sou¢tem a podprostory Uy, ..., U, maji po dvou nulovy prunik. Nasledujici pfiklad uka-
zuje, Ze to tak neni:
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Piiklad. Prostor E3 neni piimym souétem Li+Lo+U, je-li U rovina prochazejici po-
catkem a jsou-li Ly, Ly C E3 riizné pifmky prochazejici pocatkem, nelezici v roviné
U.

Skutecné, soucet L+ Lo je sice piimy, ale ma nenulovy priinik s rovinou U. Libovolny
nenulovy vektor u = Iy + lg lezici v pruniku (L; + Lo) NU pak ma dvoji vyjadieni: jako
soucet Iy + lo + 0 a jako soucet 0+ 0 + u. ]

Tvrzeni 10.3.3. Budte Uy,...,U, CV podprostory takové, z2e V. =Uy + - -+ U,. Pak
ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) V = Uy Ut - U
(ii) UiNUy =0, (Ul—i-UQ)ﬂUg:O, ey (Ul—i-"'—l—Un_l)ﬂUn:O.
Je-li navic prostor V- konecnérozmérny, pak je s nimi ekvivalentni i podminka

(i) dimV =dimU; + - - - + dim U,,.

Driikaz. Cviceni. ]

Jsou-li Uy, . .., U, podprostory néjakého vektorového prostoru V, pak mohou existovat
dva rtizné piimé soucty, Uy+ - - - +U,, a Uy @- - -@U,. Prvni z nich je podprostor V, kdezto
druhy neni. Nicméné, tyto pfimé soucty jsou izomorfni, coz plyne z tvrzeni uvedeného
pozdéji v kapitole o linearnich zobrazenich.

P#iklad. Budte V = R3, Uy = {(z,0,0)| 7 € R} a Uz = {(0,y,0)|y € R}. Potom
Ui4Us = {(2,y,0)| z,y € R} je podprostor R,
{(1,0,0),(0,1,0)} je baze U;+Us a
dim(Uy +Us) = 2.

UL ® Uy = {((z,0,0), (0,7,0))| 2,y € R} neni podprostor R,
{((1,0,0),(0,0,0)),((0,0,0),(0,1,0))} je baze Uy & Us a

10.4. Popis podprostori P" homogennimi soustavami

Kazdy podprostor prostoru P" je mnozina v8ech FeSeni homogenni soustavy linedrnich
rovnic.

Tvrzeni 10.4.1. KaZdyj podprostor U C P" je mnozina vSech TeSent homogennt soustavy
Ax =0, kde A je vhodnd matice typu m X n, pficemZm =n —dimU.

Diikaz. Podprostor U je kone¢nérozmérny, necht U = [uy, ..., vx]. Je tieba najit matici
A takovou, ze U je mnozina vSech feSeni soustavy Ax = 0. Matice A tedy musi mit n
sloupki a mé platit

Av;=0 prokazdéi=1,...,k,
coZ je totéz jako
AV =0,

kde V' je matice s k sloupky vy, ...,v;. Transponujeme-li na obou stranich, obdrzime
ekvivalentni rovnici

VTAT = 0.
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Radky hledané matice A tedy miZeme ziskat jako néjaky fundamentalni systém resenf
homogenni soustavy

VTa=0, kdea jen-tice (sloupek) neznamych.
Oznac¢me Z 4, resp. Zy1 prostor viech feseni homogenni soustavy Az = 0, resp. V'a =

0. Mame v; € Z4, odkud [uy,...,vx] € E4. Pfitom plati dim=Z4 = n —rank A =
n—dimZEyr =n— (n—rank V') =rank VT = dim[uy, ..., v;]. Tudiz, E4 = U. O

Pi¥iklad. Bud U = [(1,0,2)] C R3. Najdeme soustavu rovnic, jejiz mnozina vsech fesent
je prave U.
Podle diikazu piedchoziho tvrzeni je tieba vyfesit soustavu VTa = 0, tedy rovnici
l-a*+0-a>+2-a>=0.

2 a? jsou parametry. Obecné feseni tedy je

Neznama a' je hlavni, neznamé a
at :—2-t2, azztl, a® =t
a vhodnymi volbami parametri dostaneme fundamentalni systém feseni

(0,1,0), (=2,0,1).

Tudiz, matice hledané homogenn{ soustavy je

010
a=(5 01 .

Neni obtiZzné najit soucet podprostoria zadanych generatory, resp. prunik podprostori
zadanych homogennimi soustavami rovnic:

Cvi€eni. [ui,...,v;] + [wit1, - un] = [u1, .o,V Uig1, .- U] O

Cviceni. {z| A’z =0} N{z| A2 =0} = {z| Az = 0}, kde

A/
- (4). -

Protoze zadani podprostoru generatory umime prevadét na zadani homogenni sousta-
vou rovnic a naopak, umime najit i soucet podprostorti zadanych homogennimi sousta-
vami rovnic, resp. prunik podprostori zadanych generatory.



126 Vektorové podprostory



Linearni zobrazeni 127

11. LINEARNI ZOBRAZENI

11.1. Definice, priklady

Definice 11.1.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Zobrazeni f: U — V
je linedrni, pfesnéji linedrni nad polem P, nebo homomorfismus vektorovijch prostorii,
jestlize pro kazdé vektory u,u;,us € U a kazdy skalar p € P plati

(1) flur +u2) = f(ur) + f(u2) (aditivita)
(i) f(pu) = pf(u). (homogenita)

Definice 11.1.2. Linearni zobrazeni V. — V je linedrni transformace vektorového
prostoru V' nebo také linedrni operdtor na vektorovém prostoru V.

Priklad. (1) Identické zobrazeni id: U — U, id(a) = a, je linearni.

(2) Nulové zobrazeni 0: U — U, 0(a) = 0, je linearni.

(3) Nésobeni skalarem ¢ € P: Zobrazeni f.: U — U, f.(a) = ca, je linearni. Nazyva se
homotetie. VSimnéte si, ze pfedchozi dva piiklady jsou specidlni pfipady pro ¢ = 1, resp.
c=0.

4) Zobrazeni f: R — R je linearni nad R pravé tehdy, kdyZ existuje skalar ¢ € R
takovy, ze f(a) = ca. Dokazte. Navod: Polozte ¢ = f(1).

(5) Zobrazeni f: R3 — R% (x,y,2) — (32 + 2y + 2,z — y), je linearni. Ovéite.

(6) Zobrazeni f: R? = R*, (x,y) — (z +y,z,2 —y,y), je linearni. Ovéite.

(7) Bud A matice typu m x n nad polem P. Necht fa: P" — P™ je zobrazeni takove,
7e fa(r) = Ax (presndji tedy fa: P™*t — P™*1) Cili, obraz n-tice z = (x!,...,2") je

linearni kombinace sloupkt matice A s koeficienty z!, ..., z",

falz) =2 A + 22 A5+ + 2" A,

—~

Potom f4 je linearni zobrazeni.

(8) Zobrazeni C — C, z — Zz, kde Z je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z € C, je linearni
zobrazeni vektorovych prostori nad R. Toto zobrazeni neni linedrni zobrazeni nad C.
Ovétte.
(9) Zobrazenire: C — R, z = rez = 3(z +z) (redlna cast &isla z) je linedrni zobrazeni
vektorovych prostort nad R.
(10) Je-li U C V podprostor, pak vlozeni ty: U — V', vy(u) = u, je linedrni zobrazeni.
(11) Otaceni. Pri otaceni Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o thel « se vSechny
vektory otaceji o tyZ tihel ar, nezévisle na jejich umisténi. Vznika zobrazeni ¢ : E? — E2.
Otaceni prevadi soucet vektort na soucet vektora a podobné c-nésobek vektoru na c-
nésobek vektoru. Napiiklad aditivita se velmi ndzorné ovéfi poukazem na to, Ze ota¢enim
kolem vrcholu se rovnobéznik pievadi v rovnobéznik a délka jeho stran a thlopticek se
pritom neméni.
Podobné otéceni kolem pevné osy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru predsta-
vuje linearni zobrazeni vektort E3 — E3.

(12) Rotace E® — E3.

(13) Rovnobé&zné promitani. Promitani Eukleidovského prostoru E3 do 2-rozmérného
podprostoru (primétny) R ve zvoleném sméru L je zobrazeni E® — R. Smérem se
rozumi libovolny 1-rozmérny podprostor L takovy, ze E? = L+R. Primét do roviny R
je s¢itanec i v (jednozna¢ném) vyjadieni © = xy, + zg, kde 7, € L a g € R.
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Promitani p: E> — R je linearni zobrazeni. Aditivita se projevuje v tom, Ze primétem
rovnobé&znika je rovnobéznik.
(14) Projekce na piimku L prochazejici poc¢atkem E? — L.
(15) Osova soumérnost podle piimky prochézejici pocatkem, E? — E? i E3 — E3.
(16) Zobrazeni U — P4mU piitazujici vektorim jejich souradnice vzhledem ke zvolené
bazi, viz Tvrzeni 9.4.4.
(17) Zobrazeni P™*" — P, A — tr A, piifazujici matici A typu n x n nad polem P jeji
stopu tr A = ), A% (soucet prvku na diagonale).
(18) Zobrazeni P[x] — P[x], kde P[z] je prostor polynomd, pfifazujici polynomu jeho
derivaci. Derivace muze byt napfiklad i zobrazeni P,[x] — P,_i[x], nebo zobrazeni
z prostoru diferencovatelnych funkci do prostoru vsech funkei.

(19) Zobrazeni z prostoru vSech integrovatelnych funkei na uzavieném intervalu do R
prifazujici funkci jeji urcity integral. g
Cviceni. Linearni zobrazeni U — V je homomorfismus grup (U,+,0,—) — (V,+,0, —).
Specilné,

fO)=0 a  f(-u)=—f(u) O
Cviéeni. Bud f: U — V zobrazeni vektorovych prostort. Matematickou indukci ukaZte,
7e f je linearni pravé tehdy, kdyz pro libovolné n € N, w1, ..., u, € U askalary p',...,p"
plati

FP ur 44 plun) = p fur) + -+ p" f (un),
tedy obraz linearni kombinace je linearni kombinace obrazu. O

Cvi€eni. Bud f: V — W linearni zobrazeni. Je-li U podprostor V, potom f(U) je
podprostor W. g



