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13. prednéska, 12. 5. 2026

Definice 16.0.2. Bud V kone¢nérozmérny vektorovy prostor s bazi (e1,...,e,), bud
[ p-linearni forma na V. Cisla f;, 4, := f(ei,...,e,) jsou slozky formy f vzhledem
k bazi (eq, ..., ep).

Priklad. Slozky bilinearni formy f jsou pravé prvky jeji matice: B; = f(es, €j). O

Cviceni. Slozky n-formy e zadané determinantem jsou (ve standardni bazi prostoru R™)

sgn(iy,...,i,) jsou-lidy,..., 4, po dvou ruzna &isla,
€irin =\ . ]
jinak.
Tvrzeni 16.0.1. Budte V koneénérozmérny vektorovy prostor, (e1,...,ey) jeho baze, f
p-linedrni forma na V, u1,...,up € Va (z1,...,27),..., (xllj, -, Ty) jejich soutadnice
vzhledem k bdzi (eq, ..., e,). Pak plati
_ 0 ip
flur, ... up) = fiy a2l - ap (16)
Diikaz.
_ i, b\ _ 1 ip ) ) —
flu, .. up) = flales, ..., x)e,) = xt - xp feiy, ..., ei,) =
i %
= filu-ip‘rll ...mpp |:|
Pii zméné baze (ey, ..., e,) se méni i slozky fi, i, .

Tvrzeni 16.0.2. Bud Q matice piechodu od bdze (e1,...,ey) k bazi (€},...,e,). Slozky

p-linedrni formy f vzhledem k bdzi (e1,. .., e,) budte fi, i,, slozky téZe formy vzhledem
k bdzi (€, ..., e,) budte fj , . Pak plati

Fivty = Q1)+ Q0 iy (17)
Driikaz. Cviceni. |

Ve fyzice se obvykle zavadi kovariantni tenzorové pole jako soubor n? funkei fi, . ;,,
jez se pri zméné baze transformuji podle formule (17). Takovy soubor funkei urcuje
p-linearni zobrazeni vztahem (16).

Mnozinu vSech p-linedrnich forem na vektorovém prostoru V oznacujeme T,V. Za-
vedme algebraické operace s p-linearnimi formami.

Definice 16.0.3. Budte f a g p-linearni formy a a € R. Soucet forem f a g je zobrazeni
f+g: VP — R zadané predpisem

(f—i—g)(ul,...,up) = f(U1,...,’LLp) +9(u1a---7up)7
a-ndsobek formy f je zobrazeni af: VP — R zadané predpisem

(af)(ur,...,up) = af(ui,...,up).

Snadno se ovéii (cviceni), ze f + g a af jsou zase p-linearni formy. Dokonce jsou
splnény axiomy vektorového prostoru:

Disledek. MnoZina T,V wvsech p-linedrnich forem na prostoru V je vektorovy prostor
vzhledem ke scéitdani forem a ndsobent skaldrem.

Definice 16.0.4. Tenzorovy soucin forem f € T,V a g € 1T,V je zobrazeni
f®g: VPT4 — R zadané predpisem

(f@g)(ut,...,uprq) = fut,...,up) - g(Upt1s- -+, Uptq)-
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Snadno se ovéfi (cviceni), Ze tenzorovy soudin p-linearni formy a g-linearni formy je
(p + ¢)-linearni forma.
Tvrzeni 16.0.3. Necht f € T,,V, g € TV, h € T,.V, a € R. Pak plati:

(1) (feg)@h=fo(g®h);

(2) (f+9)@h=fRh+g®h;
(8) feg+h)=feg+foh;
(4) (af) @ h=a(f ®@h) = f @ (ah).

Diikaz. Cviceni. g
Obecné v8ak tenzorovy soucin neni komutativni: f ® g # g ® f.
Cviceni. Dokazte formule pro slozky:
(f+9)ir.iy = Jiroip T v
(f @ 9ir.ipsg = Firoip * Gipr.ipsq- O
Prostor T1V se alternativné oznacuje V* a nazyva se dudlni prostor k prostoru V.
UkéZeme, Ze s kazdou bazi prostoru V je spojena jista baze prostoru V*
Bud (ey,...,e,) néjaka baze prostoru V. Soufadnice vektoru z € V' vzhledem k bazi

(e1,...,e,) oznaéme (zt,...,2") (pak plati x = z7¢;). Pro 1 < i < n zavedme zobrazen{
e': V — R predpisem x — z*. To jest,

e'(zle;) = a'.
Zobrazeni € jsou linearni (cviceni), a proto e € V* Mame
¢'(ej) = 4,
kde 5; je znamé Kroneckerovo delta:
5"-:{ 1 Proz’:j,
J 0 jinak.

Tvrzeni 16.0.4. Bud (e1,...,e,) bize prostoru V, bud f € V* libovolnd 1-forma se
slozkami f; = f(e;). Pak

f= fie.
Diikaz. Podle formule (16) je f(x) = f(2'e;) = o' f; = fie'(z) = (fie*)(z). O

Tvrzeni 16.0.5. Bud (e1,...,e,) bdze prostoru V. Pak formy el, ..., e" tvord bdzi pro-
storu V*.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni kazda 1-forma f je linearni kombinaci 1-forem e’ (koe-
ficienty jsou slozky f;). Tudiz, formy e generuji V*

Zaroven mnozina {el,... e"} je lineArné nezavisla: Necht c;e’ = 0 pro néjaké koefici-
) 7 ) 51 — colfe:) = s
enty ¢; € R. Dosazenim e; obdrzime 0 = c;e’(e;) = ¢;. O
Baze (el,...,e") se nazyva dudlni k bazi (eq, ..., ey,).

Disledek. Je-li prostor V konecnérozmeérny, pak dimV* = dim V.
Podobné najdeme baze v prostorech T,,V.

Tvrzeni 16.0.6. Bud (e1,...,e,) bdze prostoru V, bud f € T,V libovolnd p-forma se
slozkami fi,. i, = f(eiy,...,ei,). Pak

f=fiie"® @
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Diikaz. Podle formule (16) je opé&t

f(xla s 7:Ep) = f(l'?eila s 7x;)peip) = ili'ill e 'ZE;;pfil._.ip =
= fil...ipeil ('Tl) N eip (xp) —
= (fi.ipe" @ ®@eP)(21,...,Tp). ]

Tvrzeni 16.0.7. Bud (eq,...,e,) bdze prostoru V. Pak formy e @ --- ® e tvori bdzi
prostoru T, V.

Diikaz. Podle predchoziho tvrzeni kazda p-forma f je linedrni kombinaci p-forem e’ ®

-~ ® e (koeficienty jsou slozky fi..i,). Tudiz, formy e ® - ® e generuji T,V.
Zéaroven jsou nezavislé: Necht ¢;; . ;" ®- - -®e'? = 0 pro né&jaké koeficienty c;;. ;, € R.

Dosazenim ey, , .. .,ej, obdrzime 0 = ¢;;. ,e" (ej,) - -- €' (ej,) = Cjy..j,- O

Disledek. Je-li prostor V konecnérozmérny, pak dim T,V = (dim V)P,




