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12. prednéska, 5. 5. 2026

Pocet nenulovych prvkia diagonalni matice symetrické bilinearni formy nezavisi na
volbé baze prislusného prostoru. Dokonce, v piipadé vektorového prostoru nad R a sy-
metrické bilinearni formy na ném pocet jedni¢ek a minus jednicek v jeji matici, ktera je
diagonéalni, nezavisi na volbé baze.

Tvrzeni 15.5.4 (Sylvesteruv zakon setrvacnosti). Pocet jednicek a minus jednicek v ma-
tict symetrické bilinedrni formy na konecnérozmérném redlném vektorovém prostoru ne-
zavist na volbé baze.

Ditkaz. Bud B symetricka bilinearni forma na kone¢nérozmérném reilném vektorovém
prostoru V. Bud'te u = (u1,...,u,), o = (v1,...,v,) baze prostoru V takové, ze matice
formy [ vzhledem k témto bazim, ozna¢me je B, a By, jsou v kanonickém tvaru. Bez
ztraty obecnosti pro jednoduchost predkpoklddejme, Ze matice B, je diagonalni matice,
kterda méa na diagonéle nejdiive k; jednicek, potom [; minus jednicek a ostatni prvky
nulové, a matice B, je diagonalni matice, kterda ma na diagonéle nejdiive ko jednicek,
potom [y minus jednicek a ostatni prvky nulové. Cili,

Ey, 0 O Ey, 0 0
B,=| 0 -E, 0 a B,=| 0 -E, 0],
0 0 O 0 0 0
kde E; je jednotkova matice typu ¢ X 3.
Predpokladejme, ze ki > ka. Ozna¢me Uy = [ui,...,uk, ] a Uz = [Vky41,---,0n]-
Potom
dim(U1 N UQ) =
=dimU; 4+ dim Uy — dim(U1 + UQ) > (dim(U1 + Ug) < n)

2k1+(n—k2)—n>0,
takze existuje nenulovy vektor v € UjNUs. Ozna¢me x a y souradnice vektoru v vzhledem
k bazim u, resp. v. Jelikoz v € Uy a zarovenn v € Uy,
x:(xl,...,xkl,(),...,O) a y:(07...,O,yk2+1,...,y”).
N—— N——
n—k‘1 k2

JelikoZ v je nenulovy vektor, aspoi jedna soufadnice z',...,z" je nenulova a zaroveii

aspoii jedna soufadnice y*211, ... 4™ je nenulova. TakZe,
Bv,v) = Bw) =z Byx = ()2 +--- 4+ (2F)2 >0
a zaroven
Bv,v) = Bv) =y  Boy = —(y*7)? — - — (yf12)2 <0,
coz je spor. Obdobné bychom dosli ke sporu s pfedpokladem, Ze ko > k1. Proto k1 = ko

a v duasledku toho také l1 = ls.
Jiny dukaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [Marvan, 17. Bilinearni a kvadratické formy|. O

15.6. Pozitivni definitnost

Definice 15.6.1. Symetrické bilinearni forma 8 na realném vektorovém prostoru V je

pozitivné definitn, jestlize 5(v,v) = B(v) > 0 pro kazdy nenulovy vektor v € V.

Tvrzeni 15.6.1. Symetrickd bilinedrni forma na konecnérozmeérném redlném vektoro-
vém prostoru je pozitivné definitni prave tehdy, kdyZ jeji matice vzhledem k néjaké bazi
je jednotkouvd.
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Diikaz. Bud 8 symetrickd bilinearni forma na kone¢nérozmérném realném vektorovém
prostoru V. Podle Tvrzeni 15.5.3 existuje baze v = (v1,...,v,) prostoru V takova, Ze
matice B formy [ vzhledem k této bazi je v kanonickém tvaru, ¢ili B je diagonalni
matice s dy,...,d, € {0,1,—1} na diagonale. Pro pro kazdé v € V tedy B(v,v) =
B(w) =ax"Br =dy(2')? 4+ +d,(2")?, kde x = (2!, ..., 2") jsou soufadnice vektoru v
vzhledem k bazi v.

Predpokladejme, Ze 3 je pozitivni definitni, tedy 5(v,v) > 0 pro kazdé nenulové v € V.
Potom pro kazdé i 8(vi,v;) = e] Be; = d; > 0, takze kazdé d; = 1 a B je jednotkova
matice.

Je-li B jednotkova matice, potom pro kazdy nenulovy vektor v € V f(v,v) = 2" Ex =
(#1)2 4+ -+ (z™)? > 0, ¢ili B je pozitivné definitni. O

Definice 15.6.2. Symetricka redlnd matice A typu n X n je pozitivné definitni, jestlize
T Az > 0 pro viechna nenulova = € R™.

Tvrzeni 15.6.2. Symetrickd bilinedrni forma na konecnérozmeérném redlném vektoro-
vém prostoru je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz jeji matice vzhledem k libovolné bazi
je pozitivné definitni.

Ditkaz. Bud B symetricka bilinedrni forma na koneénérozmérném reilném vektorovém
prostoru V, v libovolna baze V a B je matice formy £ vzhledem k bazi v.
Predpokladejme, Ze pro kazdé v € V' \ {0} B(v,v) > 0. Pro libovolné nenulové z € R™
bud v vektor z V, jehoz soufadnice vzhledem k bézi v jsou x. Potom =" Bx = B(v,v) > 0.
Piedpokladejme, Ze pro kazdé nenulové x € R™ "Bz > 0. Pro libovolné nenulové
v € V necht z jsou jeho soufadnice vzhledem k bazi v. Potom f(v,v) = 2" Bx > 0. O

Dusledek. Symetrickd redlnd matice je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz je kongru-
entni s jednotkovou matici.

Diikaz. Dusledek Tvrzeni 15.6.1 a 15.6.2. O

Definice 15.6.3. Bud A matice typu n x n. Pro i € {1,...,n} determinant matice
typu ¢ X 7 vzniklé z A vynechanim poslednich n — i fadka a poslednich n — ¢ sloupku
je hlavni minor.

Tvrzeni 15.6.3. Symetrickd redlnd matice je pozitivné definitni prdvé tehdy, kdyz vsechny
jeji hlavni minory jsou kladné.

Diikaz. Bud B symetricka redlna matice typu nxn. Proi € {1,...,n} ozna¢me B; matici
typu ¢ X ¢, kterd z matice B vznikne vynechanim poslednich n — ¢ fadkt a poslednich
n — i sloupku (napf. B, = B), a ozna¢me D; = det B;.

Predpokladejme, Zze B je pozitivné definitni. Podle predchoziho Diisledku B je kon-
gruentni s jednotkovou matici, ¢ili existuje regularni matice Q takova, ze B = QTEQ =
QT Q. Proto det B = det(QTQ) = (det Q)2 > 0.

Bud i € {1,...,n — 1}. Pro libovolné nenulové y = (y',...,y") € R’ ozna¢me yy =
(y',...,9%,0,...,0) € R™ Potom y'"B;y = ylByo > 0, ¢ili B; je pozitivné definitni
a podle pfedchoziho odstavce det B; > 0.

Predpokladejme, Ze vSechny hlavni minory matice B jsou kladné, ¢ili D; > 0 pro
i €{1,...,n}. Pfevedeme B na kanonicky tvar pomoci dvojic symetrickych elementar-
nich tiprav, jak je popsano v ditkazech Tvrzeni 15.5.1 a 15.5.2. Protoze Bf = Dy > 0, pii-
¢itanim vhodnych nasobkt prvniho fadku k ostatnim rfaddkim a vhodnych nasobki prv-
niho sloupku k ostatnim sloupkim vynulujeme vSechny prvky prvniho sloupku a vsechny
prvky prvniho fadku kromé Bi. Vzniklou matici oznaéme B. Provedené tipravy neméni
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hodnotu determinantu, proto hlavni minory matice B jsou také rovny D1, ..., Dy. Cili
BiB2 = Dy > 0, takze B2 > 0 a pfi¢itanim vhodnych nasobkt druhého fadku k ostat-
nim rfadkim a vhodnych nésobkt druhého sloupku k ostatnim sloupkium vynulujeme
viechny prvky druhého sloupku a viechny prvky druhého fadku kromé B2. Vzniklou
matici ozna¢me B a jeji hlavni minory jsou také rovny D1, ..., D,,. Cili DQB?? = D3 > 0,
takze Bg’ > 0 a takto mizeme pokracovat, az dostaneme diagonalni matici s kladnymi
prvky na diagonale. Pfevodem na kanonicky tvar dostaneme jednotkovou matici. Ma-
tice B je tedy kongruentni s jednotkovou matici a podle predchoziho Dtsledku je tedy
pozitivné definitni. O
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16. TENZORY

Zobecnénim bilinearn{ formy jsou polylineadrni formy. Nazyvaji se téZ kovariantni ten-
zory. Hojné se vyskytuji ve fyzice spolu s tenzory kontravariantnimi a smiSenymi. Ome-
zime se na realny piipad. Pouzivame Einsteinovu sumacni konvenci.

Definice 16.0.1. Bud V vektorovy prostor nad polem R. Bud p pfirozené ¢islo,
oznatme VP =V x --- x V (p-krat). Zobrazeni f: VP — R, spliwjici pro libovolné
vektory w;, u), u; € V', libovolny skalar a € R a kazdy index ¢ = 1,...,p podminky

f(ul,...,uifl,u;+u§',ui+1,...,up) =
= f(ul,...,ui_l,u;,uiﬂ,...,up) —|—f(u1,...,ui_l,ufi’,ui+1,...,up),
f(ul,. ey Uj—1, QUG Ujy- 1y - - .,up) = af(ul, cee s Ug—1,Ugy Ujt 1y - - ,up)

(linearita v i-tém argumentu), je p-linedrni forma nebo téz kovariantni tenzor iddu p
na V.

1-linearni forma je linearni zobrazeni V' — R, 2-line4rni forma je bilinearni forma.

1 n

Priklad. Necht V = R™. Pro vektory =1 = (z1,...,2%),...,2, = (z},...,27) € R"
polozme

—

E(mla"'vxn) =

Z vlastnosti determinantu vyplyva, Ze € je n-linerani forma na R™ (cviceni). O



