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11. prednéska, 28. 4. 2026

15.3. Symetrické a antisymetrické bilinearni formy

Definice 15.3.1. Bilinearni forma S na vektorovém prostoru V je
o symetrickd, jestlize 5(u,v) = (v, u) pro libovolné u,v € V,
e antisymetrickd, jestlize S(u,v) = —B(v,u) pro libovolné u,v € V.

Priklad. (1) Eukleidovsky skalarni soucin je symetricka bilineérni forma.
(2) Zobrazeni 8: R? x R? — R,

() () =G 32)

je antisymetrické bilinearni forma na R2. O
Tvrzeni 15.3.1. Bud 8 bilinedrni forma na konecnérozmérném vektorovém prostoru.
Potom
(1) B je symetrickd prdavé tehdy, kdyz jeji matice vzhledem k libovolné bdzi je symet-
rickd,
(2) B je antisymetrickd prdvé tehdy, kdyZ jeji matice vzhledem k libovolné bazi je
antisymetrickd.
Diikaz. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, (v1,...,v,) jeho baze, 8 bilinearni
forma na V a B matice formy [ vzhledem k bazi (vy,...,v,).
(1) Je-li B symetricka, pak B} = B(vi,v;) = B(vj,v;) = Bg, takZe B je symetrickA.
Je-li B symetricka, pak pro libovolné u,v € V a jejich soufadnice x, resp. y plati
B(u,v) = "By = (B=B")

=2 BTy = (2" BTy je matice typu 1 x 1)

y)T =

= B(v,u),
takze B je symetricka.

(2) Druhou ¢ast tvrzeni lze dokazat obdobné. O

Tvrzeni 15.3.2. Bud'V vektorovyj prostor nad P a B bilinedrni forma na V. Potom exis-
tuje prdvé jedna symetrickd bilinedrni forma Bs a prdvé jedna antisymetrickd bilinedrnt
forma B, takové, Ze B = Bs + Bq. A to sice

Bs(uvv) = %(5(1%7))"’—6(”7“’)) a /Ba(uvv) = %(5(u77}> _ﬂ(vvu»'
Drikaz. Bilinearni forma (s definovana vztahem

Bs(ua U) = %(5(”7”) + B(Uvu))

je symetrickd (cviceni), bilinearni forma S, definovana vztahem

Ba(u> U) = %(ﬂ(uv ’U) - /B(U7 u))
je antisymetricka (cviceni) a

B(u,v) = Bs(u,v) + Ba(u,v).
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Bud'te 75 symetrick4 bilinearni forma a 7, antisymetricka bilinearni forma takové, Ze
B = 7s + 4. Potom pro libovolné u,v € V
Bu,v) = 7s(u, v) +Ya(u,v)
B, u) = 7s(v,u) +7a(v, u) = Vs(u,v) = Ya(u, ).
Sou¢tem téchto dvou rovnic dostaneme
s (u,0) = 3(Bu, v) + B(v,u)) = Bs(u, ),

odec¢tenim druhé rovnice od prvni dostaneme

'Ya(u7v) = %(ﬁ(uvv) - 5(2}’“)) = Ba(uvv)' U

Poznamka. Mnozina vSech bilinearnich forem na vektorovém prostoru s operacemi sci-
tani forem a nasobeni formy skaldrem tvofi vektorovy prostor. MnoZina vSech syme-
trickych bilinedrnich forem a mnozina vSech antisymetrickych bilinearnich forem jsou
podprostory prostoru. Podle predchoziho tvrzeni prostor vSech bilinearnich forem na
jednom prostoru je pfimym souctem téchto dvou podprostorii.

15.4. Kvadratické formy

V geometrii i fyzice se ¢asto vyskytuji kvadratické formy. Mezi nimi a symetrickymi
bilinearnimi formami je jednojednoznac¢né korespondence.

Definice 15.4.1. Bud 3: V x V — P bilinearni forma. Zobrazeni 3: V — P, B(v) =
B(v,v), je kvadratickd forma p¥islusna bilinearni formé g.

Priklad. Pro eukleidovsky skalarni soucin piislusna kvadratickd forma je zobrazeni,
které kazdému vektoru u z piislusného vektorového prostoru piitadi (u,u) = [jul|?. O

Kvadraticka forma je dana symetrickou ¢ésti bilinearni formy.

Lemma 15.4.1. Bud'j3 bilinedrni forma. Potom Bs je jedind symetrickd bilinedrni forma
takovad, Ze B = (5. Nawvic,

Bs(u,v) = 5(B(u +v) — B(u) — B(v)).
Diikaz.
Bv) = B(v,v) = Bs(v,v) + fa(v,v) = (Ba(v,v) = 0)
= Bs(v,v) = Bs(v).

Bud 7 symetricka bilinearni forma takova, ze § = 7. Potom

—_

F(u+v) =y(u+v,u+v) =y(u,u) + 2y(u,v) + y(v,v) =
=J(u) + 27(u,v) +¥(v).
7 toho dostaneme

Y(u,v) = 5 (Y(u+v) = 5(u) = F(v)) = 5 (Bu+v) = Bu) - Bv)) =

= 3(Bs(u+v,u +0) = B(u,u) — By(v,0)) =
%(58(U,u) + 55(“7’0) + Bs(vﬂu) + 55(0’0) - Bs(u’ u> B Bs(vjv)) -
= %268(157”) = 65(u’v)' N

Definice 15.4.2. Bud S bilinearni forma. Bilinearni forma 5, je polarizace kvadratické
formy /3.
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Tvrzeni 15.4.2. Budte 3, bilinedrni formy. Potom 3 = 7 prdvé tehdy, kdyz Bs = 7s.
Diikaz. Vyplyva z Lemmatu 15.4.1. O

Priklad. Mé&jme kvadratickou formu 3 na R?
Bz, 2?) = a(2')? + br'a? 4 c(z?)2
Potom

Bs((z',2%), (y', v?)) = az'y' + $ba'y® + Sby'a® + ca®y?. O

15.5. Kanonické tvary

Tvrzeni 15.5.1. KaZdd symetrickd matice nad P je kongruentni s diagondlni matict.

Ditkaz. Bud A symetrickd matice typu n x n. Jelikoz pfipad nulové matice je ziejmy,
predpokladejme, Ze A je nenulova. Prevedeme ji na diagonalni matici v n krocich, v i-tém
kroku vynulujeme prvky v i-tém fadku a i-tém sloupku mimo diagonalu, a to pomoci
kone¢né mnoha dvojic tprav, pri¢emz kazda dvojice tprav sestava z elementérni rad-
kové upravy a stejné elementérni sloupkové dpravy. Pro jednoduchost budeme matici po
provedeni dvojice dprav oznacovat také A. i-ty krok vypada nasledovné.
1. Je-li i-ty sloupek nulovy (a tedy i i-ty Fadek nulovy), v i-tém kroku nedélame
nic.
2. Jestlize Aﬁ = 0, pfi¢teme c-nasobek j-tého fadku k i-tému fadku a pak pricteme
c-nasobek j-tého sloupku k é-tému sloupku, kde j > i je takové, ze A} # 0, a ¢
volime takové, Zze ¢ # 0 a 2A§- + cAg- # 0. Potom A = c(2A§- + CA;) #0.
3. Pro kazdé j # i takové, ze Al # 0, piicteme (— A7 /Al)-nasobek i-tého fadku k j-
tému fadku a pak pri¢teme (—Aé- /A?)-nasobek i-tého sloupku k j-tému sloupku.
Potom A; = 0 pro kazdé j # i.

Po i-tém kroku mame blokové diagonalni matici

D; 0
0 G)’

kde D; je diagonalni matice typu ¢ x ¢ s prvky dy,...,d; na diagonéle.
Provedenim k dvojic tprav (vZdy fadkova a stejnéa sloupkova taprava) dostaneme ma-
tici

Bk:Pk...plAplT...P];r:Pk...PlA(pk...pl)T’

kde Pi,..., P jsou vhodné elementarni matice. Matice By je tedy symetrickd matice
kongruentni s matici A (viz Tvrzeni 15.2.5 a 15.2.6).
Po n-tém kroku mame diagonalni matici D s prvky di,...,d, na diagonéle, pficemz
D:Pm--~P1AP1T--~PnT1=Pm---P1A(Pm--~P1)T,
kde Py,..., P, jsou vhodné elementarni matice. Oznaé¢ime-li Q = (P, ---Py)T, potom
D = QT AQ a matici Q mizeme ziskat tak, Ze za¢neme s jednotkovou matici a provadime
jen uvedené sloupkové tupravy. O

Tvrzeni 15.5.2. Bud A symetrickd matice nad P.
(1) Jestlize P =R, potom A je kongruentni s diagondlni matici D takovou, Ze Df €
{0,1, =1} pro kazdé i. }
(2) Jestlize P = C, potom A je kongruentni s diagondlni matici D takovou, Ze D! €
{0,1} pro kazdé i.
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Diikaz. Podle piedchoziho tvrzeni A je kongruentni s diagonalni matici, kter4a mé na
diagonale prvky di,...,dy.
(1) Pro kazdé i takové, ze d; # 0, provedeme dvojici uprav: i-ty fadek vynasobime
1/4/]d;] a i-ty sloupek vynasobime 1/4/]d;|. Na misté (i, 1) potom bude d;/|d;| =
+1, takZe na diagonale budou jen prvky mnoziny {0, 1, —1}.
(2) Pro kazdé i takové, ze d; # 0, provedeme dvojici uprav: i-ty fadek vynasobime
z; a i-ty sloupek vynasobime z;, tedy na misté (i,7) potom bude dizg, takze
z; € C volime takové, aby d;2? = 1. Na diagonale pak budou jen prvky mnoZiny
{0,1}. O

Definice 15.5.1. Bud A symetrickd matice nad P. Diagondlni matice D kongruentni
s matici A takova, ze D! € {0,1, —1} (resp. D} € {0,1}) pro kazdé i, je kanonicky tvar
symetrické matice A vzhledem ke kongruentnosti.

Poznamka. Pocet nenulovych prvkia v diagonélni matici je roven poctu jejich nenulo-
vych radki, tedy jeji hodnosti. Hodnost matice se neméni elementarnimi dpravami, tedy
ani ndsobenim regularni matici, takze kongruentni matice maji stejnou hodnost a pocty
nenulovych prvki v kongruentnich diagonélnich maticich jsou stejné.

TakZe diagonalni matice D z diikazu Tvrzeni 15.5.1 sice neni urcena jednoznacné,
ale v8echny diagonalni matice kongruentni s matici A, véetné vSech jejich kanonickych
tvarli, maji stejny pocet nenulovych prvka na diagonale.

Tvrzeni 15.5.3. Pro kaZdou symetrickou bilinedrni formu na konecnérozmeérném vek-
torovém prostoru nad P existuje bdze tohoto prostoru takovd, Ze matice dané bilinedrni
formy vzhledem k této bdzi je v kanonickém tvaru.

Diikaz. Dusledek Tvrzeni 15.5.1 a 15.5.2. O



