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10. prednéska, 21. 4. 2026

14.11.2. Ortogonalni a unitarni matice

Definice 14.11.2. Ctvercova matice A nad R (resp. C) typu n X n je ortogondlni
(resp. unitdrni), jestlize (Au, Av) = (u,v) pro kazdé u,v € R™ (resp. C"), kde (, ) je
standardni skalarni sou¢in na R™ (resp. C").

Pfipomenime znaceni: Pro matici A = (A;) oznacujeme A = (I;)
Tvrzeni 14.11.5. Bud A ¢étvercovd matice nad R (resp. C) typu n x n. Ndasledujici
turzent jsou ekvivalentni:
(1) A je ortogondlni (resp. unitdrni);
(2) mnoZina sloupki matice A je ortonormdlni v R™ (resp. C") se standardnim ska-
larnim soucinem;
(3) ATA=FE (resp. A4 = E);
(4) AAT = E (resp. AAT = E);
(5) mnozina Tddkd matice A je ortonormdini v R™ (resp. C") se standardnim ska-
larnim soucinem;
(6) AT je ortogondlni (resp. unitdrni).
Driikaz. Jen pro redlny piipad.
[ 1y---5€En i " A e -
(1) = (2) Bud (e en) kanonicka baze R™. Potom Ae; = A? je i-ty sloupek matice
A a plati
(47, 45) = (Aei, Aej) = (eire5) = 5],
takze mnozina sloupkt matice A je ortonormalni.
(2) & (3)
(ATA); =Y (AT AY =Y AFAS = (47, 47).
k=1 k=1
(3) = (1) Jestlize ATA = E, potom pro kazdé u,v € R"
(Au, Av) = (Au)T(Av) = uTATAv = u"Ev = uTv = (u,v).
(3) < (4) Jestlize ATA = E, potom AT = A~ a AAT = AA~! = E. Obdobné druh4
implikace.
(4) < (5)
(AAT)S =Y ALAT)] =~ AL Ay, = (AL, AL).
k=1 k=1
4) = (6) Jestlize AAT = E, potom pro kazdé u,v € R"
( . P p ,
(ATu, ATv) = (ATu)"(ATw) = u"AATw = u" Bv = u"v = (u,v).
(6) = (5) Bud (eq,...,e,) kanonicka baze R™ Potom ATe; = (AT)? = Al je i-ty
radek matice A a plati
(AL, Al) = (ATe;, ATej) = (ei,ej) =67,
takze mnozina fadkt matice A je ortonormalni. g

Disledek. Je-li A ortogondlni (resp. unitdrni) matice, pak je requldrni a A~' = AT
(resp. A~! = ZT).
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Diikaz. Je-li A ortogonalni (resp. unitarni) matice, pak podle Tvrzeni 14.11.5 ATA = E
(resp. A'A= E), takze AT = A~ (resp. A= A7), O

Tvrzeni 14.11.6. Je-li A ortogondlni (resp. unitdarni) matice, pak det A = £1 (resp.
|det A| =1).

Diikaz.

l=detE = det(ZTA) = det A" det A = det Adet A = | det A?
Je-li det A € R, potom det A = +1. O
Cviceni. Dokazte, ze det A" = det A. O

Tvrzeni 14.11.7. Soucin ortogondlnich (resp. unitdrnich) matic je ortogondlni (resp.
unitdrni) matice.

Diikaz. Budte A, B ortogonalni (resp. unitarni) matice, ¢ili ATA = E a BTB = E (resp.
A'A=FaB' B=E). Potom
(AB)TAB=B"ATAB=B"B=FE (resp. AB AB=B A AB=B'B=FE).0]

14.11.3. Ortogonalni transformace a ortogonalni matice

Tvrzeni 14.11.8. Bud f linedrni transformace konecnérozmeérného prostoru se skaldr-
nim soucinem a A jeji matice vzhledem k ortonormdlni bdzi. Pak f je shodnost prdvé
tehdy, kdyz matice A je ortogondini.

Diikaz. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, (e, . .., e,) jeho ortonormalni baze. Sloupky
A? matice A jsou soutfadnice vektort f(e;) vzhledem k bazi (ey,...,ey), ¢ili

f(el) = Z Afek.
k=1

Podle Tvrzeni 14.11.2 f je shodnost pravé tehdy, kdyz (f(e1),..., f(en)) je ortonor-
malni baze, a to je pravé tehdy, kdyz pro kazdé 4,5 € {1,...,n}

(f(es), f(eg)) = 5?, kde 5; je Kroneckerovo delta.

Ale
(f(er), fleg) = (Z Afer, ZAgel) =Y > ArAl(ere) =
k=1 I=1 k=1 I=1
n n =T n o n T
k=1 1=1 k=1 k=1
—T j
¢ili f je shodnost pravé tehdy, kdyz ATA = E, tedy kdyZ A je ortogonélni. 0

14.11.4. Matice prechodu mezi ortonormalnimi bazemi

Tvrzeni 14.11.9. Matice prechodu od ortonormdlni bdze k ortonormdlni bdzi prostoru
se skaldrnim soucinem je ortogondlni (resp. unitdrni).

Diikaz. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem, ¢ = (e1,...,e,) a f = (f1,..., fn) jeho
ortonormaln{ béaze, () matice pfechodu od baze ¢ k bazi f. Podle Tvrzeni 14.5.1

n

e = Z(ei;fk)fka i QF = (e, fr).

k=1
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Potom
(@TQ); :Z kQ] ZQ@ Q] - Z(ei7fk)(ejvfk) :Z(ej7(6ivfk)fk) =
k=1 k=1 k=1
= <€j, (ez‘,fk)fk> = (ej, i) = 0,
k=1
takze
Q'Q=FE amatice Q je ortogonalni (resp. unitarni). O

Dausledek. Bud QQ matice piechodu od ortonormdini bdze k ortonormdini bdzi eukleidov-
ského prostoru. Potom

det O 1, jestlize uvedené bdze maji stejnou orientaci,
et Q = o i S . .
—1, jestlize uvedené bdze nemaji stejnou orientaci.

Drikaz. Tvrzeni vyplyva z Tvrzeni 14.11.9 a 14.11.6. ]
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15. BILINEARNI A KVADRATICKE FORMY

V celé kapitole P = R nebo P = C a vektorové prostory jsou nad P.

15.1. Bilinearni formy

Definice 15.1.1. Bud V vektorovy prostor nad P, kde P = R nebo P = C. Bilinedrni
forma na prostoru V je zobrazeni 5: V x V — P takové, Ze pro libovolné u,v,w € V

aacP
B(u+vaw) :ﬁ(u,w)+ﬁ(v,w), B(au>w) :aﬁ(u>w)v
B(u>v+w) ZIB(U,’U)—FIB(U,’LU), /B(uaaw) :alg(u7w)?

(linearita v prvnim a druhém argumentu).

Priklad. (1) Eukleidovsky skalarni soucin je bilinearni forma.

(2) Zobrazeni 3: R? x R? — R,

1 1 1.1
T Yy _ -y
2(Ge) () = (2 3
je bilinearni forma na R2.
(3) Bud B ¢tvercova matice typu n x n nad R. Potom zobrazeni fp: R™ x R" — R,

n n n n
Bple,y) =aTBy=> o' Byl =3 > Bja'y’
i=1  j=1 i=1 j=1
je bilinearni forma na R™.

Napriklad, pro

1 2
5=(5 1)
1
1 2) <y ) = xlyl + 2x1y2 + 3:1:23/1 + 4x2y2. O

BB(xuy) = ‘TTBy = (xl 1.2) (3 4 y2

15.2. Matice bilinearni formy

Definice 15.2.1. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, (v1,...,v,) jeho béaze
a (3 bilinearni forma na V. Matice, ktera v i-tém fadku a j-tém sloupku ma 5(v;, vj),

je matice bilinedrni formy 8 vzhledem k bdzi (v1,...,vy).

Tvrzeni 15.2.1. Bud'V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, v = (v1,...,v,) jeho bdze,
u,v €V, (zt, ... 2"), resp. (y',...,y") jejich souradnice vzhledem k bdzi v, 3 bilinedrni

forma na V a B matice formy B vzhledem k bdzi v. Potom

n n
B(u,v) =z "By = ZZB;a:ZyJ

i=1 j=1
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=1 7j=1 =1 j=1
n
o -
= szij;- =z By. O
i=1 j=1
Tvrzeni 15.2.2. Bud V n-rozmérny vektorovy prostor nad P, v = (v1,...,v,) jeho baze

a B matice typu n X n nad P. Zobrazeni B:V xV — P,
B(u,v) =z "By pro kazdé u,v €'V,

kde x,y jsou soutadnice vektori w, resp. v vzhledem k bdzi v, je bilinedrni forma na V
a jeji matice vzhledem k bdzi v je B.

Diikaz. Pro libovolné u,v,w € V, jejich soufadnice x,y, 2z vzhledem k bazi v a a € P
plati

Blu+v,w)=(x+y) Bz=(z' +y")Bz=x"Bz+y Bz =
= B(u,w) + B(v,w)

Blau,v) = (azx)"By = ax' By =
= afB(u,v).

Linearita ve druhém argumentu se ovéi obdobné (cviceni).

Dale,
B(vi,v;) = e] Bej = Bj,

kde e;, e jsou i-ty a j-ty vektory kanonické baze R", ¢ili B je matice bilinedrni formy 3
vzhledem k béazi b. U

Obdobné jako u matice linearni transformace zménou béze se méni i matice bilinearni
formy.

Tvrzeni 15.2.3. Bud'V n-rozmérny vektorovy prostor, u = (uy,...,uy), 0 = (v1,...,0y)
jeho baze, Qu, matice prechodu od bdze v k bdzi u, B8 bilinedrni forma na V, B, matice
formy B vzhledem k bdzi u a B, matice formy 8 vzhledem k bdzi v. Potom

(Bn)z‘ = Z Z(Qnu)?(@nu)é‘ (Bu);ga

k=11=1

Bn = QZ;BuQUu-

Diikaz. Pro piehlednost zapisu oznacme Q = Qp,. Potom

n n
k l
vi=» Qhur a v =Y Qhu,
k=1 =1

takze

(Bo)i = Blussy) — B (z quk,zcz;ul> _
k=1 =1

=3 QFQNB(uk,w) =D > QFQL(BYF =

k=1 1=1 k=1 1=1

=3 > @DiBIQ) = (QTB.Q); .
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Cviceni. Dokazte, ze B, = QIanQun- ]

Definice 15.2.2. Matice A, B jsou kongruentni, jestlize existuje regularni matice @)
takova, ze A = QTBQ.

Je-li Q ortogonalni matice, tedy Q7 = Q~!, potom jsou matice A, B podobné i kon-
gruentni.
Kongruentni matice vyjadiuji jednu a tutéz bilineadrni formu v riznych bézich.

Tvrzeni 15.2.4. Kongruentnost ctvercovijch matic je relace ekvivalence.
Diikaz. Cviceni. ]

Tvrzeni 15.2.5. Matice kongruentni se symetrickou (antisymetrickou) matici je syme-
trickd (antisymetrickd).

Driikaz. Cviceni. ]

s ov o

Tvrzeni 15.2.6. Elementdrni radkovou upravou ctvercové matice a stejnou elementdrni
sloupkovou upravou takto ziskané matice, dostaneme matici kongruentni s pivodni ma-
tict.

Diikaz. Bud A &tvercova matice. Elementarni fadkovou tpravou matice A ziskdme ma-
tici QA, kde @ je vhodna elementarni matice. Stejnou elementarni sloupkovou tpravou
matice A ziskime matici AQT. Témito dvémi tpravami tedy dostaneme matici QAQ,
coZ je matice kongruentni s matici A, protoZe elementarni matice jsou regularni. ]



