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1. pfednaska, 17. 2. 2026

10. VEKTOROVE PODPROSTORY

10.1. Definice, priklady, zadkladni vlastnosti

Definice 10.1.1. Budte V' vektorovy prostor nad polem P a U C V. U je vektorovy
podprostor prostoru V, jestlize
(i) 0 € U;
(ii) w1 + ug € U pro kazdé uj,up € U (uzavienost na séitani);
(ili) pu € U pro kazdé u € U a kazdé p € P (uzavienost na nasobeni skalarem).

Podle (iii) pro kazdy vektor v € U mame —u = (—1) - u € U, ¢ili s kazdym vektorem
lezi v U i vektor k nému opa¢ny. To spolu s (i) a (ii) znamené, Ze podprostor je podgrupa
abelovské grupy (V,+,0, —).

Axiomy vektorového prostoru jsou splnény na V' a tim spiSe na U (cviceni). Tudiz,
podobné jako u ostatnich algebraickych podstruktur, podprostor je sim téz vektorovym
prostorem.

Priklad. (1) V kazdém vektorovém prostoru je nulovy podprostor obsahujici jen nulovy
vektor.

(2) Kazdy prostor je sam svym podprostorem.
(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovéite).

(4) {(a,0)| a € R} je podprostor vektorového prostoru R? nad polem R (ovéite). O

Tvrzeni 10.1.1. MnoZina vSech TeSeni homogenni soustavy linedrnich rovnic o n ne-
zndmijch s matici A nad polem P je podprostor prostoru P" s dimenzi n — rank A.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z kapitoly 3.5. Kazdd homogenni soustava rovnic ma nulové
FeSeni, soucet feSeni je TeSeni a skalarni nasobek feSeni je feSeni. Mnozina vSech FeSeni
tedy mé vlastnosti pozadované v definici vektorového podprostoru. Navic, fundamentalni
systém feSeni ma n — rank A prvka a tvori bazi prostoru vSech feSeni. O

Mnoho dalsich piikladi muZzeme ziskat jako linearni obaly.

Tvrzeni 10.1.2. Bud W podmnoZina vektorového prostoru V nad polem P. Potom:

(1) [W7] je podprostor prostoru V.
(2) Je-li U podprostor V' obsahugici W, pak [W] C U.

Diikaz. (1) UkaZzeme, ze mnozina [W] splituje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): Je-li W = ), potom [W] = {0}, takze 0 € [W]. Je-li W # 0,
potom pro libovolny vektor v € W je 0 = Ov € [W]. Podminka (ii): Jsou-li u,v € [W],
potom u = zluy + - - - + 2™u,, a v = ylog + - - - + y™v, pro néjaké xt,y/ € P, u;, v € W
am,n €N. Tedy u+v = zluy + -+ 2™ up +y'vy + - -+ y"v, € [W]. Podminka (iii):
Cviceni.

(2) Bud w € [W], tedy w = xlw; + - -+ + 2w, pro néjaké * € P, w; € W an € N.
Jelikoz W C U, v8echny vektory w; jsou prvky U, a jelikoz U je vektorovy podprostor,
tedy uzavieny na nasobeni skalarem a s¢itdni vektori, w € U. O



120 Vektorové podprostory
Tudiz, [W] je nejmensi podprostor prostoru V' obsahujici mnozinu W.

Tvrzeni 10.1.3. Bud' V' konecnérozmérnyj prostor a U jeho podprostor. Potom:
(1) U je konecnérozmérny a dimU < dim V.
(2) dimU = dim V prdvé tehdy, kdyz U = V.

Diikaz. (1) Je-li U nulovy prostor, potom je O-rozmérny. Jestlize U # {0}, existuje
up € U\ {0} aje-li U = Ju1], pak je l-rozmérny. Takto miuZeme pokracovat. Jestlize
U # [ui,...,uk—1], existuje up, € U \ [u1,...,ux—1], a je-li U = [ui,...,ux], pak je
k-rozmérny.

MnoZina {u1, ..., ut} je linedrné nezavisla, protoze zadny z jejich vektorii neni linearni
kombinaci predchozich. Podle Tvrzeni 9.2.5 linearné nezavisla mnozina nemé vice prvki
nez mnozina generatori, takze pro n&jaké m < dim 'V dostaneme U = Juq, ..., uy], ¢ili
dimU < dimV.

(2) Podle piedchoziho bodu U je kone¢nérozmérny, takze podle Tvrzeni 9.3.1 ma bazi
(U1, ...,up). Jestlize dimU = dimV, pak {u,...,u,} je n-prvkova linedrné nezavisla
mnozina v n-rozmérném prostoru V, ¢ili podle Dusledku Tvrzeni 9.3.3 (ui,...,u,) je
také baze prostoru Va U = V.

Jestlize U =V, pak samoziejmé dim U = dim V. U

Dusledek. Vektorovy prostor, ktery mda nekonecnérozmérny podprostor, je nekonecne-
TOZMETNY.

Priklad. Prostor C"R v8ech funkci R — R, spojitych se vS8emi derivacemi aZ do radu
r véetné, je nekone¢nérozmérny, protoze obsahuje podprostor polynomt R[z], ktery je
nekoneénérozmérny. O

Priklad. (1) Podprostory R.
(2) Podprostory R2.
(3) Podprostory R3. O



