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1. přednáška, 17. 2. 2026

10. Vektorové podprostory

10.1. Definice, příklady, základní vlastnosti

Definice 10.1.1. Buďte V vektorový prostor nad polem P a U ✓ V. U je vektorový
podprostor prostoru V, jestliže

(i) 0 2 U ;
(ii) u1 + u2 2 U pro každé u1, u2 2 U (uzavřenost na sčítání);
(iii) pu 2 U pro každé u 2 U a každé p 2 P (uzavřenost na násobení skalárem).

Podle (iii) pro každý vektor u 2 U máme �u = (�1) · u 2 U , čili s každým vektorem
leží v U i vektor k němu opačný. To spolu s (i) a (ii) znamená, že podprostor je podgrupa
abelovské grupy (V,+, 0,�).

Axiomy vektorového prostoru jsou splněny na V a tím spíše na U (cvičení). Tudíž,
podobně jako u ostatních algebraických podstruktur, podprostor je sám též vektorovým
prostorem.

Příklad. (1) V každém vektorovém prostoru je nulový podprostor obsahující jen nulový
vektor.
(2) Každý prostor je sám svým podprostorem.
(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ověřte).
(4) {(a, 0)| a 2 R} je podprostor vektorového prostoru R2 nad polem R (ověřte). ⇤

Tvrzení 10.1.1. Množina všech řešení homogenní soustavy lineárních rovnic o n ne-
známých s maticí A nad polem P je podprostor prostoru Pn s dimenzí n� rankA.

Důkaz. Tvrzení vyplývá z kapitoly 3.5. Každá homogenní soustava rovnic má nulové
řešení, součet řešení je řešení a skalární násobek řešení je řešení. Množina všech řešení
tedy má vlastnosti požadované v definici vektorového podprostoru. Navíc, fundamentální
systém řešení má n� rankA prvků a tvoří bázi prostoru všech řešení. ⇤

Mnoho dalších příkladů můžeme získat jako lineární obaly.

Tvrzení 10.1.2. Buď W podmnožina vektorového prostoru V nad polem P. Potom:
(1) [[W ]] je podprostor prostoru V.
(2) Je-li U podprostor V obsahující W, pak [[W ]] ✓ U .

Důkaz. (1) Ukážeme, že množina [[W ]] splňuje podmínky (i)–(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podmínka (i): Je-li W = ;, potom [[W ]] = {0}, takže 0 2 [[W ]]. Je-li W 6= ;,
potom pro libovolný vektor v 2 W je 0 = 0v 2 [[W ]]. Podmínka (ii): Jsou-li u, v 2 [[W ]],
potom u = x1u1 + · · ·+ xmum a v = y1v1 + · · ·+ ynvn pro nějaké xi, yj 2 P , ui, vj 2 W
a m,n 2 N. Tedy u+ v = x1u1 + · · ·+ xmum + y1v1 + · · ·+ ynvn 2 [[W ]]. Podmínka (iii):
Cvičení.

(2) Buď w 2 [[W ]], tedy w = x1w1 + · · ·+ xnwn pro nějaké xi 2 P , wi 2 W a n 2 N.
Jelikož W ✓ U , všechny vektory wi jsou prvky U , a jelikož U je vektorový podprostor,
tedy uzavřený na násobení skalárem a sčítání vektorů, w 2 U . ⇤
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Tudíž, [[W ]] je nejmenší podprostor prostoru V obsahující množinu W .

Tvrzení 10.1.3. Buď V konečněrozměrný prostor a U jeho podprostor. Potom:
(1) U je konečněrozměrný a dimU  dimV .
(2) dimU = dimV právě tehdy, když U = V .

Důkaz. (1) Je-li U nulový prostor, potom je 0-rozměrný. Jestliže U 6= {0}, existuje
u1 2 U \ {0} a je-li U = [[u1]], pak je 1-rozměrný. Takto můžeme pokračovat. Jestliže
U 6= [[u1, . . . , uk�1]], existuje uk 2 U \ [[u1, . . . , uk�1]], a je-li U = [[u1, . . . , uk]], pak je
k-rozměrný.

Množina {u1, . . . , uk} je lineárně nezávislá, protože žádný z jejích vektorů není lineární
kombinací předchozích. Podle Tvrzení 9.2.5 lineárně nezávislá množina nemá více prvků
než množina generátorů, takže pro nějaké m  dimV dostaneme U = [[u1, . . . , um]], čili
dimU  dimV .

(2) Podle předchozího bodu U je konečněrozměrný, takže podle Tvrzení 9.3.1 má bázi
(u1, . . . , un). Jestliže dimU = dimV, pak {u1, . . . , un} je n-prvková lineárně nezávislá
množina v n-rozměrném prostoru V, čili podle Důsledku Tvrzení 9.3.3 (u1, . . . , un) je
také báze prostoru V a U = V.

Jestliže U = V, pak samozřejmě dimU = dimV. ⇤

Důsledek. Vektorový prostor, který má nekonečněrozměrný podprostor, je nekonečně-
rozměrný.

Příklad. Prostor CrR všech funkcí R ! R, spojitých se všemi derivacemi až do řádu
r včetně, je nekonečněrozměrný, protože obsahuje podprostor polynomů R[x], který je
nekonečněrozměrný. ⇤

Příklad. (1) Podprostory R.
(2) Podprostory R2.
(3) Podprostory R3. ⇤


