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6. přednáška, 4. 11. 2025

Tvrzeńı 4.1.2. Bud’te f, g, h 2 P [x]. Potom

(1) f + g = g + f ,
(2) f + (g + h) = (f + g) + h,
(3) f + 0 = f ,
(4) f + (�f) = 0,

(5) f · g = g · f ,
(6) f · (g · h) = (f · g) · h,
(7) f · 1 = f ,
(8) f · (g + h) = f · g + f · h.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Tvrzeńı 4.1.3. Necht’ f, g, h 2 P [x], fg = fh a f 6= 0. Pak g = h.

D̊ukaz. Jestliže fg = fh, pak f(g � h) = 0 a aspoň jeden z polynomů f a g � h je
nulový. Podle předpokladu f 6= 0, takže g � h = 0 a g = h. ⇤

Podobně jako v př́ıpadě matic nebo v př́ıpadě prvk̊u nějakého pole je možné definovat
inverzńı polynom.

Definice 4.1.7. Bud’te f, g 2 P [x]. Polynom g je inverzńı k polynomu f , jestliže
fg = gf = 1. Inverzńı polynom k polynomu f znač́ıme f�1. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzńı, je invertibilńı. Množina všech invertibilńıch prvk̊u P [x]
nebo P se znač́ı P [x]⇤, resp. P ⇤.

Tvrzeńı 4.1.4. Invertibilńı polynomy jsou právě nenulové konstantńı polynomy (tedy
polynomy stupně 0).

D̊ukaz. Existuje-li k polynomu f inverze f�1, potom ff�1 = 1 a oba polynomy f, f�1

jsou nenulové. Dále deg f  deg f +deg f�1 = deg(ff�1) = deg 1 = 0. Takže deg f = 0
a f je tedy nenulový konstantńı polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulový konstantńı polynom, můžeme ho ztotožnit
s př́ıslušným prvkem pole, ke kterému d́ıky vlastnostem pole existuje prvek inverzńı
a ten zase můžeme ztotožnit s př́ıslušným polynomem, který je tedy inverzńı k f . ⇤

Nyńı se budeme věnovat dělitelnosti polynomů. Teorie dělitelnosti polynomů a teorie
dělitelnosti celých č́ısel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. Bud’te f, g 2 P [x]. Polynom g děĺı polynom f , jestliže existuje poly-
nom h 2 P [x] takový, že f = gh. Pak také polynom g je dělitel polynomu f a polynom
f je dělitelný polynomem g. Zapisujeme g | f .

Cvičeńı. Jestliže g | f a f 6= 0, pak deg g  deg f . ⇤

Př́ıklad. (1) x | x2 � x, protože x2 � x = x(x� 1).

(2) x neděĺı x2 + 1. Aby x · h byl polynom stupně 2, h muśı být stupně 1, ale pro
jakýkoliv polynom h = a1x+ a0 stupně 1 plat́ı x · h = a1x2 + a0x. ⇤

Cvičeńı. (1) Ukažte, že x� 1 | xn � 1 pro každé celé n > 1.

(2) Ukažte, že relace | je reflexivńı a tranzitivńı. ⇤

Tvrzeńı 4.1.5. Bud’te f, g, h 2 P [x].

(1) f | f a f | 0.
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(2) Jestlǐze f | g a g | h, pak f | h.
(3) Jestlǐze f | g a f | h, pak f | (g + h).
(4) Jestlǐze f | g, pak f | (gh).
(5) Jestlǐze fg | fh a f 6= 0, pak g | h.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Podobně jako v př́ıpadě celých č́ısel i v př́ıpadě polynomů existuje děleńı se zbytkem
(nebo neúplné děleńı).

Tvrzeńı 4.1.6. Bud’te f, g 2 P [x], g 6= 0. Pak existuje právě jedna dvojice q, r 2 P [x]
taková, že

(i) f = gq + r;
(ii) bud’ r = 0 nebo deg r < deg g.

D̊ukaz. Jestliže f = 0, tak pro dvojici q = 0, r = 0 jsou splněny podmı́nky (i) a (ii).
Předpokládejme, že f 6= 0. Položme q0 = 0 a r0 = f a definujme rekurzivně

qi+1 = qi +
lc ri
lc g

· xdeg ri�deg g, ri+1 = ri �
lc ri
lc g

· xdeg ri�deg g · g.

Potom pro každé i plat́ı f = gqi + ri a bud’ ri+1 = 0 nebo deg ri+1 < deg ri. Proto pro
nějaké i bud’ ri = 0 nebo deg ri < deg g. V takovém př́ıpadě v rekurzi nepokračujeme
a posledńı dvojice qi, ri je hledaná dvojice q, r.

Ještě je třeba dokázat jednoznačnost. Předpokládejme, že pro dvojice q1, r1 a q2, r2
jsou splněny podmı́nky (i) a (ii). Tedy,

f = gq1 + r1 = gq2 + r2, čili g(q1 � q2) = r2 � r1 a g | r2 � r1 (1)

r1 = 0 nebo deg r1 < deg g (2)

r2 = 0 nebo deg r2 < deg g. (3)

Kdyby r2 � r1 6= 0, tak z (1) vyplývá, že deg g  deg(r2 � r1), zat́ımco z (2) a (3)
vyplývá, že deg(r2 � r1) < deg g. Dostáváme spor, takže r2 � r1 = 0, čili r1 = r2.
Vzhledem k tomu, že g 6= 0, z g(q1 � q2) = 0 vyplývá, že q1 � q2 = 0, čili q1 = q2. ⇤

Definice 4.1.9. V předchoźım tvrzeńı q je částečný pod́ıl (pod́ıl, je-li r = 0) polynomů
f a g (v tomto pořad́ı) a r je př́ıslušný zbytek.

Je zřejmé, že g | f právě tehdy, když zbytek při (částečném) pod́ılu polynomů f a g
je roven nule.

Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],
f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Tedy q0 = 0, r0 = f a polynomy q1, . . . , q4 a r1, . . . , r4 je možné źıskat pomoćı schématu

(x5 + 2x3 + 2x+ 4)
�(x5 + x4 + 2x3)

r1 = �x4 + 2x+ 4
�(�x4 � x3 � 2x2)

r2 = x3 + 2x2 + 2x+ 4
�(x3 + x2 + 2x)

r3 = x2 + 4
�(x2 + x+ 2)

r4 = �x+ 2

: (x2 + x+ 2) = x3|{z}
q1

�x2

| {z }
q2

+x

| {z }
q3

+1

| {z }
q4

+ �x+2
x2+x+2
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Čili

q0 = 0 r0 = x5 + 2x3 + 2x+ 4

q1 = x3 r1 = �x4 + 2x+ 4

q2 = x3 � x2 r2 = x3 + 2x2 + 2x+ 4

q3 = x3 � x2 + x r3 = x2 + 4

q4 = x3 � x2 + x+ 1 r4 = �x+ 2

a je snadné ověřit, že f = gqi + ri pro každé i 2 {0, 1, 2, 3, 4}.
Jelikož deg r4 = 1 < 2 = deg g,

částečný pod́ıl q = q4 = x3 � x2 + x+ 1 a zbytek r = r4 = �x+ 2.

Tedy

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 = gq+ r = (x2 + x+ 2) · (x3 � x2 + x+ 1) + (�x+ 2). ⇤

Definice 4.1.10. Nenulový polynom, jehož vedoućı koeficient je 1, je normovaný.

Je-li f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 nenulový polynom s lc f = an 6= 0, pak

f̄ =
1

lc f
f = xn +

an�1

an
xn�1 + · · ·+ a1

an
x+

a0
an

je normovaný polynom. Polynomy f, f̄ jsou z hlediska dělitelnosti rovnocenné (f | f̄ a
f̄ | f).

Lemma 4.1.7. Bud’te f, g normované polynomy takové, že f | g a g | f . Potom f = g.

D̊ukaz. Předpokládejme, že f | g a zároveň g | f . Potom existuj́ı polynomy p, q 2 P [x]
tak, že g = fp a f = gq. Máme f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, q jsou tedy nenulové
konstantńı polynomy a 1 = lc g = lc(fp) = lc f · lc p = 1 · p = p. Takže g = fp = f . ⇤

Relace dělitelnosti mezi normovanými polynomy je tedy nav́ıc antisymetrická, čili je
to uspořádáńı a máme uspořádanou množinu všech normovaných polynomů.

4.2. Největš́ı společný dělitel

Definice 4.2.1. Bud’te f, g 2 P [x]. Polynom d 2 P [x] je nejvěťśı společný dělitel
polynomů f, g, jestliže

(1) d | f a d | g;
(2) když h 2 P [x], h | f a h | g, pak h | d;
(3) d je normovaný.

Zapisujeme d = D(f, g).

Definice 4.2.2. Polynomy, jejichž největš́ı společný dělitel je 1, jsou nesoudělné.

Př́ıklad. (1) D(2x, x2) = x.

(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudělné. Oba polynomy jsou stupně 1, proto jejich
dělitele jsou stupně bud’ 1 nebo 0. Lineárńı dělitele polynomu x jsou cx, kde c 2 P , ale
žádný z nich neńı dělitelem x + 1. Společné dělitele polynomů x a x + 1 jsou tedy jen
nenulové konstantńı polynomy a jelikož největš́ı společný dělitel je nav́ıc normovaný,
D(x, x+ 1) = 1.
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(3) Pokud f = g = 0, pak neexistuje jejich největš́ı společný dělitel.

(4) Pro f 6= 0 D(f, 0) = f̄ . ⇤

Tvrzeńı 4.2.1 (Eukleid̊uv algoritmus). Bud’te f, g 2 P [x] nenulové polynomy. Bud’
r0, r1, r2, r3, . . . posloupnost polynom̊u taková, že r0 = f , r1 = g a jsou-li známy ri, ri+1,
pak ri+2 źıskáme neúplným děleńım polynomu ri polynomem ri+1:

ri = ri+1qi + ri+2, bud’ ri+2 = 0 nebo deg ri+2 < deg ri+1.

Potom existuje index N takový, že rN�1 6= 0 a rN = 0.

D̊ukaz. Jelikož deg g = deg r1 > deg r2 > deg r3 > . . . je klesaj́ıćı posloupnost nezápor-
ných celých č́ısel, existuje N 2 N takové, že rN�1 6= 0 a rN = 0. ⇤

Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],
f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Tedy r0 = f , r1 = g a už v́ıme, že f = g · (x3 � x2 + x+ 1) + (�x+ 2), takže

r2 = �x+ 2 a q0 = x3 � x2 + x+ 1.

Děleńım polynomu r1 polynomem r2

(x2 + x+ 2)
�(x2 � 2x)

3x+ 2
�(�3x� 6)

8

: (�x+ 2) = �x� 3 + 8
�x+2

dostaneme

r3 = 8 a q1 = �x� 3.

Děleńım polynomu r2 polynomem r3

(�x+ 2)
�(�x)

2
�2

0

: (8) = �x
8 + 2

8

dostaneme

r4 = 0 a q2 = �x

8
+

2

8
.

V tomto př́ıpadě tedy N = 4. ⇤

Tvrzeńı 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichž aspoň jeden je nenulový, existuje
právě jeden jejich nejvěťśı společný dělitel.

D̊ukaz. Bud’te f, g 2 P [x]. Je-li f 6= 0 a g = 0, D(f, 0) = f̄ . Předpokládejme, že f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleid̊uv algoritmus. Bud’ N 2 N takové, že rN�1 6= 0 a rN = 0.

Označme d = r̄N�1 (normovaný polynom). Zřejmě d | rN�1 a d | rN . Je-li d dělitel
polynomů ri+1 a ri+2, pak je dělitel i polynomu ri = ri+1qi + ri+2. Postupně tedy
dostaneme, že d | ri pro všechna i 2 {0, . . . , N}, včetně d | r1 = g a d | r0 = f .

Bud’ h 2 P [x] takové, že h | f = r0 a h | g = r1. Je-li h dělitel polynomů ri a ri+1,
pak je dělitel i polynomu ri+2 = ri � ri+1qi. Takto postupně dostaneme, že h | ri pro
všechna i 2 {0, . . . , N}, včetně h | rN�1 = d. Tedy, d = D(f, g).

Bud’te d1, d2 největš́ı společné dělitele polynomů. Podle definice největš́ıho společného
dělitele d1 | d2 a d2 | d1 a jelikož d1, d2 jsou normované, d1 = d2. ⇤
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Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Už v́ıme, že N = 4 a r3 = 8, čili D(f, g) = r̄3 = 1. ⇤

Tvrzeńı 4.2.3 (Bézoutova věta). Bud’te f, g 2 P [x] polynomy, z nichž aspoň jeden je
nenulový. Pak existuj́ı polynomy u, v 2 P [x] takové, že D(f, g) = fu+ gv.

D̊ukaz. Označme I = {fu + gv | u, v 2 P [x]}. V množině I existuje normovaný prvek
minimálńıho stupně, označme jej d. Tedy, d = fu+ gv pro nějaká u, v 2 P [x].

Po děleńı se zbytkem dostaneme f = dq + r, kde bud’ r = 0 nebo deg r < deg d.
Zároveň r = f � dq = f � (fu+ gv)q = f(1� uq) + g(�vq) 2 I. Kdyby r 6= 0, byl by to
nenulový prvek I stupně nižš́ıho než deg d. Takže r = 0 a tedy d | f . Analogicky d | g.

Bud’ h 2 P [x] společný dělitel f a g. Pak h je dělitel i polynomu fu+ gv = d. Tedy,
d = D(f, g). ⇤

Pomoćı Rozš́ı̌reného Eukleidova algoritmu lze źıskat nejen D(f, g), ale i polynomy
u, v z předchoźıho tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.2.4 (Rozš́ı̌rený Eukleid̊uv algoritmus). Bud’te f, g 2 P [x] nenulové poly-
nomy. Bud’te r0, r1, r2, . . . , rN�1 a q0, q1, q2, . . . , qN�3 posloupnosti polynom̊u z Euklei-
dova algoritmu. Bud’te

u0 = 1, u1 = 0, u2, . . . , uN�1,

v0 = 0, v1 = 1, v2, . . . , vN�1,

posloupnosti polynom̊u takové, že ui = ui+1qi + ui+2 a vi = vi+1qi + vi+2 pro všechna
i 2 {0, . . . , N � 3}. Potom rN�1 = fuN�1 + gvN�1 a označ́ıme-li

u =
1

lc rN�1
uN�1 a v =

1

lc rN�1
vN�1,

pak D(f, g) = fu+ gv.

D̊ukaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle předpoklad̊u

r0 = f, r1 = g, u0 = 1, u1 = 0, v0 = 0, v1 = 1

a pro i 2 {0, . . . , N � 3}

ri = ri+1qi + ri+2, tedy ri+2 = ri � ri+1qi, (4)

ui = ui+1qi + ui+2, tedy ui+2 = ui � ui+1qi, (5)

vi = vi+1qi + vi+2, tedy vi+2 = vi � vi+1qi. (6)

Matematickou indukćı ukážeme, že ri = fui + gvi pro všechna i 2 {0, . . . , N � 1}. Plat́ı

r0 = f = f · 1 + g · 0 = f · u0 + g · v0,
r1 = g = f · 0 + g · 1 = f · u1 + g · v1.

Předpokládejme, že pro nějaké k plat́ı

rk = fuk + gvk, (7)

rk+1 = fuk+1 + gvk+1. (8)
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Potom

rk+2 = (podle (4))

= rk � rk+1qk = (podle (7), (8))

= fuk + gvk � (fuk+1 + gvk+1)qk =

= f(uk � uk+1qk) + g(vk � vk+1qk) = (podle (5), (6))

= fuk+2 + gvk+2.

Takže, vztah ri = fui + gvi plat́ı pro i = 0, i = 1 a když plat́ı pro i = k a i = k + 1,
pak plat́ı pro i = k + 2. Z toho vyplývá, že plat́ı pro každé i 2 {0, . . . , N � 1}. Zbytek
tvrzeńı je zřejmý. ⇤

Př́ıklad. Bud’te f, g 2 R[x],
f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Už v́ıme, že D(f, g) = 1, N = 4,

r0 = x5 + 2x3 + 2x+ 4 q0 = x3 � x2 + x+ 1

r1 = x2 + x+ 2 q1 = �x� 3

r2 = �x+ 2

r3 = 8

u0 = 1 v0 = 0

u1 = 0 v1 = 1.

Dále

u0 = u1q0 + u2

1 = 0 · q0 + u2 implikuje u2 = 1,

v0 = v1q0 + v2

0 = 1 · q0 + v2 implikuje v2 = �q0 = �x3 + x2 � x� 1,

u1 = u2q1 + u3

0 = 1 · q1 + u3 implikuje u3 = �q1 = x+ 3,

v1 = v2q1 + v3

1 = �q0 · q1 + v3 implikuje v3 = 1 + q0q1 = �x4 � 2x3 + 2x2 � 4x� 2.

Lze snadno ověřit, že r3 = fu3 + gv3, a když

u =
x

8
+

3

8

v = �x4

8
� x3

4
+

x2

4
� x

2
� 1

4

pak D(f, g) = 1 = fu+ gv. ⇤

4.3. Ireducibilńı polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilńı nad polem P, jestliže je součinem dvou nekon-
stantńıch polynomů nad polem P. Polynom je ireducibilńı nad polem P, jestliže neńı
konstantńı a neńı reducibilńı nad polem P.
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Pro polynom z P [x] označeńım reducibilńı, resp. ireducibilńı se mysĺı reducibilńı nad
P, resp. ireducibilńı nad P.

Je-li polynom f reducibilńı a f = g · h, kde g, h jsou nekonstantńı polynomy, ř́ıká
se také, že g · h je rozklad polynomu f na součin polynomů g, h nebo také, že g · h je
rozklad polynomu f na činitele g, h.

Př́ıklad. (1) Každý polynom stupně 1 je ireducibilńı, nebot’ neńı konstantńı a součin
dvou nekonstantńıch polynomů je polynom stupně aspoň 2.

(2) Polynom x2 � 1 = (x� 1)(x+1) je reducibilńı nad R. Polynomy x� 1 a x+1 jsou
ireducibilńı nad R. ⇤

Cvičeńı. Normovaný reducibilńı polynom je součinem normovaných nekonstantńıch
polynomů. ⇤

Tvrzeńı 4.3.1. Necht’ jsou f, g 2 P [x] normované polynomy, g je ireducibilńı a f | g.
Potom bud’ f = 1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilńı, pak f = g.

D̊ukaz. Když f | g, existuje h 2 P [x] takové, že fh = g. Jelikož g je ireducibilńı,
právě jeden z polynomů f, h je konstantńı. Je-li normovaný polynom f konstantńı, pak
f = 1. Je-li h konstantńı a fh je normovaný polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilńı, pak neńı konstantńı, a zbývá tedy jen f = g. ⇤

Lemma 4.3.2. Bud’te g, h1, . . . , hn 2 P [x] normované ireducibilńı polynomy a necht’
g | h1 · · ·hn. Pak existuje index j takový, že g = hj.

D̊ukaz. Označme d = D(g, h1). Jelikož d | g a g je ireducibilńı, podle Tvrzeńı 4.3.1 bud’
d = g anebo d = 1. Jestliže d = g, pak g | h1 a g = h1. Jestliže d = 1, pak Tvrzeńı 4.2.3

1 = gu+ h1v

pro vhodné u, v 2 P [x]. Vynásob́ıme-li obě strany polynomem h2 · · ·hn, dostaneme

h2 · · ·hn = gh2 · · ·hnu+ h1h2 · · ·hnv.
Podle předpokladu g | h1 · · ·hn, takže pravá strana je dělitelná g, proto i levá strana
je dělitelná g, čili g | h2 · · ·hn. Stejným postupem ukážeme, že bud’ g = h2 anebo
g | h3 · · ·hn. Opakováńım tohoto postupu najdeme j, 1  j  n, takové, že g = hj . ⇤

Tvrzeńı 4.3.3. Každý nekonstantńı polynom je součinem konstanty a normovaných
ireducibilńıch polynom̊u, přičemž všechny činitele jsou určeny jednoznačně až na pořad́ı.

D̊ukaz. Bud’ f 2 P [x] nekonstantńı polynom a označme f̄ = 1
lc f · f . Je-li f̄ ireduci-

bilńı, pak f = lc f · f̄ . Je-li f̄ reducibilńı, pak je součinem normovaných nekonstantńıch
polynomů nižš́ıho stupně. Každý z těchto polynomů je také bud’ ireducibilńı nebo re-
ducibilńı, ve druhém př́ıpadě je opět součinem normovaných nekonstantńıch polynomů
nižš́ıho stupně. Opakováńım tohoto postupu po konečně mnoha kroćıch dojdeme ke
konečnému počtu normovaných ireducibilńıch polynomů. Jejich počet je shora omezen
stupněm polynomu f a jejich součin je roven f̄ .

Ještě je potřeba dokázat jednoznačnost. Předpokládejme, že f̄ = g1 · · · gn = h1 · · ·hm
a všechny činitele jsou normované ireducibilńı polynomy. Jelikož g1 | h1 · · ·hm, podle
předchoźıho lemmatu existuje index '(1) takový, že g1 = h'(1). Takže rovnost g1 · · · gn =
h1 · · ·hm můžeme zkrátit g1 a na obou stranách rovnosti tedy bude o jednoho činitele
méně. Obdobně dostaneme, že existuje index '(2) takový, že g2 = h'(2), a postupně až
že existuje index '(n) takový, že gn = h'(n).

Nav́ıc, n  m, protože jinak by gm+1 · · · gn = 1, což neńı možné, když všechny gi jsou
nekonstantńı polynomy. A obdobně dostaneme, že m  n. Takže n = m. ⇤
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Př́ıklad. Polynom x2 + 1 je reducibilńı nad polem C, protože x2 + 1 = (x+ i)(x� i).
Tentýž polynom je ireducibilńı nad polem R, protože jakýkoliv jeho hypotetický rozklad
x2 + 1 = (x + ⇠)(x + ⌘), ⇠, ⌘ 2 R je současně rozkladem nad C r̊uzným od x2 + 1 =
(x+ i)(x� i), ve sporu s jednoznačnost́ı rozkladu. ⇤

Důsledek. Bud’ f 2 P [x] a bud’te g1, . . . , gm 2 P [x] normované ireducibilńı a po dvou
r̊uzné, tj. gi 6= gj pro i 6= j. Jestlǐze gk11 | f , . . . , gkmm | f , pak gk11 · · · gkmm | f .

4.4. Kořeny a jejich násobnost

Pro f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 2 P [x] a ⇠ 2 P, označme

f(⇠) = an⇠
n + an�1⇠

n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0 2 P.

Tvrzeńı 4.4.1. Pro libovolné polynomy f, g 2 P [x] a libovolný prvek ⇠ 2 P plat́ı

(f + g)(⇠) = f(⇠) + g(⇠), (�f)(⇠) = �f(⇠), (fg)(⇠) = f(⇠)g(⇠).

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Definice 4.4.1. Prvek ⇠ 2 P je kořen polynomu f 2 P [x], jestliže f(⇠) = 0.

Tvrzeńı 4.4.2. Necht’ f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Potom ⇠ je kořen polynomu f právě tehdy,
když x� ⇠ děĺı f .

D̊ukaz. Předpokládejme, že ⇠ je kořen polynomu f . Děleńım f : (x� ⇠) dostaneme

f = (x� ⇠)q + r, kde bud’ r = 0 nebo deg r < deg(x� ⇠) = 1, čili deg r = 0.

Takže v obou př́ıpadech r je konstantńı polynom a 0 = f(⇠) = (⇠ � ⇠)q(⇠) + r = r. Čili
r = 0, f = (x� ⇠)q a x� ⇠ děĺı f .

Předpokládejme, že x � ⇠ děĺı f , tedy f = (x � ⇠)q pro nějaké q. Potom f(⇠) =
(⇠ � ⇠)q(⇠) = 0, čili ⇠ je kořen polynomu f . ⇤

Definice 4.4.2. Necht’ f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Pokud ⇠ je kořen f , potom polynom x � ⇠
je kořenový činitel polynomu f .

Definice 4.4.3. Prvek ⇠ 2 P je k-násobný kořen polynomu f 2 P [x], jestliže (x� ⇠)k

děĺı f , ale (x� ⇠)k+1 neděĺı f .

Tvrzeńı 4.4.3. Bud’te ⇠1, . . . , ⇠n 2 P r̊uzné kořeny polynomu f 2 P [x] s násobnostmi
po řadě k1, . . . , kn. Potom

(1) (x� ⇠1)k1 · · · (x� ⇠n)kn | f ;
(2) k1 + · · ·+ kn  deg f .

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Tvrzeńı 4.4.4 (Základńı věta algebry). Každý nekonstantńı polynom nad polem C má
aspoň jeden kořen.

Všechny známé d̊ukazy využ́ıvaj́ı výsledky matematické analýzy, proto zde d̊ukaz
neuvád́ıme.
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Důsledek. Každý nekonstantńı polynom nad polem C má rozklad na lineárńı činitele.
Kořen̊u se započteńım násobnosti má právě tolik, kolik čińı jeho stupeň, a navzájem
r̊uzných kořen̊u má nejvýše tolik.

Předchoźı d̊usledek znamená, že pro každý nekonstantńı polynom f = anxn+an�1xn�1+
· · ·+a1x+a0 stupně n s komplexńımi koeficienty existuj́ı č́ısla ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n (nemuśı být
po dvou r̊uzná), pro která plat́ı

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0 = an(x� ⇠1)(x� ⇠2) . . . (x� ⇠n).

Každé z č́ısel ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n je kořenem polynomu f .

Tvrzeńı 4.4.5 (Vlastnosti kořen̊u (Viètovy vzorce)). Bud’te f = xn+an�1xn�1+ · · ·+
a1x+ a0 2 C[x] a ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n jeho kořeny (nemuśı být všechny r̊uzné). Potom

an�1 = �(⇠1 + ⇠2 + · · ·+ ⇠n) = �
nX

i=1

⇠i

an�2 = ⇠1⇠2 + ⇠1⇠3 + · · ·+ ⇠1⇠n + ⇠2⇠3 + · · ·+ ⇠2⇠n + · · ·+ ⇠n�1⇠n =

=
nX

i,j=1
i<j

⇠i⇠j

an�3 = �(⇠1⇠2⇠3 + ⇠1⇠2⇠4 + · · ·+ ⇠1⇠n�1⇠n + · · ·+ ⇠n�2⇠n�1⇠n) =

= �
nX

i,j,k=1
i<j<k

⇠i⇠j⇠k

...

a1 = (�1)n�1(⇠1 · · · ⇠n�2⇠n�1 + ⇠1 · · · ⇠n�2⇠n + · · ·
· · ·+ ⇠1⇠3 · · · ⇠n + ⇠2 · · · ⇠n)

a0 = (�1)n⇠1⇠2 · · · ⇠n.

D̊ukaz. Polynom f můžeme rozložit na součin jeho kořenových činitel̊u

xn + an�1x
n�1 + · · ·+ a1x+ a0 = (x� ⇠1) · · · (x� ⇠n).

Po roznásobeńı pravé strany porovnáńım koeficient̊u s př́ıslušnými koeficienty na levé
straně źıskáme uvedené vztahy. ⇤

Př́ıklad. Kořeny polynomu x2 � 5x+ 6 jsou 2 a 3 a

a1 = �(2 + 3) = �5,

a0 = (�1)2 · 2 · 3 = 6. ⇤

4.5. Polynomy s reálnými koeficienty

Komplexńı č́ısla

Komplexńı č́ıslo v algebraickém tvaru je č́ıslo a + bi, kde a, b jsou reálná č́ısla a i je
imaginárńı jednotka, čili i2 = �1.

Komplexńı č́ısla z1 = a+ bi, z2 = c+ di se rovnaj́ı právě tehdy, když a = c a b = d.
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Pro z1 = a+ bi, z2 = c+ di

z1 + z2 = (a+ bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)i,

z1 � z2 = (a+ bi)� (c+ di) = (a� c) + (b� d)i,

z1 · z2 = (a+ bi) · (c+ di) = (ac+ bdi2) + adi+ bci = (ac� bd) + (ad+ bc)i,

pro z2 6= 0

z1
z2

=
a+ bi

c+ di
=

(a+ bi)(c� di)

(c+ di)(c� di)
=

(ac+ bd) + (bc� ad)i

c2 + d2
.

Čı́slo komplexně sdružené k č́ıslu z = a+ bi je č́ıslo a� bi a označujeme jej z⇤.

Cvičeńı. Pro komplexńı č́ıslo z = a+ bi

(1) (z⇤)⇤ = z,
(2) z = z⇤ právě tehdy, když z je reálné č́ıslo,
(3) z + z⇤ = 2a, tedy reálné č́ıslo,
(4) zz⇤ = a2 + b2, tedy reálné č́ıslo. ⇤

Cvičeńı. Pro komplexńı č́ısla z1, z2

(z1 + z2)
⇤ = z⇤1 + z⇤2 , (z1z2)

⇤ = z⇤1z
⇤
2 ,

✓
z1
z2

◆⇤
=

z⇤1
z⇤2

. ⇤

Cvičeńı. Pro komplexńı č́ıslo z = a+ bi

(x� z)(x� z⇤) = x2 � 2ax+ a2 + b2

je polynom s reálnými koeficienty a pokud z /2 R, čili b 6= 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je záporný. ⇤

Absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla z = a+ bi je

|z| =
p
a2 + b2 =

p
zz⇤

Polynomy s reálnými koeficienty

Tvrzeńı 4.5.1. Je-li ⇠ 2 C kořenem polynomu s reálnými koeficienty, potom ⇠⇤ 2 C je
také kořenem tohoto polynomu, a to stejné násobnosti.

D̊ukaz. Necht’ f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 je polynom s reálnými koeficienty
a ⇠ 2 C je jeho kořen, čili f(⇠) = 0. Potom

f(⇠⇤) = an(⇠
⇤)n + an�1(⇠

⇤)n�1 + · · ·+ a1⇠
⇤ + a0 = (a = a⇤ pro a 2 R)

= a⇤n(⇠
⇤)n + a⇤n�1(⇠

⇤)n�1 + · · ·+ a⇤1⇠
⇤ + a⇤0 = (a⇤b⇤ = (ab)⇤)

= (an⇠
n)⇤ + (an�1⇠

n�1)⇤ + · · ·+ (a1⇠)
⇤ + a⇤0 = (a⇤ + b⇤ = (a+ b)⇤)

= (an⇠
n + an�1⇠

n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0)
⇤ =

= f(⇠)⇤ = 0⇤ = 0.

Na druhou stranu, pokud ⇠⇤ je kořen polynomu f , potom z právě dokázaného vyplývá,
že ⇠ = (⇠⇤)⇤ je také kořen.

Takže, je-li ⇠ = a+ bi kořen f , potom ⇠⇤ = a� bi je také kořen f a

f = (x� ⇠)(x� ⇠⇤)h.

Dı́ky tomu, že ⇠ + ⇠⇤ = 2a a ⇠⇠⇤ = a2 + b2 jsou reálná č́ısla,

(x� ⇠)(x� ⇠⇤) = x2 � (⇠ + ⇠⇤)x+ ⇠⇠⇤
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je polynom s reálnými koeficienty, a proto h je také polynom s reálnými koeficienty.
Proto, je-li ⇠ k-násobný kořen f ,

f = (x� ⇠)k(x� ⇠⇤)kg,

kde g je polynom s reálnými koeficienty, jehož kořenem nejsou ani ⇠ ani ⇠⇤, takže ⇠⇤ je
také k-násobný kořen f . ⇤

Rozklad normovaného polynomu f s reálnými koeficienty na ireducibilńı činitele nad
C tedy obsahuje lineárńı činitele x�↵i s reálnými kořeny ↵i a dvojice lineárńıch činitel̊u
x� ⇠j , x� ⇠⇤j s dvojicemi komplexně sdružených kořen̊u ⇠j , ⇠⇤j :

f = (x� ↵1)
l1 · · · (x� ↵r)

lr(x� ⇠1)
k1(x� ⇠⇤1)

k1 · · · (x� ⇠s)
ks(x� ⇠⇤s )

ks.

Takže deg f = l1 + · · ·+ lr + 2(k1 + · · ·+ ks).
Pokud roznásob́ıme všechny dvojice (x� ⇠j), (x� ⇠⇤j ), dostaneme rozklad polynomu

f na ireducibilńı činitele nad R, který obsahuje lineárńı činitele x � ↵i a kvadratické
činitele x2 � (⇠j + ⇠⇤j )x+ ⇠j⇠⇤j se zápornými diskriminanty:

f = (x�↵1)
l1 · · · (x�↵r)

lr(x2� (⇠1+ ⇠⇤1)x+ ⇠1⇠
⇤
1)

k1 · · · (x2� (⇠s+ ⇠⇤s )x+ ⇠s⇠
⇤
s )

ks.

Cvičeńı. (1) Každý polynom s reálnými koeficienty lichého stupně má aspoň jeden
reálný kořen.

(2) Každý polynom s reálnými koeficienty stupně větš́ıho než 2 je reducibilńı nad R. ⇤

Cvičeńı. Rozložte polynom x4 + 1 na ireducibilńı činitele nad C a nad R. ⇤

Pro polynomy, jejichž koeficienty jsou celá č́ısla, nav́ıc plat́ı následuj́ıćı tvrzeńı.

Tvrzeńı 4.5.2. Bud’te f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 polynom s celoč́ıselnými
koeficienty a p, q nesoudělná celá č́ısla. Jestlǐze p

q je kořenem polynomu f , potom a0 je
dělitelné p a an je dělitelné q.

D̊ukaz. Předpokládejme, že p
q je kořenem polynomu f , tedy

f(pq ) = an(
p
q )

n + an�1(
p
q )

n�1 + · · ·+ a1
p
q + a0 = 0.

Vhodnými úpravami lze źıskat uvedené vlastnosti. Cvičeńı. ⇤

Důsledek. Celoč́ıselné kořeny polynomu s celoč́ıselnými koeficienty jsou dělitele abso-
lutńıho členu.

4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud’

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0 2 C[x].
Polynom

f 0 = nanx
n�1 + (n� 1)an�1x

n�2 + · · ·+ a1 2 C[x]
je derivace polynomu f .

Tvrzeńı 4.6.1. (1) (f + g)0 = f 0 + g0,

(2) (fg)0 = f 0g + fg0,
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(3) (fk)0 = kfk�1f 0.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

Tvrzeńı 4.6.2. Necht’ k � 2, f 2 C[x] je polynom a ⇠ 2 C je jeho k-násobný kořen.
Potom

(1) ⇠ je (k � 1)-násobný kořen f 0,
(2) ⇠ je (k � 1)-násobný kořen nejvěťśıho společného dělitele D(f, f 0).

D̊ukaz. (1) Předpokládejme, že ⇠ je k-násobný kořen polynomu f , čili (x � ⇠)k děĺı f
a (x� ⇠)k+1 neděĺı f . Pro nějaký polynom q tedy f = (x� ⇠)kq. Potom

f 0 = k(x� ⇠)k�1q + (x� ⇠)kq0 = (x� ⇠)k�1(kq + (x� ⇠)q0).

Takže, (x� ⇠)k�1 děĺı f 0. Kdyby (x� ⇠)k dělilo f 0, potom x� ⇠ by dělilo kq+ (x� ⇠)q0

a vzhledem k tomu, že x � ⇠ děĺı (x � ⇠)q0, muselo by x � ⇠ dělit také kq, tedy i q.
V takovém př́ıpadě (x� ⇠)k+1 by dělilo f , což je spor s předpokladem.

(2) (x � ⇠)k�1 je dělitel f i f 0, takže (x � ⇠)k�1 | D(f, f 0). Kdyby (x � ⇠)k dělilo
D(f, f 0), pak by (x� ⇠)k | f 0 ve sporu s předchoźım bodem. ⇤

Tvrzeńı 4.6.3. Bud’te f 2 C[x] a ⇠ 2 C jeho kořen. Potom ⇠ je 1-násobný kořen
polynomu

f

D(f, f 0)
2 C[x].

D̊ukaz. Necht’ ⇠ je k-násobný kořen polynomu f , tedy f = (x � ⇠)kq, ale (x � ⇠)k+1

neděĺı f , čili x� ⇠ neděĺı q. Podle předchoźıho tvrzeńı D(f, f 0) = (x� ⇠)k�1r. Takže

f

D(f, f 0)
= (x� ⇠)

q

r
a jelikož x� ⇠ neděĺı q, neděĺı ani

q

r
. ⇤

Důsledek. Bud’ f 2 C[x].
(1) Množina všech kořen̊u polynomu f/D(f, f 0) je rovna množině všech kořen̊u po-

lynomu f .
(2) Všechny kořeny polynomu f/D(f, f 0) jsou 1-násobné.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

4.7. Hornerovo schéma

Bud’ f 2 P [x] a ⇠ 2 P. Podle Tvrzeńı 4.1.6 existuje právě jedna dvojice polynomů
q, r 2 P [x] taková, že

(i) f = (x� ⇠)q + r;
(ii) bud’ r = 0 nebo deg r < deg(x� ⇠) = 1.

Takže r je konstantńı polynom a f(⇠) = r.
Je-li f konstantńı polynom, potom q = 0 a r = f . Je-li deg f � 1, potom deg q =

deg f � 1. Necht’ deg f = n � 1 a

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0

q = bn�1x
n�1 + bn�2x

n�2 + · · ·+ b2x
2 + b1x+ b0.
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Potom,

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a2x
2 + a1x+ a0 =

= (x� ⇠)(bn�1x
n�1 + bn�2x

n�2 + · · ·+ b2x
2 + b1x+ b0) + r =

= bn�1x
n + (bn�2 � ⇠bn�1)x

n�1 + · · ·+ (b1 � ⇠b2)x
2 + (b0 � ⇠b1)x+ (r � ⇠b0).

Když se polynomy vzájemně rovnaj́ı, rovnaj́ı se jejich koeficienty u stejných mocnin ne-
určité x. Dı́ky tomu dostaneme soustavu lineárńıch rovnic s neznámými bn�1, . . . , b1, b0, r,
jej́ıž řešeńı lze snadno vyjádřit pomoćı an, . . . , a1, a0 a ⇠.

an = bn�1 ) bn�1 = an

an�1 = bn�2 � ⇠bn�1 ) bn�2 = an�1 + ⇠bn�1

an�2 = bn�3 � ⇠bn�2 ) bn�3 = an�2 + ⇠bn�2

...
...

...

a2 = b1 � ⇠b2 ) b1 = a2 + ⇠b2

a1 = b0 � ⇠b1 ) b0 = a1 + ⇠b1

a0 = r � ⇠b0 ) r = a0 + ⇠b0

Tedy,

bn�1 = an

bn�2 = an�1 + ⇠an

bn�3 = an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)

...

b1 = a2 + ⇠(a3 + ⇠(a4 + · · ·+ ⇠(an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)) · · · ))
b0 = a1 + ⇠(a2 + ⇠(a3 + · · ·+ ⇠(an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)) · · · ))
r = a0 + ⇠(a1 + ⇠(a2 + · · ·+ ⇠(an�2 + ⇠(an�1 + ⇠an)) · · · )).

Pro výpočet je praktické uspořádat si koeficienty, jak známé an, . . . , a1, a0, ⇠, tak hle-
dané bn�1, . . . , b1, b0, r, do tabulky (schématu) tak, že v prvńım řádku jsou koeficienty
polynomu f , do druhého řádku postupně ṕı̌seme ⇠-násobky vypoč́ıtaných koeficient̊u po-
lynomu q a do třet́ıho řádku naṕı̌seme ⇠ a potom postupně součty hodnot v př́ıslušných
sloupćıch v prvńıch dvou řádćıch, tedy koeficienty polynomu q a také hodnotu r = f(⇠).

an an�1 an�2 . . . a2 a1 a0
⇠bn�1 ⇠bn�2 . . . ⇠b2 ⇠b1 ⇠b0

⇠ an an�1 + ⇠bn�1 an�2 + ⇠bn�2 . . . a2 + ⇠b2 a0 + ⇠b0 a0 + ⇠b0
= bn�1 = bn�2 = bn�3 . . . = b1 = b0 = r

Takto lze tedy spoč́ıtat částečný pod́ıl q a zbytek r při děleńı polynomu f polynomem
x� ⇠, čili také f(⇠) = r, a ověřit tak, např́ıklad, zda ⇠ je kořenem polynomu f .

Nav́ıc, Hornerovo schéma lze použ́ıt pro nalezeńı hodnot derivaćı polynomu f v bodě
⇠ a k převodu č́ısla z nedeśıtkové do deśıtkové soustavy.


