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5. prednagka, 21. 10. 2025

3.2. Gaussova elimina¢ni metoda a obecné reSeni

Resit soustavu linearnich rovnic, tj. hledat mnozinu viech jejich feSeni, je mozné tak,
Ze soustavu upravime na takovy tvar, ze kterého vSechna feSeni vycteme. Je ovSem nutné
pouzivat pouze takové upravy, po jejichz provedeni mnozina v8ech feSeni nové soustavy
je stejnd jako mmnozina v8ech feSeni puvodni soustavy.

Definice 3.2.1. Ekvivalentni uprava soustavy linedrnich rovnic je uprava, jejiz pro-
vedenim vznikne soustava linedrnich rovnic s mnozinou vSech feseni rovnou mnoziné
vSech feseni puvodni soustavy.

Soustavy linearnich rovnic, jejichz mnoziny vSech feSeni se vzdjemné rovnaji, jsou
ekvivalentni.

Definice 3.2.2. Elementdrni upravy soustavy linedrnich rovnic jsou
(i) pric¢teni ndsobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vyndasobeni jedné rovnice nenulovym prvkem pole,
(iii) vzdjemnd vyména dvou rovnic.

Ke kazdé elementarni dpravé soustavy existuje elementarni uprava (stejného typu),
kterd soustavu prevede do puvodniho stavu.

Je zfejmé, ze provedeni fadkové elementarni ipravy rozsifené matice soustavy je totéz
co provedeni obdobné elementarni ipravy soustavy.

Podle nasledujiciho tvrzeni elementarni tpravy jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 3.2.1. Elementdrni dupravy soustavy linedrnich rovnic jsou ekvivalentnd.

Diikaz. Méjme soustavu linedrnich rovnic o n nezndmych z!,22%,...,2" a bud ¢ =
(€1,€2,...,&m) jejf feSeni, tj. pro kazdé i plati rovnost
ai€' +ape? + o+ =1
Zvolme si jednu elementdrni upravu, pricteni c-nasobku j-té rovnice k i-té rovnici,

kde i # j (pro zbylé dvé tpravy je dikaz analogicky). Po této tpravé dostaneme novou
soustavu, kterd se od té puvodni lisi jen v i-té rovnici, ta v nové soustavé je

(@b + cal)zt + -+ (al, + cal )z = b + b
Je ziejmé, ze £ je FeSenim i této nové soustavy, protoze je feSenim nové ¢-té rovnice
4 - , .
(a1 +ca1)§ + -+ (ay, + cay,)§" =
il i en 7l Jeny
= (a€! + -+ ah€") + c(al€ o+ alg”) =
=b"+ct/
i vSech ostatnich, nezménénych rovnic soustavy. To znamend, Ze kazdé feseni puvodni
soustavy je feSenim i upravené soustavy.

Pii maticovém zdpisu muzeme tvrzeni dokdzat s vyuzitim toho, Ze Fadkova ele-
mentarni tprava matice je totéz co vynasobeni elementarni matici zleva. Upravou sou-
stavy Ax = b dostaneme soustavu QAx = Qb. Jestlize £ je feSenim puvodni soustavy,
tedy A& = b, potom QAE = Qb a & je feSenim i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, Ze upravenou soustavu muzeme pievést na tu puvodni opét pomoci
jedné z elementarnich tprav, kazdé feSeni upravené soustavy je také reSenim puvodni

soustavy. Celkové tedy mnozina vSech Feseni upravené soustavy je rovna mnoziné vSech
feSeni puvodni soustavy. O
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Tvary soustavy linearnich rovnic, ze kterych Ize snadno vy¢ist vSechna feSeni soustavy,
jsou ty, jejichz rozsifené matice jsou ve schodovitém a jesté lépe v Gaussové—Jordanovée
tvaru.

Gaussova eliminaéni metoda. Rédkovymi elementdrnimi ipravami upravme rozsi-
fenou matici soustavy na Gaussuv—Jordanuv tvar (stac¢il by i schodovity). Je zfejmé,
ze pocet nenulovych fadku prislusné upravené matice soustavy neni vétsi nez pocet
neznamych, ¢ili pocet sloupkiti matice soustavy. Jestlize upravend rozsifend matice sou-
stavy ma vice (o jeden) nenulovych rfddku nez piislusna matice soustavy, soustava (upra-
vend i puvodni) nem4 feseni. Jestlize pocty nenulovych fadku upravené rozsirené matice
soustavy i pfislusné matice soustavy se rovnaji r (r < n), tj. rozsifend matice soustavy
a matice soustavy maji stejné hodnosti, pfislusnd soustava rovnic (uvddime jen ty ne-
nulové) je

n

2T 0 £+ 0 +C,1€r+1xk"+1—|—---+ et = gt

:L,kr_l 4ok 0 + cz:-}l-lxkr+1 NS c:;lxn _ drfl

xkr + CZ,--i-lka—i—l 4t szn —d.

Z posledni rovnice muzeme pomoci zF 1 ... 2" vyjadiit
kr _ gr r kr+1 r.n
' =d —cp 2T ==t
Z piedposledni rovnice mizeme pomoci zFr—1+1 . ghr=1 ghetl 0 an yyiadiit
xkr,l — drfl r—1 kr—1+1 _ | r—1 _ky—1 r—1 _ke+1 _ . _ crflxn‘

- Ck’rfl‘i‘lz T Ck"r'_lx - Ck7'+1x

Takto miizeme postupovat az k prvnf rovnici, ze které vyjadiime z*1 pomoci neznadmych
Pl e krome k2L ak

Ziskdme tak vyjadieni r neznamych x*1, z*2, ... 2¥ pomoci n—r nezndmych z’ s i €
{1,2,...,n} \ {k1, ko, ...,k }. KdyZ za neznamé «*, i € {1,2,...,n} \ {k1,ka,..., Kk},
zvolime libovolné prvky pole P, které pak dosadime do ziskanych vztahti pro neznamé
k1 k2 2k a tyto hodnoty dopoéitdme, dostaneme fedeni soustavy Az = b.

Definice 3.2.3. Nezndmé z*', 2%, ... 2% 2 pfedchoziho odstavce jsou hlavni (nebo

bdzové nebo bdzické), neznamé z°, kde i € {1,2,...,n} \ {ki1,ks,...,k.}, jsou pa-
rametry (nebo nebdzické nezndmé nebo wvolné proménné) a oznacujeme je po fadé
th T

Definice 3.2.4. ReSeni soustavy linedrnich rovnic o n neznamych, jejiz rozsifena ma-
tice ma hodnost r, zapsané pomoci n — r parametri je obecné 7eseni. ReSeni ziskané
z obecného Feseni libovolnou volbou parametru je partikuldrni resend.

Je ziejmé, ze kazdé teSeni soustavy linedrnich rovnic lze ziskat z obecného feSeni
vhodnou volbou parametri. TakZe mnozina vSech feSeni ziskanych z obecného feseni
vSemi moznymi volbami parametru je rovna mnoziné vSech feSeni soustavy a obecné
feSeni reprezentuje vSechna feSeni soustavy.

Piiklad. Méjme soustavu
ot 4222 +32% =1
20t + 322 + 423 =1
3¢' +42” +52° =1
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nad polem realnych ¢isel. Rozsifena matice soustavy je

1 2 31
2 3 41
3 4 5 1
Jeji Gaussuv—Jordantv tvar je
1 0 -1 -1
o1 2 1
00 0 ©0

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gaussuv—Jordanuv tvar reprezentuje soustavu
z! —23=—1
2?4223 = 1.
Z prvni rovnice mizeme vyjadiit 2! pomoci 23
ol = —1+23

a z druhé rovnice mizeme vyjadfit 2 pomoci z3

22 =1-22%

Méme tedy 2 (= hodnost matice) nezndmé vyjadieny pomoci jedné (= 3 —2) nezndmé.
Nezndmé ! a 22 jsou hlavni, neznamé 23 je parametr a mizeme za ni dosadit libovolné
realné ¢islo a hlavni nezndamé dopocitat. Oznacime-li parametr ¢, dostaneme, ze

€)= (—1+t,1—2t,t), teR,

je obecné feseni soustavy. Pii volbé ¢ = 0 ziskdme partikularni feSeni £(0) = (—1,1,0).
Mnozina vSech feSeni soustavy je

{(=1+t,1—2tt)|t € R}
Usporadanou trojici (—1 +¢,1 — 2¢,¢) muzeme zapsat
(=1+1t,1—2tt)=(-1,1,0) + (¢, —2t,t) =
=(-1,1,0) +t(1,—-2,1)
a mnozinu vsech FeSeni soustavy pak muzeme zapsat
{(-1,1,0) + ¢(1,—-2,1) | t € R},

coz je piimka v R3 prochézejici bodem (—1,1,0), ktery je ddn sloupcem pravych stran
soustavy v Gaussové—Jordanové tvaru, se smérovym vektorem (1, —2,1). Pii maticovém
zapisu mnozina vSech feSeni je

-1 1

1 |+t -2||teR;. O

0 1

Piiklad. Mé&jme soustavu
o'+ 222 +32% + 42t =11
2z' 4+ 322 + 423 + 52 =1
32! + 42?4+ 523 + 62t = 1
4ot + 527 + 623 + 72t =1
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nad polem realnych ¢isel. Rozsifena matice soustavy je

=W N =
O W N
S O = W
~J O Ut i~
— = =

Jeji Gaussuv—Jordanuv tvar je

10 -1 -2 -1
01 2 3 1
00 o0 0 O
00 o0 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gaussuv—Jordanuv tvar reprezentuje soustavu

x! —d -2t =1
22+ 223 + 324 = 1.
7Z prvni rovnice muzeme vyjadfit ' pomoci 23 a 4
ol = -1+ 2% + 22%

a z druhé rovnice mizeme vyjadiit 22 pomoci 23 a 2*

22 =1-22% — 32%.

Méme tedy 2 (= hodnost matice) neznamé vyjadreny pomoci dvou (= 4—2) nezndmych.
Nezndmé z' a z? jsou hlavni, nezndmé z3 a z* jsou parametry a muzeme za né dosa-
dit libovolnd redlnd &isla a hlavni nezndmé dopoéitat. Oznacime-li parametry t' a t2,
dostaneme, zZe

E(th1?) = (—1+tt + 22,1 —2t1 — 3%, ¢ 42), 112 e R,

je obecné feseni soustavy. Pii volbé t! = 1,12 = 0 ziskdme partikuldrni fegeni £(1,0) =
(0,—1,1,0), pii volbé t' = 0,12 = 1 ziskdme partikuldrni fegeni £(0,1) = (1,-2,0,1).
Mnozina v8ech feSeni soustavy je

{(=1+t' 42621 —2tF — 3¢ ¢1 2) |1, 42 € R).
Uspoiadanou étveiici (—1 + 1 + 2¢2,1 — 2t1 — 3¢2,¢1,¢?) miizeme zapsat
(—14+th+ 2621 — 2t — 362, ¢4, 4%) =
=(—1,1,0,0) + (¢!, =21, t1,0) + (2t2, =3t2,0,1?) =
=(-1,1,0,0) + t}(1,-2,1,0) + t*(2, —3,0,1)

a mnozinu vsech FeSeni soustavy pak muzeme zapsat
{(=1,1,0,0) +t*(1,-2,1,0) + t3(2,-3,0,1) | t},£* € R},

pri maticovém zapisu
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3.3. Frobeniova véta

7 ptedchozich pozorovani a tvrzeni vyplyva nasledujici véta.

Tvrzeni 3.3.1 (Frobeniova véta). Soustava linedrnich rovnic md aspori jedno teseni
prdvé tehdy, kdyz hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsirené matice soustavy.

Diikaz. Jestlize soustava Ar = b mé néjaké feseni, pak sloupek b pravych stran je
linedarni kombinaci sloupku matice A a rozsifenim matice A o takovy sloupek se hodnost
nezméni. Takze matice A a A maji stejné hodnosti.

Jestlize se hodnosti matic A a A rovnaji, a rovnaji se tedy i hodnosti pifslusnych matic
v Gaussové-Jordanové tvaru, pak pouzitim Gaussovy elimina¢ni metody a libovolnou
volbou parametru ziskdme feSeni soustavy. O

Piiklad. (1) Soustava
o222 - 2P =1
—x'+ 2?4203 =1
2l — 2?4+ 23 =

m& matici soustavy

1 2 -1
-1 1 2
2 -1 1
a rozsifenou matici soustavy
1 2 -1 1
-1 1 21
2 -1 11

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 3, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. Jelikoz hodnosti jsou rovny poctu neznamych, vSechny neznamé jsou hlavni,
zddna neni parametr a soustava ma pravé jedno feSeni.

(2) Soustava
r—y=1

ma& matici soustavy
(t -1

a rozsifenou matici soustavy
(1 -1 1).

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 1, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. Jelikoz hodnosti jsou nizsi nez poc¢et neznamych, jedna neznama je hlavni, jedna
neznama je parametr a soustava ma nekonec¢né mnoho feseni.

(3) Soustava
z=0
r=1

ma matici soustavy

()
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a roz§ifenou matici soustavy

(1 1)

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozsifené matice soustavy je rovna 2,
takze podle Frobeniovy véty soustava nemé feseni. O

3.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy véty soustava s regularni matici ma feSeni. Podle néasledujici véty
ma pravé jedno resSeni.

Tvrzeni 3.4.1. Bud Ax = b soustava se ¢tvercovou matici A. Potom A je requldrni
pravé tehdy, kdyz Ax = b md prdvé jedno tesent, a to

£=A"1b.

Diikaz. ,=* Necht A je reguldrni matice, tedy invertibilni, s maximéalni hodnosti. Potom
podle Frobeniovy véty soustava Ax = b ma TeSeni. A pro kazdé feSeni £ plati AS = b,
tedy € = A7TAE = A~ b, cili Fedend je jediné.

»,<=*“ Necht A neni reguldrni matice, tedy je singuldrni, s hodnosti mensi nez pocet
jejich fadku, ktery se rovnd po¢tu neznamych. Pokud hodnost rozsitené matice soustavy
je vétsi nez hodnost matice soustavy, soustava nema feSeni. Pokud hodnost rozsifené ma-
tice soustavy je stejnd jako hodnost matice soustavy, potom v obecném feseni soustavy
vystupuje asponi jeden parametr, za ktery lze dosadit libovolny prvek pole. Vzhledem
k tomu, ze pole obsahuje vice nez jeden prvek, soustava mé vice nez jedno feSeni. [

Tvrzeni 3.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud Ax = b soustava s reguldrni matici A
a Tesenim & = (51 £ ... §”)T. Pak pro kazdé i € {1,2,...,n}
det A’
kde A; je matice vznikld z matice A vimeénou i-tého sloupku za sloupek pravich stran b:
al ...al bt a}+1 cooal
al ...al V" aly ... ay

Dikaz. Pii rozvoji podle i-tého sloupku dostdvame det A; = > j flg b. Déle

1 A
S P N T
§=A b_detA(adJA) b 7detAA b
a tedy
i S AT S AN S (ADIY et 4

detA  detA  detA = detA’

Tvrzeni muzeme dokazat také takto: Je-li £ feSeni soustavy Ax = b, pak b je linedrni
kombinaci sloupkit A9 s koeficienty 1, ..., &7, tedy
b=E'AJ+ CAS+ -+ A =) AT

J
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a matice A; ma v i-tém sloupku tuto linedrni kombinaci v8ech sloupkt matice A. Potom

det A; =det (A5 ... A5, b A%, ... A%)=

=det (A5 ... Ay, Y LA A3, ... AY) =

= det (AF ... A7, AT Ay, L. AN =
J

= Fdet (A7 ... A7, AT AR, . A =
J

=¢det (A ... Ay, AY A%, ... AY) =

=&det A,

z ¢ehoz dostaneme pozadovany vztah. O

Piriklad. Méjme soustavu
st 4+222 - 22 =1
—at+ 2?42t =1

20l — 22+ 22 =1.

Potom
1 2 -1 1 2 -1
A=1]-1 1 2 Ar=11 1 2
2 -1 1 1 -1 1
1 1 -1 1 2 1
A= -1 1 2 As = | —1 11
2 1 1 2 -1 1
a
det A =14 det Ay =7 det Ay =7 det A3 =T7.
Proto

det A  detA  detA 14 2

3.5. Homogenni soustavy linearnich rovnic

‘Deﬁnice 3.5.1. Soustava linearnich rovnic s nulovou pravou stranou je homogenni.

Piiklad. (1) Soustava
ot +222 — 22 =0
—at+ 2?2 42:3=0
20 — 2?4 23 =0
je homogenni.
(2) Soustava
et —2? 423 =0

je homogenni.
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(3) Soustava

=20
r=1
neni homogenni. O

Tvrzeni 3.5.1. (1) KaZdd homogenni soustava md reSend.
(2) Kazdd homogenni soustava md nulové resen.

(8) Homogenni soustava se ¢tvercovou matici md pouze nulové reseni pravé tehdy, kdyz
matice soustavy je requldrni.

(4) Homogenni soustava se ¢tvercovou matici md nenulové feseni prdvé tehdy, kdyz
determinant matice soustavy je roven nule.

(5) Homogenni soustava, ve které je méné rovnic nez nezndmijch, md nenulové esent.

Dikaz. (1) Existence feSeni homogenni soustavy vyplyvéa z Frobeniovy véty i z nasle-
dujiciho bodu (2).

(2) Vzhledem k tomu, ze 0-p = p-0 = 0 pro kazdé p z piislusného pole, viz kapitola 6,
je ziejmé, ze homogenni soustava ma nulové feSeni.

(3) Vyplyvd z Tvrzen{ 3.4.1.

(4) Tvrzeni je ekvivalentni predchozimu.

(5) V tomto piipadé pii pouziti Gaussovy eliminaéni metody kladny pocet nezndmych
jsou parametry a vhodnou volbou libovolného parametru ziskdme nenulové feseni. [J

Mnozina vSech feSeni homogenni soustavy linearnich rovnic méa nasledujici vlastnost.

Tvrzeni 3.5.2. Linedrni kombinace Teseni homogenni soustavy je také teSeni té sou-
stavy. Specidlné, nulovy sloupek je resent, soucet TeSeni je TeSeni a c-ndsobek Teseni je
resent.
Diikaz. Necht &1, &, ..., & jsou Teseni soustavy Az = 0, ¢ili A&y =0, A& =0,..., A&, =
0. Bud'te a1, a9, ...,a, € P. Potom

Alan&r + aglo + -+ agy) = a1 A + a2 Ay + -+ + A&y = 0

a linedrni kombinace feSeni je tedy také feSeni soustavy. O

Definice 3.5.2. Fundamentdlni systém teseni homogenni soustavy je takovd mnozina
feSeni té soustavy, kterd je linearné nezavisla a kazdé feseni lze vyjadrit jako linearni
kombinaci feSeni z této mnoziny.

Tvrzeni 3.5.3. Fundamentdlni systém teseni soustavy rovnic Axr = 0 o n nezndmych
md n —rank A proki.

Diikaz. Obecné feseni £ soustavy Az = 0 o n neznamych je vyjadieno pomoci n—rank A
parametri ¢, ... " TakKA tedy € = £t ... ,t"*”mkA). Provedeme-li n — rank A voleb
parametru

(¢, ek Ay — (1.0,...,0),
(th, ... gnmrankAy — (01, 0),

1 —rank A
(tH, ...ty =(0,...,0,1),
dostaneme mnozinu partikularnich reseni

{£(1,0,...,0),£(0,1,...,0),...,&(0,...,0,1)},
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kterd je linedrné nezavisla a
gt ... pvrank Ay —¢le(1.0,. .., 0)4+226(0,1, ..., 0)+- -tk Ag (0 0,1),

takze obecné fesendi, ¢ili kazdé feSeni, soustavy je linedrni kombinaci téchto partikularnich
fesend. O

Piiklad. (1) Soustava
zt—22=0
ma 2 neznamé, matice soustavy ma hodnost 1, obecné feseni je
§) = (t1), teR,
mnozina vSech feSeni soustavy je
{(t,t) |t e R} ={t(1,1) |t € R}
a fundamentalni systém feSeni soustavy je napiiklad
{1},
(2) Soustava
ot 22422 =0
—zl4+ 2?2 +223 =0
a2t 4322 4 623 =0
ma 3 neznamé, matice soustavy ma hodnost 2, obecné feseni je
£(t) =(0,—-2t,t), teR,
mnozina vSech feSeni soustavy je
{(0,=2t,t) |t € R} = {t(0,-2,1)|t € R}
a fundamentalni systém reSeni soustavy je napiiklad
{(0,-2,1)}.
(3) Soustava
=2+ 23 =0
mé 3 nezndmé, matice soustavy mé hodnost 1, obecné feSeni je
2 = (tt =3¢, 1%), L2 eR,
mnozina v8ech feSeni soustavy je
{(' =2t ) |t 2 e R} = {t1(1,1,0) — t3(—1,0,1) |t',#* € R}
a fundamentalni systém rfeSeni soustavy je napiiklad
{(1,1,0),(-1,0,1)}.
(4) Soustava
z' +227 =0
3z' +42® =0
ma 2 neznamé, matice soustavy ma hodnost 2 a soustava ma jediné feSeni, ¢ili obecné
feSeni je
§=1(0,0),
mnozina vSech feSeni soustavy je

{(0,0)}
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a fundamentdlni systém feseni soustavy je (.
(5) Soustava

Oz =0

ma 1 nezndmou, matice soustavy ma hodnost 0, obecné feseni je
Et)=t, teR,

mnozina vSech feSeni soustavy je
{t|te R} =R

a fundamentalni systém feSeni soustavy je napiiklad

{1}. O

Poznamka. Je-li {£1,&9,...,& } fundamentalni systém feseni néjaké soustavy, potom
e + 2%+ + 17, L. 1" e P,

je obecné TeSeni soustavy a
(e + 126 + -+ 176, | tH 82, .. 1" € P}

je mnozina vSech feSeni soustavy.

Homogenni soustava rovnic k zadanému fundamentalnimu systému feSeni.
Pro libovolnou linedrné nezavislou mnozinu {&1,&s,...,§} C P" existuje homogenn{
soustava linearnich rovnic takova, ze {£1, &2, ..., &} je jeji fundamentalni systém feseni.
Takovych soustav, vzdjemné ekvivalentnich, existuje vice. Uvedeme postup nalezeni
jedné z nich.

Mnozina {&1,&2,...,& } usporddanych n-tic prvka pole P ma byt fundamentalni
systém TeSeni soustavy, takze hleddme homogenni soustavu

ajrt + a4+ ala" =0
adzt + adda?+ -+ 2" =0 resp. Ax =0

at et a4 T =0

linedrnich rovnic nad polem P o n neznamych z!, 22,..., 2" jejiz matice A = (a}) ma
hodnost n — r. Je tedy potieba najit vhodné koeficienty aé.

Jednotlivé usporadané n-tice £1,&o, ..., &, maji byt feSeni soustavy Ax = 0, takze
po jejich dosazeni za = dostaneme r - (n — r) homogennich rovnic o celkem n - (n — r)
neznamych aé», ie{l,....,n—r}, j €{l,...,n}. OvSem, pro kazdé k € {1,...,r}
dosazenim &, za x dostaneme A&, = 0, coz predstavuje n — r rovnic

Gai+ &Gay+-+ ap=0
Gai+ &Gaz+-+ al=0

et ey 4 glayT =0,

z nichz kazdd m4 jinych n nezndmych al,...,al, j € {1,...,n —r}, ale vSechny maji
stejné koeficienty §,i, ..., &}, takZe vSechny maji stejnou mnozinu vsech feSeni a staci
pro kazdé k € {1,...,r} uvazovat jen jednu rovnici

§ra’ +&at -+ ga" =0
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s neznamymi a',a?,...,a" Dosazenfm viech &;,&s,. .., &, tak dostaneme homogenni
soustavu
1.1 2 2
é_la +£1a _l__{_é-{l’an —
1.1 2 2
fa +&a”+ -+ &7a"” =0

rat + a7+t gla" =0

r linedrnich rovnic o n nezndmych a',a?,...,a" s matici Z, jejiz fadky jsou tvoieny

usporadanymi n-ticemi &1, &9, ..., &-. Hodnost matice = je tedy rovna r, fundamentalni
Am Fedeni ma 2 1 1 1 2 2 2 n—r _n-—r n—r

systém FeSeni ma n—r prvku (aj,as,...,a,),(a7,a5,...,a;5),...,(af ", a" ", ...,ap"")

a toto jsou fadky hledané matice A.

Pi#iklad. Nechf & = (1,2,3,4),& = (4,3,2,1) € R% Najdeme homogenni soustavu
linearnich rovnic nad polem R, jejimz fundamentalnim systémem feSeni je

{&1, &}

Hleddme tedy soustavu Az = 0 dvou rovnic o ¢tyfech neznamych. Sestavime soustavu
=-a=0, kde

(1 2 3 4 B
“\4 392 1) 47

[1]

SIS RS U]
W o

Tedy,
al +2a% + 3a® + 44 =0
4ar +3a% +2a + a* =0.
Fundamentalni systém feseni této soustavy je, naptiklad,
{(2,-3,0,1),(1,—-2,1,0)}.
Zvolime-li
A <a]1L ay ai ai) _ <2 -3 0 1)
a? a3 a3 a2 1 -2 1 0)°
dostaneme soustavu
2l
2 -3 01 z?
(1 -2 1 0>’ [ =0
4
tedy
22! — 322 + 2t =
zt — 222 4 23 =
Potom {(1,2,3,4),(4,3,2,1)} je fundamentalni systém Feseni této soustavy,
t1(1,2,3,4) +t2(4,3,2,1), t',#? R,
je jeji obecné feSeni a
{t1(1,2,3,4) + t2(4,3,2,1) | t', > e R}

je mnozina vsech FeSeni soustavy. O
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3.6. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 3.6.1. Soustava linearnich rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genni. Je-li Ax = b nehomogenni soustava, potom Ax = 0 je homogenizovand sou-
stava.

Piiklad. (1) Soustava
ot 4222 — 2% =
—zl+ 224222 =0

2 — x2+ =

je nehomogenni.

(2) Soustava
ot -t 42t =1

je nehomogenni. O

Tvrzeni 3.6.1. (1) Pokud nehomogenni soustava linedrnich rovnic md prdvé jedno
resent, potom homogenizovand soustava md jen nulové Tesend.

(2) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md prdavé jedno reseni
prdvé tehdy, kdyz homogenizovand soustava md jen nulové resen.

(8) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno resent
prdvé tehdy, kdyz matice soustavy je requldrni.

(4) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic nemd nulové Tesen.

Dikaz. (1) M4-li soustava pravé jedno feseni, potom zadnd z neznamych neni parametr
a homogenizovana soustava mé jen nulové feSeni.

(2) Vyplyvé z predchoziho bodu a z Gaussovy elimina¢ni metody.

(3) Vyplyvé z predchoziho bodu a z Tvrzeni 3.5.1.

(4) Ziejmé. O

Mnozina vSech feseni nehomogenni soustavy nema vlastnosti uvedené v Tvrzeni 3.5.2,
které mé mnozina vSech feSeni homogenni soustavy. Totiz, soucet feSeni nehomogenni
soustavy neni jeji feSeni, c-ndsobek feseni nehomogenni soustavy, kde ¢ # 1, neni jeji
feSeni a linedrni kombinace FeSeni nehomogenni soustavy neni jeji feseni.

Tvrzeni 3.6.2. Necht &, je néjaké fesent soustavy Ax = b. Potom pro kazdé teseni &
této soustavy existuje jediné reseni § homogenizované soustavy takové, Ze & = &, + &o.

Na druhou stranu, pro libovolné reseni &y homogenizované soustavy je & = &, + &o
resent soustavy Ax = b.

Diikaz. Bud'te &, a £ Feseni soustavy. Polozme & = £ — &,. Potom A&y = A(§ — &) =
AL — A = b —b = 0. Tedy, & je feSeni homogenizované soustavy a £ = &y + &.
Jednoznacnost &y je zfejma.

Je-li A&y =0, pak A = A(&p + &) = A&y + A =b+0=0. O

Dasledek. (1) Ma-li nehomogenni soustava Tesent, potom jeji obecné resent je souctem
obecného Teseni homogenizované soustavy a néjakého partikuldrniho veseni nehomogenni
soustavy.

(2) Je-li &, tesent soustavy Ax = b, potom mnoZina viech Teseni této soustavy je

{& + o | &o je Teseni homogenizované soustavy Ax = 0} .
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Cviceni. Rozdil libovolnych dvou feSeni nehomogenni soustavy je feSeni homogenizo-
vané soustavy. O

Piiklad. (1) Jedno z feseni soustavy
-2t =1

je (1,0). Mnozina vSech feseni homogenizované soustavy
i —22=0

je {(t,t) |t € R}. Mnozina vSech FeSeni nehomogenni soustavy
ot —a2? =1

je {(1,0) + (t,t) [t e R} = {(1 + t,t) |t € R}.

(2) Soustava

at 4222 =0
3zl +42% =2
ma4 Feseni (2, —1). Mnozina vsech feSeni homogenizované soustavy
at 4222 =0
3! +42® =0
je {(0,0)}. Mnozina vsech Feseni nehomogenni soustavy
at 4222 =0
3a! 4 42? =2

je {(2,=1) +(0,0)} ={(2, =)} O



60

Soustavy linedrnich rovnic



Polynomy 61

4. PoLYyNOMY

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, délitelnost

Definice 4.1.1. Bud P pole, n € N, ag,...,a, € P, z ¢ P. Polynom (mnohoclen)
jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru
ant" + @12t + -+ a1z + ao.

Zde x' jsou mocniny, nejednd se o horni indexy. Mocninu 2° klademe rovnu 1 € P,
takze ag = ag-1 = agz’. Mnozinu vech polynomi neuréité 2 nad polem P oznacujeme
Plz].
Prvky ag,...,a, € P jsou koeficienty, a; je i-ty koeficient. Koeficient ag je absolutni
clen.

Polynom se vSemi koeficienty nulovymi je nulovi polynom a oznacujeme ho 0.

Scitance a;x* s nulovymi koeficienty a; se v zapisu polynomu obvykle neuvadi, ty
s nenulovymi koeficienty se samoziejmé uvadi a neuvedené koeficienty a; jsou tedy
nulové.

Vyjadieni ,polynom nad polem P*“ tedy znamend, ze se jedna o ,,polynom s koefici-
enty z pole P

Pi#iklad. 62* + 022 + 322 + 12 +6 € Rlx], a9 =6, a1 = 1, ag = 3, a3 = 0, ay = 6, pro
i>4a;=0. O

Definice 4.1.2. Polynomy f, g € P[z],
f=anz™ +an_ 12"+ +arz + ao,
g =bma™ + b1+ b+ by
se sobé rovnaji, jestlize se rovnaji jejich piislusné koeficienty. Tedy,

f =g, jestlize a; = b; pro vSechna neziporna cela 1.

Definice 4.1.3. Stuperi polynomu f = a,z" + ap_12" "1 + -+ + a1z + ag je nejvetsi
¢islo s takové, ze as # 0, oznacujeme ho deg f. Koeficient ay, kde s je stupen, je
vedouci koeficient polynomu f, oznacujeme ho lc f.

Pro nulovy polynom nemame definovan ani stupen ani vedouci koeficient.

Piiklad. Pro f =62 +322 +x+6jedegf =4 alcf =6. O

Definice 4.1.4. Nulovy polynom a polynomy stupné 0 jsou konstantni, polynomy
stupné 1 jsou linedrnt, polynomy stupné 2 jsou kvadratické, polynomy stupné 3 jsou
kubické, polynomy stupné 4 jsou bikvadratické.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f, g € Plz],
f=a,2" + an_12""" + - + a12 + ao,
9= bmx™ + by 1™ 4 - 4 by + by,
ozna¢me p = max{n, m}. Soucet polynomu f a g je polynom f + g € P[x],

f+g="(ap+b)a? + (ap_1 +bp_1)aP L+ -+ (a1 + b))z + ao + bo.
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Definice 4.1.6. Soucin polynomu f, g € Plx],
f=anz" + an_12" t + -+ a1z + ao,
G = bp™ 4 by 1™ - 4 by + by,
je polynom fg € P[z],

n+m

fg=>Y (> aibja* =
k=0 i+j=k
= by T+

+ (anbm—l + an—lbm)xn+m71+

+ (agbo + a1by + agba)z*+
+ (a1bo + apbr)z+
+ agbo.
Tedy, pro k € {0,1,...,n 4+ m} k-ty koeficient polynomu fg je
Z a;b; = agby + ax—1b1 + - - - + arbp_1 + agby.
it+j=k
Je-li naptiklad f konstantni polynom, f = ag, pak
fg = apg = apbmz™ + agbm_12™ 1 + - + agbiz + agbp.
Specialné, pokud f = —1, pak

1

fg=—9g=—bpx™ — by 1™ — - —b1x — by

je polynom opacny k polynomu g.

Priklad. Pro
f =6z +32% +6, g=2°—22 -z
je
f+g=6zt+a3 422 -z +6,
fg =627 — 1225 — 32° — 62* + 323 — 1222 — 6. O

Tvrzeni 4.1.1. Budte f,g € P[x] nenulové. Potom

(1) fg je nenulovy polynom,

(2) deg(fg) = deg f + degy,

(3) 1e(fg) = e f -leg.
Diikaz. Budte f, g nenulové polynomy. Necht deg f = n, degg = m, lc f = a, alcg =
by, Jelikoz a,, # 0 a by, # 0, také anb,, # 0, viz kapitola 6. Ovsem, a,b,, je (n + m)-ty
koeficient soucinu fg, takze fg je nenulovy polynom. Pro k > n + m je k-ty koeficient
roven nule, takze lc fg = anb,, =lc f-lcg a deg(fg) =n+m = deg f + degg. O

Cviceni. Soucin polynomu je nulovy pravé tehdy, kdyz aspon jeden z nich je nulovy. [



