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5. přednáška, 21. 10. 2025

3.2. Gaussova eliminačńı metoda a obecné řešeńı

Řešit soustavu lineárńıch rovnic, tj. hledat množinu všech jej́ıch řešeńı, je možné tak,
že soustavu uprav́ıme na takový tvar, ze kterého všechna řešeńı vyčteme. Je ovšem nutné
použ́ıvat pouze takové úpravy, po jejichž provedeńı množina všech řešeńı nové soustavy
je stejná jako množina všech řešeńı p̊uvodńı soustavy.

Definice 3.2.1. Ekvivalentńı úprava soustavy lineárńıch rovnic je úprava, jej́ıž pro-
vedeńım vznikne soustava lineárńıch rovnic s množinou všech řešeńı rovnou množině
všech řešeńı p̊uvodńı soustavy.
Soustavy lineárńıch rovnic, jejichž množiny všech řešeńı se vzájemně rovnaj́ı, jsou
ekvivalentńı.

Definice 3.2.2. Elementárńı úpravy soustavy lineárńıch rovnic jsou

(i) přičteńı násobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynásobeńı jedné rovnice nenulovým prvkem pole,
(iii) vzájemná výměna dvou rovnic.

Ke každé elementárńı úpravě soustavy existuje elementárńı úprava (stejného typu),
která soustavu převede do p̊uvodńıho stavu.

Je zřejmé, že provedeńı řádkové elementárńı úpravy rozš́ı̌rené matice soustavy je totéž
co provedeńı obdobné elementárńı úpravy soustavy.

Podle následuj́ıćıho tvrzeńı elementárńı úpravy jsou ekvivalentńı.

Tvrzeńı 3.2.1. Elementárńı úpravy soustavy lineárńıch rovnic jsou ekvivalentńı.

D̊ukaz. Mějme soustavu lineárńıch rovnic o n neznámých x1, x2, . . . , xn a bud’ ⇠ =
(⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) jej́ı řešeńı, tj. pro každé i plat́ı rovnost

ai1⇠
1 + ai2⇠

2 + · · ·+ ain⇠
n = bi.

Zvolme si jednu elementárńı úpravu, přičteńı c-násobku j-té rovnice k i-té rovnici,
kde i 6= j (pro zbylé dvě úpravy je d̊ukaz analogický). Po této úpravě dostaneme novou
soustavu, která se od té p̊uvodńı lǐśı jen v i-té rovnici, ta v nové soustavě je

(ai1 + caj1)x
1 + · · ·+ (ain + cajn)x

n = bi + cbj .

Je zřejmé, že ⇠ je řešeńım i této nové soustavy, protože je řešeńım nové i-té rovnice

(ai1 + caj1)⇠
1 + · · ·+ (ain + cajn)⇠

n =

= (ai1⇠
1 + · · ·+ ain⇠

n) + c(aj1⇠
1 + · · ·+ ajn⇠

n) =

= bi + cbj

i všech ostatńıch, nezměněných rovnic soustavy. To znamená, že každé řešeńı p̊uvodńı
soustavy je řešeńım i upravené soustavy.

Při maticovém zápisu můžeme tvrzeńı dokázat s využit́ım toho, že řádková ele-
mentárńı úprava matice je totéž co vynásobeńı elementárńı matićı zleva. Úpravou sou-
stavy Ax = b dostaneme soustavu QAx = Qb. Jestliže ⇠ je řešeńım p̊uvodńı soustavy,
tedy A⇠ = b, potom QA⇠ = Qb a ⇠ je řešeńım i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, že upravenou soustavu můžeme převést na tu p̊uvodńı opět pomoćı
jedné z elementárńıch úprav, každé řešeńı upravené soustavy je také řešeńım p̊uvodńı
soustavy. Celkově tedy množina všech řešeńı upravené soustavy je rovna množině všech
řešeńı p̊uvodńı soustavy. ⇤
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Tvary soustavy lineárńıch rovnic, ze kterých lze snadno vyč́ıst všechna řešeńı soustavy,
jsou ty, jejichž rozš́ı̌rené matice jsou ve schodovitém a ještě lépe v Gaussově–Jordanově
tvaru.

Gaussova eliminačńı metoda. Řádkovými elementárńımi úpravami upravme rozš́ı-
řenou matici soustavy na Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar (stačil by i schodovitý). Je zřejmé,
že počet nenulových řádk̊u př́ıslušné upravené matice soustavy neńı větš́ı než počet
neznámých, čili počet sloupk̊u matice soustavy. Jestliže upravená rozš́ı̌rená matice sou-
stavy má v́ıce (o jeden) nenulových řádk̊u než př́ıslušná matice soustavy, soustava (upra-
vená i p̊uvodńı) nemá řešeńı. Jestliže počty nenulových řádk̊u upravené rozš́ı̌rené matice
soustavy i př́ıslušné matice soustavy se rovnaj́ı r (r  n), tj. rozš́ı̌rená matice soustavy
a matice soustavy maj́ı stejné hodnosti, př́ıslušná soustava rovnic (uvád́ıme jen ty ne-
nulové) je

xk1 + · · ·+ 0 + · · ·+ 0 + c1kr+1x
kr+1 + · · ·+ c1nx

n = d1

...

xkr�1 + · · ·+ 0 + cr�1
kr+1x

kr+1 + · · ·+ cr�1
n xn = dr�1

xkr + crkr+1x
kr+1 + · · ·+ crnx

n = dr.

Z posledńı rovnice můžeme pomoćı xkr+1, . . . , xn vyjádřit

xkr = dr � crkr+1x
kr+1 � · · ·� crnx

n.

Z předposledńı rovnice můžeme pomoćı xkr�1+1, . . . , xkr�1, xkr+1, . . . , xn vyjádřit

xkr�1 = dr�1 � cr�1
kr�1+1x

kr�1+1 � · · ·� cr�1
kr�1x

kr�1 � cr�1
kr+1x

kr+1 � · · ·� cr�1
n xn.

Takto můžeme postupovat až k prvńı rovnici, ze které vyjádř́ıme xk1 pomoćı neznámých
xk1+1, . . . , xn kromě xk2 , . . . , xkr.

Źıskáme tak vyjádřeńı r neznámých xk1 , xk2 , . . . , xkr pomoćı n�r neznámých xi s i 2
{1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr}. Když za neznámé xi, i 2 {1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr},
zvoĺıme libovolné prvky pole P , které pak dosad́ıme do źıskaných vztah̊u pro neznámé
xk1 , xk2 , . . . , xkr a tyto hodnoty dopoč́ıtáme, dostaneme řešeńı soustavy Ax = b.

Definice 3.2.3. Neznámé xk1 , xk2 , . . . , xkr z předchoźıho odstavce jsou hlavńı (nebo
bázové nebo bázické), neznámé xi, kde i 2 {1, 2, . . . , n} \ {k1, k2, . . . , kr}, jsou pa-
rametry (nebo nebázické neznámé nebo volné proměnné) a označujeme je po řadě
t1, . . . , tn�r.

Definice 3.2.4. Řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o n neznámých, jej́ıž rozš́ı̌rená ma-
tice má hodnost r, zapsané pomoćı n� r parametr̊u je obecné řešeńı. Řešeńı źıskané
z obecného řešeńı libovolnou volbou parametr̊u je partikulárńı řešeńı.

Je zřejmé, že každé řešeńı soustavy lineárńıch rovnic lze źıskat z obecného řešeńı
vhodnou volbou parametr̊u. Takže množina všech řešeńı źıskaných z obecného řešeńı
všemi možnými volbami parametr̊u je rovna množině všech řešeńı soustavy a obecné
řešeńı reprezentuje všechna řešeńı soustavy.

Př́ıklad. Mějme soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 = 1

3x1 + 4x2 + 5x3 = 1
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nad polem reálných č́ısel. Rozš́ı̌rená matice soustavy je
0

@
1 2 3 1
2 3 4 1
3 4 5 1

1

A .

Jej́ı Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar je
0

@
1 0 �1 �1
0 1 2 1
0 0 0 0

1

A

a hodnost matice soustavy i hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy se rovnaj́ı 2. Uvedený
Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar reprezentuje soustavu

x1 � x3 = �1

x2 + 2x3 = 1.

Z prvńı rovnice můžeme vyjádřit x1 pomoćı x3

x1 = �1 + x3

a z druhé rovnice můžeme vyjádřit x2 pomoćı x3

x2 = 1� 2x3.

Máme tedy 2 (= hodnost matice) neznámé vyjádřeny pomoćı jedné (= 3� 2) neznámé.
Neznámé x1 a x2 jsou hlavńı, neznámá x3 je parametr a můžeme za ni dosadit libovolné
reálné č́ıslo a hlavńı neznámé dopoč́ıtat. Označ́ıme-li parametr t, dostaneme, že

⇠(t) = (�1 + t, 1� 2t, t), t 2 R,

je obecné řešeńı soustavy. Při volbě t = 0 źıskáme partikulárńı řešeńı ⇠(0) = (�1, 1, 0).
Množina všech řešeńı soustavy je

{(�1 + t, 1� 2t, t) | t 2 R}.

Uspořádanou trojici (�1 + t, 1� 2t, t) můžeme zapsat

(�1 + t, 1� 2t, t) = (�1, 1, 0) + (t,�2t, t) =

= (�1, 1, 0) + t(1,�2, 1)

a množinu všech řešeńı soustavy pak můžeme zapsat

{(�1, 1, 0) + t(1,�2, 1) | t 2 R},

což je př́ımka v R3 procházej́ıćı bodem (�1, 1, 0), který je dán sloupcem pravých stran
soustavy v Gaussově–Jordanově tvaru, se směrovým vektorem (1,�2, 1). Při maticovém
zápisu množina všech řešeńı je

8
<

:

0

@
�1
1
0

1

A+ t

0

@
1
�2
1

1

A

������
t 2 R

9
=

; . ⇤

Př́ıklad. Mějme soustavu

x1 + 2x2 + 3x3 + 4x4 = 1

2x1 + 3x2 + 4x3 + 5x4 = 1

3x1 + 4x2 + 5x3 + 6x4 = 1

4x1 + 5x2 + 6x3 + 7x4 = 1
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nad polem reálných č́ısel. Rozš́ı̌rená matice soustavy je
0

BB@

1 2 3 4 1
2 3 4 5 1
3 4 5 6 1
4 5 6 7 1

1

CCA .

Jej́ı Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar je
0

BB@

1 0 �1 �2 �1
0 1 2 3 1
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

1

CCA

a hodnost matice soustavy i hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy se rovnaj́ı 2. Uvedený
Gauss̊uv–Jordan̊uv tvar reprezentuje soustavu

x1 � x3 � 2x4 = �1

x2 + 2x3 + 3x4 = 1.

Z prvńı rovnice můžeme vyjádřit x1 pomoćı x3 a x4

x1 = �1 + x3 + 2x4

a z druhé rovnice můžeme vyjádřit x2 pomoćı x3 a x4

x2 = 1� 2x3 � 3x4.

Máme tedy 2 (= hodnost matice) neznámé vyjádřeny pomoćı dvou (= 4�2) neznámých.
Neznámé x1 a x2 jsou hlavńı, neznámé x3 a x4 jsou parametry a můžeme za ně dosa-
dit libovolná reálná č́ısla a hlavńı neznámé dopoč́ıtat. Označ́ıme-li parametry t1 a t2,
dostaneme, že

⇠(t1, t2) = (�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2), t1, t2 2 R,

je obecné řešeńı soustavy. Při volbě t1 = 1, t2 = 0 źıskáme partikulárńı řešeńı ⇠(1, 0) =
(0,�1, 1, 0), při volbě t1 = 0, t2 = 1 źıskáme partikulárńı řešeńı ⇠(0, 1) = (1,�2, 0, 1).
Množina všech řešeńı soustavy je

{(�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) | t1, t2 2 R}.

Uspořádanou čtveřici (�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) můžeme zapsat

(�1 + t1 + 2t2, 1� 2t1 � 3t2, t1, t2) =

= (�1, 1, 0, 0) + (t1,�2t1, t1, 0) + (2t2,�3t2, 0, t2) =

= (�1, 1, 0, 0) + t1(1,�2, 1, 0) + t2(2,�3, 0, 1)

a množinu všech řešeńı soustavy pak můžeme zapsat

{(�1, 1, 0, 0) + t1(1,�2, 1, 0) + t2(2,�3, 0, 1) | t1, t2 2 R},

při maticovém zápisu
8
>><

>>:

0

BB@

�1
1
0
0

1

CCA+ t1

0

BB@

1
�2
1
0

1

CCA+ t2

0

BB@

2
�3
0
1

1

CCA

��������
t1, t2 2 R

9
>>=

>>;
. ⇤
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3.3. Frobeniova věta

Z předchoźıch pozorováńı a tvrzeńı vyplývá následuj́ıćı věta.

Tvrzeńı 3.3.1 (Frobeniova věta). Soustava lineárńıch rovnic má aspoň jedno řešeńı
právě tehdy, když hodnost matice soustavy se rovná hodnosti rozš́ıřené matice soustavy.

D̊ukaz. Jestliže soustava Ax = b má nějaké řešeńı, pak sloupek b pravých stran je
lineárńı kombinaćı sloupk̊u matice A a rozš́ı̌reńım matice A o takový sloupek se hodnost
nezměńı. Takže matice A a Ā maj́ı stejné hodnosti.

Jestliže se hodnosti matic A a Ā rovnaj́ı, a rovnaj́ı se tedy i hodnosti př́ıslušných matic
v Gaussově–Jordanově tvaru, pak použit́ım Gaussovy eliminačńı metody a libovolnou
volbou parametr̊u źıskáme řešeńı soustavy. ⇤

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1

má matici soustavy
0

@
1 2 �1

�1 1 2
2 �1 1

1

A

a rozš́ı̌renou matici soustavy
0

@
1 2 �1 1

�1 1 2 1
2 �1 1 1

1

A .

Jejich hodnosti jsou stejné, obě se rovnaj́ı 3, takže podle Frobeniovy věty soustava má
řešeńı. Jelikož hodnosti jsou rovny počtu neznámých, všechny neznámé jsou hlavńı,
žádná neńı parametr a soustava má právě jedno řešeńı.

(2) Soustava

x� y = 1

má matici soustavy
�
1 �1

�

a rozš́ı̌renou matici soustavy
�
1 �1 1

�
.

Jejich hodnosti jsou stejné, obě se rovnaj́ı 1, takže podle Frobeniovy věty soustava má
řešeńı. Jelikož hodnosti jsou nižš́ı než počet neznámých, jedna neznámá je hlavńı, jedna
neznámá je parametr a soustava má nekonečně mnoho řešeńı.

(3) Soustava

x = 0

x = 1

má matici soustavy
✓
1
1

◆
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a rozš́ı̌renou matici soustavy
✓
1 0
1 1

◆
.

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy je rovna 2,
takže podle Frobeniovy věty soustava nemá řešeńı. ⇤

3.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy věty soustava s regulárńı matićı má řešeńı. Podle následuj́ıćı věty
má právě jedno řešeńı.

Tvrzeńı 3.4.1. Bud’ Ax = b soustava se čtvercovou matićı A. Potom A je regulárńı
právě tehdy, když Ax = b má právě jedno řešeńı, a to

⇠ = A�1b.

D̊ukaz.
”
)“ Necht’ A je regulárńı matice, tedy invertibilńı, s maximálńı hodnost́ı. Potom

podle Frobeniovy věty soustava Ax = b má řešeńı. A pro každé řešeńı ⇠ plat́ı A⇠ = b,
tedy ⇠ = A�1A⇠ = A�1b, čili řešeńı je jediné.

”
(“ Necht’ A neńı regulárńı matice, tedy je singulárńı, s hodnost́ı menš́ı než počet

jej́ıch řádk̊u, který se rovná počtu neznámých. Pokud hodnost rozš́ı̌rené matice soustavy
je větš́ı než hodnost matice soustavy, soustava nemá řešeńı. Pokud hodnost rozš́ı̌rené ma-
tice soustavy je stejná jako hodnost matice soustavy, potom v obecném řešeńı soustavy
vystupuje aspoň jeden parametr, za který lze dosadit libovolný prvek pole. Vzhledem
k tomu, že pole obsahuje v́ıce než jeden prvek, soustava má v́ıce než jedno řešeńı. ⇤

Tvrzeńı 3.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud’ Ax = b soustava s regulárńı matićı A

a řešeńım ⇠ =
�
⇠1 ⇠2 . . . ⇠n

�T
. Pak pro každé i 2 {1, 2, . . . , n}

⇠i =
detAi

detA
,

kde Ai je matice vzniklá z matice A výměnou i-tého sloupku za sloupek pravých stran b:

Ai =

0

B@
a11 . . . a1i�1 b1 a1i+1 . . . a1n
...
an1 . . . ani�1 bn ani+1 . . . ann

1

CA .

D̊ukaz. Při rozvoji podle i-tého sloupku dostáváme detAi =
P

j Â
j
i b

j . Dále

⇠ = A�1b =
1

detA
(adjA) · b = 1

detA
ÂTb

a tedy

⇠i =

P
j(Â

T)ijb
j

detA
=

P
j Â

j
i b

j

detA
=

P
j(Âi)

j
i b

j

detA
=

detAi

detA
.

Tvrzeńı můžeme dokázat také takto: Je-li ⇠ řešeńı soustavy Ax = b, pak b je lineárńı
kombinaćı sloupk̊u A�

i s koeficienty ⇠1, . . . , ⇠n, tedy

b = ⇠1A�
1 + ⇠2A�

2 + · · ·+ ⇠nA�
n =

X

j

⇠jA�
j
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a matice Ai má v i-tém sloupku tuto lineárńı kombinaci všech sloupk̊u matice A. Potom

detAi = det
�
A�

1 . . . A�
i�1 b A�

i+1 . . . A�
n

�
=

= det
�
A�

1 . . . A�
i�1

P
j ⇠

jA�
j A�

i+1 . . . A�
n

�
=

=
X

j

det
�
A�

1 . . . A�
i�1 ⇠jA�

j A�
i+1 . . . A�

n

�
=

=
X

j

⇠j det
�
A�

1 . . . A�
i�1 A�

j A�
i+1 . . . A�

n

�
=

= ⇠i det
�
A�

1 . . . A�
i�1 A�

i A�
i+1 . . . A�

n

�
=

= ⇠i detA,

z čehož dostaneme požadovaný vztah. ⇤

Př́ıklad. Mějme soustavu

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1.

Potom

A =

0

@
1 2 �1

�1 1 2
2 �1 1

1

A A1 =

0

@
1 2 �1
1 1 2
1 �1 1

1

A

A2 =

0

@
1 1 �1

�1 1 2
2 1 1

1

A A3 =

0

@
1 2 1

�1 1 1
2 �1 1

1

A

a

detA = 14 detA1 = 7 detA2 = 7 detA3 = 7.

Proto

⇠1 = ⇠2 = ⇠3 =
detA1

detA
=

detA2

detA
=

detA3

detA
=

7

14
=

1

2
. ⇤

3.5. Homogenńı soustavy lineárńıch rovnic

Definice 3.5.1. Soustava lineárńıch rovnic s nulovou pravou stranou je homogenńı.

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 0

�x1 + x2 + 2x3 = 0

2x1 � x2 + x3 = 0

je homogenńı.

(2) Soustava

x1 � x2 + x3 = 0

je homogenńı.
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(3) Soustava

x = 0

x = 1

neńı homogenńı. ⇤

Tvrzeńı 3.5.1. (1) Každá homogenńı soustava má řešeńı.

(2) Každá homogenńı soustava má nulové řešeńı.

(3) Homogenńı soustava se čtvercovou matićı má pouze nulové řešeńı právě tehdy, když
matice soustavy je regulárńı.

(4) Homogenńı soustava se čtvercovou matićı má nenulové řešeńı právě tehdy, když
determinant matice soustavy je roven nule.

(5) Homogenńı soustava, ve které je méně rovnic než neznámých, má nenulové řešeńı.

D̊ukaz. (1) Existence řešeńı homogenńı soustavy vyplývá z Frobeniovy věty i z násle-
duj́ıćıho bodu (2).

(2) Vzhledem k tomu, že 0 ·p = p ·0 = 0 pro každé p z př́ıslušného pole, viz kapitola 6,
je zřejmé, že homogenńı soustava má nulové řešeńı.

(3) Vyplývá z Tvrzeńı 3.4.1.
(4) Tvrzeńı je ekvivalentńı předchoźımu.
(5) V tomto př́ıpadě při použit́ı Gaussovy eliminačńı metody kladný počet neznámých

jsou parametry a vhodnou volbou libovolného parametru źıskáme nenulové řešeńı. ⇤

Množina všech řešeńı homogenńı soustavy lineárńıch rovnic má následuj́ıćı vlastnost.

Tvrzeńı 3.5.2. Lineárńı kombinace řešeńı homogenńı soustavy je také řešeńı té sou-
stavy. Speciálně, nulový sloupek je řešeńı, součet řešeńı je řešeńı a c-násobek řešeńı je
řešeńı.

D̊ukaz. Necht’ ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠k jsou řešeńı soustavy Ax = 0, čili A⇠1 = 0, A⇠2 = 0, . . . , A⇠k =
0. Bud’te ↵1,↵2, . . . ,↵k 2 P . Potom

A(↵1⇠1 + ↵2⇠2 + · · ·+ ↵k⇠k) = ↵1A⇠1 + ↵2A⇠2 + · · ·+ ↵kA⇠k = 0

a lineárńı kombinace řešeńı je tedy také řešeńı soustavy. ⇤

Definice 3.5.2. Fundamentálńı systém řešeńı homogenńı soustavy je taková množina
řešeńı té soustavy, která je lineárně nezávislá a každé řešeńı lze vyjádřit jako lineárńı
kombinaci řešeńı z této množiny.

Tvrzeńı 3.5.3. Fundamentálńı systém řešeńı soustavy rovnic Ax = 0 o n neznámých
má n� rankA prvk̊u.

D̊ukaz. Obecné řešeńı ⇠ soustavy Ax = 0 o n neznámých je vyjádřeno pomoćı n�rankA
parametr̊u t1, . . . , tn�rankA, tedy ⇠ = ⇠(t1, . . . , tn�rankA). Provedeme-li n� rankA voleb
parametr̊u

(t1, . . . , tn�rankA) = (1, 0, . . . , 0),

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, 1, . . . , 0),

. . .

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, . . . , 0, 1),

dostaneme množinu partikulárńıch řešeńı

{⇠(1, 0, . . . , 0), ⇠(0, 1, . . . , 0), . . . , ⇠(0, . . . , 0, 1)},
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která je lineárně nezávislá a

⇠(t1, . . . , tn�rankA) = t1⇠(1, 0, . . . , 0)+t2⇠(0, 1, . . . , 0)+· · ·+tn�rankA⇠(0, . . . , 0, 1),

takže obecné řešeńı, čili každé řešeńı, soustavy je lineárńı kombinaćı těchto partikulárńıch
řešeńı. ⇤

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 � x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné řešeńı je

⇠(t) = (t, t), t 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{(t, t) | t 2 R} = {t(1, 1) | t 2 R}
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{(1, 1)}.
(2) Soustava

x1 + x2 + 2x3 = 0

�x1 + x2 + 2x3 = 0

x1 + 3x2 + 6x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 2, obecné řešeńı je

⇠(t) = (0,�2t, t), t 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{(0,�2t, t) | t 2 R} = {t(0,�2, 1) | t 2 R}
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{(0,�2, 1)}.
(3) Soustava

x1 � x2 + x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné řešeńı je

⇠(t1, t2) = (t1 � t2, t1, t2), t1, t2 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{(t1 � t2, t1, t2) | t1, t2 2 R} = {t1(1, 1, 0)� t2(�1, 0, 1) | t1, t2 2 R}
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{(1, 1, 0), (�1, 0, 1)}.
(4) Soustava

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 2 a soustava má jediné řešeńı, čili obecné
řešeńı je

⇠ = (0, 0),

množina všech řešeńı soustavy je

{(0, 0)}
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a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je ;.
(5) Soustava

0x = 0

má 1 neznámou, matice soustavy má hodnost 0, obecné řešeńı je

⇠(t) = t, t 2 R,
množina všech řešeńı soustavy je

{t | t 2 R} = R
a fundamentálńı systém řešeńı soustavy je např́ıklad

{1}. ⇤

Poznámka. Je-li {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} fundamentálńı systém řešeńı nějaké soustavy, potom

t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r, t1, t2, . . . , tr 2 P,

je obecné řešeńı soustavy a

{t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r | t1, t2, . . . , tr 2 P}
je množina všech řešeńı soustavy.

Homogenńı soustava rovnic k zadanému fundamentálńımu systému řešeńı.
Pro libovolnou lineárně nezávislou množinu {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} ⇢ Pn existuje homogenńı
soustava lineárńıch rovnic taková, že {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} je jej́ı fundamentálńı systém řešeńı.
Takových soustav, vzájemně ekvivalentńıch, existuje v́ıce. Uvedeme postup nalezeńı
jedné z nich.

Množina {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} uspořádaných n-tic prvk̊u pole P má být fundamentálńı
systém řešeńı soustavy, takže hledáme homogenńı soustavu

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = 0

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = 0 resp. Ax = 0

...

an�r
1 x1 + an�r

2 x2 + · · ·+ an�r
n xn = 0

lineárńıch rovnic nad polem P o n neznámých x1, x2, . . . , xn, jej́ıž matice A = (aij) má

hodnost n� r. Je tedy potřeba naj́ıt vhodné koeficienty aij .
Jednotlivé uspořádané n-tice ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r maj́ı být řešeńı soustavy Ax = 0, takže

po jejich dosazeńı za x dostaneme r · (n � r) homogenńıch rovnic o celkem n · (n � r)
neznámých aij , i 2 {1, . . . , n � r}, j 2 {1, . . . , n}. Ovšem, pro každé k 2 {1, . . . , r}
dosazeńım ⇠k za x dostaneme A⇠k = 0, což představuje n� r rovnic

⇠1ka
1
1 + ⇠2ka

1
2 + · · ·+ ⇠nk a

1
n = 0

⇠1ka
2
1 + ⇠2ka

2
2 + · · ·+ ⇠nk a

2
n = 0

...

⇠1ka
n�r
1 + ⇠2ka

n�r
2 + · · ·+ ⇠nk a

n�r
n = 0,

z nichž každá má jiných n neznámých aj1, . . . , a
j
n, j 2 {1, . . . , n � r}, ale všechny maj́ı

stejné koeficienty ⇠1k, . . . , ⇠
n
k , takže všechny maj́ı stejnou množinu všech řešeńı a stač́ı

pro každé k 2 {1, . . . , r} uvažovat jen jednu rovnici

⇠1ka
1 + ⇠2ka

2 + · · ·+ ⇠nk a
n = 0
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s neznámými a1, a2, . . . , an. Dosazeńım všech ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r tak dostaneme homogenńı
soustavu

⇠11a
1 + ⇠21a

2 + · · ·+ ⇠n1 a
n = 0

⇠12a
1 + ⇠22a

2 + · · ·+ ⇠n2 a
n = 0

...

⇠1ra
1 + ⇠2ra

2 + · · ·+ ⇠nr a
n = 0

r lineárńıch rovnic o n neznámých a1, a2, . . . , an s matićı ⌅, jej́ıž řádky jsou tvořeny
uspořádanými n-ticemi ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r. Hodnost matice ⌅ je tedy rovna r, fundamentálńı
systém řešeńı má n�r prvk̊u (a11, a

1
2, . . . , a

1
n), (a

2
1, a

2
2, . . . , a

2
n), . . . , (a

n�r
1 , an�r

2 , . . . , an�r
n )

a toto jsou řádky hledané matice A.

Př́ıklad. Necht’ ⇠1 = (1, 2, 3, 4), ⇠2 = (4, 3, 2, 1) 2 R4. Najdeme homogenńı soustavu
lineárńıch rovnic nad polem R, jej́ımž fundamentálńım systémem řešeńı je

{⇠1, ⇠2}.
Hledáme tedy soustavu Ax = 0 dvou rovnic o čtyřech neznámých. Sestav́ıme soustavu
⌅ · a = 0, kde

⌅ =

✓
1 2 3 4
4 3 2 1

◆
a a =

0

BB@

a1

a2

a3

a4

1

CCA .

Tedy,

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 0

4a1 + 3a2 + 2a3 + a4 = 0.

Fundamentálńı systém řešeńı této soustavy je, např́ıklad,

{(2,�3, 0, 1), (1,�2, 1, 0)}.
Zvoĺıme-li

A =

✓
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

◆
=

✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
,

dostaneme soustavu

✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
·

0

BB@

x1

x2

x3

x4

1

CCA = 0

tedy

2x1 � 3x2 + x4 = 0

x1 � 2x2 + x3 = 0.

Potom {(1, 2, 3, 4), (4, 3, 2, 1)} je fundamentálńı systém řešeńı této soustavy,

t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1), t1, t2 2 R,
je jej́ı obecné řešeńı a

{t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1) | t1, t2 2 R}
je množina všech řešeńı soustavy. ⇤
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3.6. Nehomogenńı soustavy lineárńıch rovnic

Definice 3.6.1. Soustava lineárńıch rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genńı. Je-li Ax = b nehomogenńı soustava, potom Ax = 0 je homogenizovaná sou-
stava.

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 0

2x1 � x2 + x3 = 3

je nehomogenńı.

(2) Soustava

x1 � x2 + x3 = 1

je nehomogenńı. ⇤

Tvrzeńı 3.6.1. (1) Pokud nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic má právě jedno
řešeńı, potom homogenizovaná soustava má jen nulové řešeńı.

(2) Nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic se čtvercovou matićı má právě jedno řešeńı
právě tehdy, když homogenizovaná soustava má jen nulové řešeńı.

(3) Nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic se čtvercovou matićı má právě jedno řešeńı
právě tehdy, když matice soustavy je regulárńı.

(4) Nehomogenńı soustava lineárńıch rovnic nemá nulové řešeńı.

D̊ukaz. (1) Má-li soustava právě jedno řešeńı, potom žádná z neznámých neńı parametr
a homogenizovaná soustava má jen nulové řešeńı.

(2) Vyplývá z předchoźıho bodu a z Gaussovy eliminačńı metody.
(3) Vyplývá z předchoźıho bodu a z Tvrzeńı 3.5.1.
(4) Zřejmé. ⇤

Množina všech řešeńı nehomogenńı soustavy nemá vlastnosti uvedené v Tvrzeńı 3.5.2,
které má množina všech řešeńı homogenńı soustavy. Totiž, součet řešeńı nehomogenńı
soustavy neńı jej́ı řešeńı, c-násobek řešeńı nehomogenńı soustavy, kde c 6= 1, neńı jej́ı
řešeńı a lineárńı kombinace řešeńı nehomogenńı soustavy neńı jej́ı řešeńı.

Tvrzeńı 3.6.2. Necht’ ⇠p je nějaké řešeńı soustavy Ax = b. Potom pro každé řešeńı ⇠
této soustavy existuje jediné řešeńı ⇠0 homogenizované soustavy takové, že ⇠ = ⇠p + ⇠0.

Na druhou stranu, pro libovolné řešeńı ⇠0 homogenizované soustavy je ⇠ = ⇠p + ⇠0
řešeńı soustavy Ax = b.

D̊ukaz. Bud’te ⇠p a ⇠ řešeńı soustavy. Položme ⇠0 = ⇠ � ⇠p. Potom A⇠0 = A(⇠ � ⇠p) =
A⇠ � A⇠p = b � b = 0. Tedy, ⇠0 je řešeńı homogenizované soustavy a ⇠ = ⇠0 + ⇠p.
Jednoznačnost ⇠0 je zřejmá.

Je-li A⇠0 = 0, pak A⇠ = A(⇠p + ⇠0) = A⇠p +A⇠0 = b+ 0 = b. ⇤

Důsledek. (1) Má-li nehomogenńı soustava řešeńı, potom jej́ı obecné řešeńı je součtem
obecného řešeńı homogenizované soustavy a nějakého partikulárńıho řešeńı nehomogenńı
soustavy.

(2) Je-li ⇠p řešeńı soustavy Ax = b, potom množina všech řešeńı této soustavy je

{⇠p + ⇠0 | ⇠0 je řešeńı homogenizované soustavy Ax = 0} .
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Cvičeńı. Rozd́ıl libovolných dvou řešeńı nehomogenńı soustavy je řešeńı homogenizo-
vané soustavy. ⇤

Př́ıklad. (1) Jedno z řešeńı soustavy

x1 � x2 = 1

je (1, 0). Množina všech řešeńı homogenizované soustavy

x1 � x2 = 0

je {(t, t) | t 2 R}. Množina všech řešeńı nehomogenńı soustavy

x1 � x2 = 1

je {(1, 0) + (t, t) | t 2 R} = {(1 + t, t) | t 2 R}.
(2) Soustava

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 2

má řešeńı (2,�1). Množina všech řešeńı homogenizované soustavy

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0

je {(0, 0)}. Množina všech řešeńı nehomogenńı soustavy

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 2

je {(2,�1) + (0, 0)} = {(2,�1)}. ⇤
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4. Polynomy

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, dělitelnost

Definice 4.1.1. Bud’ P pole, n 2 N, a0, . . . , an 2 P , x 62 P . Polynom (mnohočlen)
jedné neurčité x nad polem P je výraz tvaru

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0.

Zde xi jsou mocniny, nejedná se o horńı indexy. Mocninu x0 klademe rovnu 1 2 P ,
takže a0 = a0 ·1 = a0x0. Množinu všech polynomů neurčité x nad polem P označujeme
P [x].
Prvky a0, . . . , an 2 P jsou koeficienty, ai je i-tý koeficient. Koeficient a0 je absolutńı
člen.
Polynom se všemi koeficienty nulovými je nulový polynom a označujeme ho 0.

Sč́ıtance aixi s nulovými koeficienty ai se v zápisu polynomu obvykle neuvád́ı, ty
s nenulovými koeficienty se samozřejmě uvád́ı a neuvedené koeficienty ai jsou tedy
nulové.

Vyjádřeńı
”
polynom nad polem P“ tedy znamená, že se jedná o

”
polynom s koefici-

enty z pole P“.

Př́ıklad. 6x4 + 0x3 + 3x2 + 1x+ 6 2 R[x], a0 = 6, a1 = 1, a2 = 3, a3 = 0, a4 = 6, pro
i > 4 ai = 0. ⇤

Definice 4.1.2. Polynomy f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0

se sobě rovnaj́ı, jestliže se rovnaj́ı jejich př́ıslušné koeficienty. Tedy,

f = g, jestliže ai = bi pro všechna nezáporná celá i.

Definice 4.1.3. Stupeň polynomu f = anxn + an�1xn�1 + · · · + a1x + a0 je největš́ı
č́ıslo s takové, že as 6= 0, označujeme ho deg f . Koeficient as, kde s je stupeň, je
vedoućı koeficient polynomu f , označujeme ho lc f .

Pro nulový polynom nemáme definován ani stupeň ani vedoućı koeficient.

Př́ıklad. Pro f = 6x4 + 3x2 + x+ 6 je deg f = 4 a lc f = 6. ⇤

Definice 4.1.4. Nulový polynom a polynomy stupně 0 jsou konstantńı, polynomy
stupně 1 jsou lineárńı, polynomy stupně 2 jsou kvadratické, polynomy stupně 3 jsou
kubické, polynomy stupně 4 jsou bikvadratické.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0,

označme p = max{n,m}. Součet polynomů f a g je polynom f + g 2 P [x],

f + g = (ap + bp)x
p + (ap�1 + bp�1)x

p�1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ a0 + b0.
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Definice 4.1.6. Součin polynomů f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0,

je polynom fg 2 P [x],

fg =
n+mX

k=0

(
X

i+j=k

aibj)x
k =

= anbmxn+m+

+ (anbm�1 + an�1bm)xn+m�1+

...

+ (a2b0 + a1b1 + a0b2)x
2+

+ (a1b0 + a0b1)x+

+ a0b0.

Tedy, pro k 2 {0, 1, . . . , n+m} k-tý koeficient polynomu fg je
X

i+j=k

aibj = akb0 + ak�1b1 + · · ·+ a1bk�1 + a0bk.

Je-li např́ıklad f konstantńı polynom, f = a0, pak

fg = a0g = a0bmxm + a0bm�1x
m�1 + · · ·+ a0b1x+ a0b0.

Speciálně, pokud f = �1, pak

fg = �g = �bmxm � bm�1x
m�1 � · · ·� b1x� b0

je polynom opačný k polynomu g.

Př́ıklad. Pro

f = 6x4 + 3x2 + 6, g = x3 � 2x2 � x

je

f + g = 6x4 + x3 + x2 � x+ 6,

fg = 6x7 � 12x6 � 3x5 � 6x4 + 3x3 � 12x2 � 6x. ⇤

Tvrzeńı 4.1.1. Bud’te f, g 2 P [x] nenulové. Potom

(1) fg je nenulový polynom,
(2) deg(fg) = deg f + deg g,
(3) lc(fg) = lc f · lc g.

D̊ukaz. Bud’te f, g nenulové polynomy. Necht’ deg f = n, deg g = m, lc f = an a lc g =
bm. Jelikož an 6= 0 a bm 6= 0, také anbm 6= 0, viz kapitola 6. Ovšem, anbm je (n+m)-tý
koeficient součinu fg, takže fg je nenulový polynom. Pro k > n+m je k-tý koeficient
roven nule, takže lc fg = anbm = lc f · lc g a deg(fg) = n+m = deg f + deg g. ⇤

Cvičeńı. Součin polynomů je nulový právě tehdy, když aspoň jeden z nich je nulový. ⇤


