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4. přednáška, 15. 10. 2025

Definice 2.2.2. Čtvercová matice je (horńı resp. dolńı) trojúhelńıková (nebo
v (horńım resp. dolńım) trojúhelńıkovém tvaru), jestliže pod resp. nad diagonálou
má jen nuly, tedy Ai

j = 0 pro i > j resp. pro i < j.

Každá čtvercová matice ve schodovitém tvaru je také v (horńım) trojúhelńıkovém
tvaru a tedy každou čtvercovou matici lze pomoćı řádkových elementárńıch úprav převést
na trojúhelńıkový tvar.

Tvrzeńı 2.2.3. Determinant trojúhelńıkové matice je roven součinu prvk̊u na dia-
gonále.

D̊ukaz. Bud’ A horńı trojúhelńıková matice typu n⇥ n. Bud’ � permutace na množině
In. Jestliže pro nějaké i 2 In plat́ı �i < i, pak Ai

�i
je pod diagonálou, tedy Ai

�i
= 0

a také sgn� ·A1
�1

· · ·Ai
�i
· · ·An

�n
= 0. Jediná permutace � taková, že �i � i pro každé i,

je identita. Jelikož sgn id = 1, detA = A1
1A

2
2 · · ·An

n.
Pro dolńı trojúhelńıkové matice je d̊ukaz analogický. ⇤

Důsledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven součinu prvk̊u na
diagonále.

(2) Determinant diagonálńı matice je roven součinu prvk̊u na diagonále.

(3) Determinant jednotkové matice je roven 1.

Př́ıklad.
��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 0 0 0
1 2 0 0
1 2 3 0
1 2 3 4

��������
=

��������

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

��������
= 24. ⇤

Determinanty elementárńıch matic jsou nenulové.

Př́ıklad. (1) Ei,j(c) je trojúhelńıková matice a na diagonále má jen jedničky, proto

detEi,j(c) = 1.

(2) Ei(c) je diagonálńı matice a na diagonále má jedno c a jinak jen jedničky, proto

detEi(c) = c.

(3) Jelikož v každém řádku a v každém sloupku matice Ei,j je právě jedna jednička
a ostatńı prvky jsou nuly, existuje jediná permutace ⌧ na In, pro kterou jsou všechny
(Ei,j)1⌧1 , . . . , (E

i,j)n⌧n rovny jedné. Pro ostatńı permutace je aspoň jeden z těchto prvk̊u
nulový. Dı́ky tvaru Ei,j je ⌧ transpozice, takže sgn ⌧ = �1. Proto

detEi,j = (�1) · (Ei,j)1⌧1 · · · (E
i,j)n⌧n = �1. ⇤

Tvrzeńı 2.2.4. Pro každou čtvercovou matici A plat́ı detAT = detA.
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D̊ukaz. Činitele v součinu A�1
1 . . . A�i

i . . . A�n
n můžeme uspořádat podle vzr̊ustaj́ıćıho

řádkového indexu A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n
, protože ��1

i -tý činitel v p̊uvodńım součinu

je A
�
��1
i

��1
i

= Ai
��1
i
. Potom

detAT =
X

�2Sn

sgn� · (AT)1�1
. . . (AT)i�i

. . . (AT)n�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A�1
1 . . . A�i

i . . . A�n
n = (přeuspořádáńı)

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n

= (sgn��1 = sgn�)

=
X

�2Sn

sgn��1 ·A1
��1
1

. . . Ai
��1
i

. . . An
��1
n

=

= detA,

protože když � projde všechny prvky Sn, tak ��1 také. ⇤

Tvrzeńı 2.2.5. Determinant matice, která má bud’ dva řádky stejné nebo dva sloupky
stejné, je roven nule.

D̊ukaz. Bud’ A matice typu n ⇥ n, která má i-tý řádek stejný jako j-tý (i 6= j), tedy
Ai

k = Aj
k pro každé k 2 {1, 2, . . . , n}.

Bud’ ⌧ij 2 Sn transpozice vyměňuj́ıćı i, j, čili sgn ⌧ij = �1. Pro každou permutaci
� 2 Sn označme �0 = � � ⌧ij . Pak sgn�0 = sgn� · sgn ⌧ij = � sgn� a člen determinantu
odpov́ıdaj́ıćı permutaci �0 je

sgn�0 ·A1
�0
1
· · ·Ai

�0
i
· · ·Aj

�0
j
· · ·An

�0
n
=

= � sgn� ·A1
�1

· · ·Ai
�j

· · ·Aj
�i
· · ·An

�n
= (Ai

�j
= Aj

�j
a Aj

�i
= Ai

�i
)

= � sgn� ·A1
�1

· · ·Ai
�i
· · ·Aj

�j
· · ·An

�n
,

a je tedy opačný k členu odpov́ıdaj́ıćımu permutaci �.
Množinu Sn, jež má sudý počet prvk̊u, můžeme rozložit na podmnožiny {�,�0}, které

jsou dvouprvkové, protože �0 6= � a �00 = � (ověřte), a každá z nich přisṕıvá k determi-
nantu nulou. Takže detA = 0.

Když má matice dva stejné sloupky, lze tvrzeńı dokázat analogicky nebo je možno
použ́ıt předchoźı tvrzeńı. ⇤

2.2.2. Elementárńı úpravy

Tvrzeńı 2.2.6. (1) Přičteńım násobku jednoho řádku, resp. sloupku k jinému řádku,
resp. sloupku se determinant nezměńı, čili

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 + cAj
1 Ai

2 + cAj
2 . . . Ai

n + cAj
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

������������

=

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

������������

,

při zápisu s použit́ım elementárńıch matic

det(Ei,j(c) ·A) = det(A · Ei,j(c)) = detA.
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(2) Vynásobeńım jednoho řádku, nebo sloupku prvkem c se determinant vynásob́ı prv-
kem c, čili

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
cAi

1 cAi
2 . . . cAi

n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

������������

= c

������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n
...

...
...

An
1 An

2 . . . An
n

������������

,

při zápisu s použit́ım elementárńıch matic

det(Ei(c) ·A) = det(A · Ei(c)) = c detA.

(3) Vzájemnou výměnou dvou řádk̊u, nebo dvou sloupk̊u determinant změńı znaménko,
čili

�����������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Aj

1 Aj
2 . . . Aj

n
...

...
...

Ai
1 Ai

2 . . . Ai
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

�����������������

= �

�����������������

A1
1 A1

2 . . . A1
n

...
...

...
Ai

1 Ai
2 . . . Ai

n
...

...
...

Aj
1 Aj

2 . . . Aj
n

...
...

...
An

1 An
2 . . . An

n

�����������������

,

při zápisu s použit́ım elementárńıch matic

det(Ei,j ·A) = det(A · Ei,j) = � detA.

D̊ukaz. Uvedeme pouze d̊ukaz pro řádkové úpravy, pro sloupkové je analogický.
Bud’te A čtvercová matice a B upravená matice.
(1) Necht’ B vznikne z A přičteńım c-násobku j-tého řádku k i-tému řádku, čili

Bi
� = Ai

� + cAj
� a ostatńı řádky matice B jsou stejné jako řádky matice A. Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1
�1

. . . Bi
�i
. . . Bj

�j
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . (Ai
�i

+ cAj
�i
) . . . Aj

�j
. . . An

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Ai
�i
. . . Aj

�j
. . . An

�n
+

+ c
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Aj
�i
. . . Aj

�j
. . . An

�n

| {z }
determinant matice, kde i-tý řádek je stejný jako j-tý

=

= detA+ c · 0 = detA.
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(2) Necht’ B vznikne z A vynásobeńım i-tého řádku prvkem c, čili Bi
� = cAi

� a ostatńı
řádky matice B jsou stejné jako řádky matice A. Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1
�1

. . . Bi
�i
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . cAi
�i
. . . An

�n
=

= c
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Ai
�i
. . . An

�n
=

= c detA.

(3) Necht’ B vznikne z A vzájemnou výměnou i-tého řádku a j-tého řádku, čili Bi
� =

Aj
�, B

j
� = Ai

� a ostatńı řádky matice B jsou stejné jako řádky matice A. Bud’ ⌧ij 2 Sn

transpozice vyměňuj́ıćı i, j, čili sgn ⌧ij = �1. Pro každou permutaci � 2 Sn označme
�0 = ��⌧ij . Pak �0

i = �j , �0
j = �i a �0

k = �k pro k 6= i, j a sgn�0 = sgn�·sgn ⌧ij = � sgn�.
Potom

detB =
X

�2Sn

sgn� ·B1
�1

. . . Bi
�i
. . . Bj

�j
. . . Bn

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Aj
�i
. . . Ai

�j
. . . An

�n
= (komutativita součinu)

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�1

. . . Ai
�j

. . . Aj
�i
. . . An

�n
=

=
X

�2Sn

sgn� ·A1
�0
1
. . . Ai

�0
i
. . . Aj

�0
j
. . . An

�0
n
= (sgn�0 = � sgn�)

= �
X

�2Sn

sgn�0 ·A1
�0
1
. . . Ai

�0
i
. . . Aj

�0
j
. . . An

�0
n
=

= � detA,

protože když � projde všechny prvky Sn, tak �0 také. ⇤

Cvičeńı. Jaký je vztah mezi det(cA) a detA? ⇤

Cvičeńı. Necht’ A je matice typu n⇥ n taková, že AT = �A (taková matice se nazývá
antisymetrická). Ukažte, že je-li n liché č́ıslo, pak detA = 0. ⇤

Př́ıklad.��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
4 4 4 8

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
3 3 6 6
4 4 4 8

��������
=

��������

1 1 1 1
2 4 4 4
3 3 6 6
4 4 4 8

��������

4·

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

4 4 4 4
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 8 8 8
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 12 12
0 0 0 4

��������
=

��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 16

��������
��������

1 1 1 1
0 2 2 2
0 0 3 3
0 0 0 4

��������
= (�1) ·

��������

0 0 0 4
0 2 2 2
0 0 3 3
1 1 1 1

��������
=

��������

0 0 0 4
0 0 3 3
0 2 2 2
1 1 1 1

��������
⇤
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Důsledek. Bud’te Q elementárńı matice a A matice stejného typu. Pak

detQA = detQ · detA.

D̊ukaz. (1) det(Ei,j(c)A) = detA = 1 · detA = detEi,j(c) · detA.
(2) det(Ei(c)A) = c detA = detEi(c) · detA.
(3) det(Ei,jA) = (�1) · detA = detEi,j · detA. ⇤

Cvičeńı. Dokažte, že detEi,j = �1 s využit́ım předchoźıho d̊usledku a toho, že vzájemná
výměna dvou řádk̊u je složeńım konečně mnoha řádkových elementárńıch úprav ostatńıch
druh̊u. ⇤

Tvrzeńı 2.2.7. Matice je regulárńı právě tehdy, když má nenulový determinant.

D̊ukaz. Bud’ A regulárńı matice. Podle Důsledku Tvrzeńı 1.5.4 A = Q1Q2 · · ·Qk, kde
Q1, Q2, . . . , Qk jsou elementárńı matice. Potom d́ıky Důsledku Tvrzeńı 2.2.6

detA = det(Q1Q2 · · ·Qk) = detQ1 · det(Q2 · · ·Qk) = · · · =
= detQ1 · detQ2 · · · detQk.

A součin nenulových determinant̊u elementárńıch matic neńı roven nule, viz kapitola 6.
Necht’ detA 6= 0. Pomoćı řádkových elementárńıch úprav převedeme A na schodovitý

tvar B, tedy B = Qk · · ·Q1A, kde Q1, . . . , Qk jsou př́ıslušné elementárńı matice. Potom
opět d́ıky Důsledku Tvrzeńı 2.2.6 a d́ıky tomu, že součin nenulových prvk̊u pole je
nenulový,

detB = det(Qk · · ·Q1A) = detQk det(Qk�1 · · ·Q1A) = · · · =
= detQk detQk�1 · · · detQ1 detA 6= 0.

Jelikož B je ve schodovitém tvaru a jej́ı determinant je tedy součinem prvk̊u na di-
agonále, na diagonále neńı žádná nula, opět viz kapitola 6. To znamená, že B nemá
nulový řádek, je tedy regulárńı a A také. ⇤

Důsledek. Matice je regulárńı právě tehdy, když má nenulový determinant, a to má
právě tehdy, když je invertibilńı, a to je právě tehdy, když je ekvivalentńı jednotkové
matici.

Tvrzeńı 2.2.8 (Cauchyho věta). Bud’te A,B čtvercové matice stejného typu. Pak

detAB = detA · detB.

D̊ukaz. (1) Je-li A regulárńı, tedy součin Q1Q2 · · ·Qk elementárńıch matic, pak

detAB = det(Q1 · · ·QkB) = detQ1 · det(Q2 · · ·QkB) = · · · =
= detQ1 detQ2 · · · detQk detB = det(Q1Q2 · · ·Qk) detB =

= detA detB.

(2) Je-li A singulárńı, podle Tvrzeńı 1.5.5 je AB také singulárńı a tedy

detAB = 0 = detA = detA · detB. ⇤

Cvičeńı. Pro regulárńı matici A plat́ı detA�1 = 1/ detA. ⇤

Lemma 2.2.9. Každá čtvercová matice je ekvivalentńı matici v trojúhelńıkovém tvaru,
jej́ı̌z determinant je roven determinantu p̊uvodńı matice.
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D̊ukaz. Na převedeńı matice na trojúhelńıkový tvar stač́ı pouze dva typy elementárńıch
úprav, přičteńı násobku jednoho řádku, nebo sloupku k jinému řádku, resp. sloupku,
což neměńı determinant, a vzájemná výměna dvou řádk̊u, nebo dvou sloupk̊u, č́ımž se
změńı jen znaménko determinantu.

Pokud při takovém převedeńı matice na trojúhelńıkový tvar použijeme sudý počet
výměn řádk̊u, nebo sloupk̊u, determinant źıskané matice v trojúhelńıkovém tvaru je
roven determinantu p̊uvodńı matice. Pokud použijeme lichý počet takových výměn,
vynásob́ıme jeden řádek źıskané matice prvkem �1 a determinant této nové matice
v trojúhelńıkovém tvaru je roven determinantu p̊uvodńı matice. ⇤

Lemma 2.2.10.
��������������

A1
1 . . . A1

k A1
k+1 . . . A1

n
...

...
...

...
Ak

1 . . . Ak
k Ak

k+1 . . . Ak
n

0 . . . 0 Ak+1
k+1 . . . Ak+1

n
...

...
...

...
0 . . . 0 An

k+1 . . . An
n

��������������

=

�������

A1
1 . . . A1

k
...

...
Ak

1 . . . Ak
k

�������
·

�������

Ak+1
k+1 . . . Ak+1

n
...

...
An

k+1 . . . An
n

�������
.

Determinant matice A v předchoźım tvrzeńı se rozpadá na subdeterminanty : jeden
subdeterminant řádu k a jeden subdeterminant řádu n�k. Stručně ale výstižně lze toto
tvrzeńı vyjádřit zápisem

����
A0 X
0 A00

���� =
��A0�� ·

��A00�� .

Př́ıklad.��������

2 3 4 5
0 2 3 0
0 1 2 0
0 6 7 8

��������
= 2 ·

������

2 3 0
1 2 0
6 7 8

������
= 2 ·

����
2 3
1 2

���� · 8 = 2 · 1 · 8 = 16

��������

2 1 3 4
0 0 1 2
1 2 3 4
0 0 3 4

��������
= (�1) ·

��������

2 1 3 4
1 2 3 4
0 0 1 2
0 0 3 4

��������
= (�1) ·

����
2 1
1 2

���� ·
����
1 2
3 4

���� = (�1) ·3 · (�2) = 6 ⇤

2.2.3. Laplace̊uv rozvoj

Definice 2.2.3. Bud’ A matice typu n⇥n. Determinant řádu n�1 matice vzniklé z A
vynecháńım jednoho řádku a jednoho sloupku je minor. Při vynecháńı i-tého řádku
a j-tého sloupku př́ıslušný minor označujeme

Āi
j .

Kofaktor (nebo algebraický doplněk) prvku Ai
j je

Âi
j = (�1)i+jĀi

j .

Tedy, kofaktor (algebraický doplněk) prvku Ai
j je (�1)i+j-násobek determinantu ma-

tice, která vznikne z matice A vynecháńım i-tého řádku a j-tého sloupku.
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Př́ıklad. Mějme

A =

✓
a b
c d

◆
.

Potom

Ā1
1 = d, Ā1

2 = c, Ā2
1 = b, Ā2

2 = a,

Â1
1 = (�1)1+1Ā1

1 = d, Â1
2 = (�1)1+2Ā1

2 = �c,

Â2
1 = (�1)2+1Ā2

1 = �b, Â2
2 = (�1)2+2Ā2

2 = a. ⇤

Př́ıklad. Mějme

A =

0

@
a b c
d e f
g h i

1

A .

Potom

Ā1
1 =

����
e f
h i

���� , Ā1
2 =

����
d f
g i

���� , Ā1
3 =

����
d e
g h

���� , . . . , Ā3
3 =

����
a b
d e

���� ,

Â1
1 = (�1)1+1Ā1

1 =

����
e f
h i

���� , Â1
2 = (�1)1+2Ā1

2 = �
����
d f
g i

���� ,

Â1
3 = (�1)1+3Ā1

3 =

����
d e
g h

���� , Â3
3 = (�1)3+3Ā3

3 =

����
a b
d e

���� . ⇤

Tvrzeńı 2.2.11 (Laplaceova věta o rozvoji determinantu). Bud’ A matice typu n⇥ n.
Pro každé i 2 {1, . . . , n} plat́ı

detA = Ai
1Â

i
1 +Ai

2Â
i
2 + · · ·+Ai

nÂ
i
n =

nX

j=1

Ai
jÂ

i
j =

= A1
i Â

1
i +A2

i Â
2
i + · · ·+An

i Â
n
i =

nX

j=1

Aj
i Â

j
i .
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D̊ukaz.

detA =

������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
Ai

1 . . . Ai
j�1 Ai

j Ai
j+1 . . . Ai

n
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

= (Lemma 2.2.2)

=
nX

j=1

������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
0 . . . 0 Ai

j 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

=

=
nX

j=1

Ai
j

������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

.

Ukažme, že
������������

A1
1 . . . A1

j�1 A1
j A1

j+1 . . . A1
n

...
...

...
...

...
0 . . . 0 1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

An
1 . . . An

j�1 An
j An

j+1 . . . An
n

������������

= Âi
j .

Vyměňujme i-tý řádek
�
0 . . . 0 1 0 . . . 0

�
s předchoźımi řádky tak dlouho, až

bude prvńım řádkem; k tomu je potřeba i � 1 výměn. Poté vyměňujme j-tý slou-

pek
⇣
1 A1

j . . . Ai�1
j Ai+1

j . . . An
j

⌘T
s předchoźımi sloupky tak dlouho, až bude

prvńım sloupkem; k tomu je potřeba j � 1 výměn. Takto vzniklý determinant je tedy
nutné vynásobit č́ıslem (�1)i�1(�1)j�1 = (�1)i+j a nav́ıc, viz Lemma 2.2.10, se roz-
padá na subdeterminanty det(1) a Āi

j . Proto detA =
Pn

j=1A
i
j ·(�1)i+jĀi

j =
Pn

j=1A
i
jÂ

i
j

a máme rozvoj podle i-tého řádku.
Rozvoj podle i-tého sloupku źıskáme analogicky. ⇤

Definice 2.2.4. Vztah v Laplaceově větě je Laplace̊uv rozvoj podle i-tého řádku resp.
podle i-tého sloupku.

Př́ıklad.
��������

2 1 3 4
0 0 1 2
1 2 3 4
0 0 3 4

��������
= 2 · (�1)1+1 ·

������

0 1 2
2 3 4
0 3 4

������
+ 1 · (�1)3+1 ·

������

1 3 4
0 1 2
0 3 4

������
=

= 2 · (�1)1+1 · 2 · (�1)2+1 ·
����
1 2
3 4

����+ 1 · (�1)3+1 · 1 · (�1)1+1 ·
����
1 2
3 4

���� =

= 8 + (�2) = 6 ⇤
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2.3. Adjungovaná matice

Definice 2.3.1. Bud’ A čtvercová matice. Označme Â matici kofaktor̊u Âi
j . Matice

ÂT je matice adjungovaná k matici A a znač́ı se adjA. Tedy,

adjA = ÂT.

Př́ıklad. Mějme

A =

✓
a b
c d

◆
.

Potom

adjA = ÂT =

 
Â1

1 Â1
2

Â2
1 Â2

2

!T

=

✓
d �c

�b a

◆T

=

✓
d �b

�c a

◆
. ⇤

Tvrzeńı 2.3.1. Pro libovolnou čtvercovou matici A

detA · E = A · adjA = adjA ·A.

Je-li A regulárńı matice, pak

A�1 =
1

detA
adjA.

D̊ukaz. V i-tém řádku a j-tém sloupku matice A · adjA je

(A · adjA)ij =
X

k

Ai
k(Â

T)kj =
X

k

Ai
kÂ

j
k.

Pro i = j podle Laplaceovy věty

(A · adjA)ii =
X

k

Ai
kÂ

i
k = detA.

Je-li i 6= j, bud’ B matice, která z A vznikne t́ım, že j-tý řádek nahrad́ıme i-tým
řádkem. Potom

(A · adjA)ij =
X

k

Ai
kÂ

j
k = (B se lǐśı od A jen v j-tém řádku)

=
X

k

Bi
kB̂

j
k = (Bi

k = Bj
k)

=
X

k

Bj
kB̂

j
k = (podle Laplaceovy věty)

= detB = (B má dva stejné řádky)

= 0.

Matice A · adjA je tedy diagonálńı a všechny prvky na diagonále jsou rovny detA, čili

A · adjA = detA · E.

Rovnost adjA ·A = detA · E dostaneme analogicky.
Je-li A regulárńı, pak detA 6= 0, takže j́ım můžeme dělit a s použit́ım Tvrzeńı 1.4.3

dostaneme uvedený vztah. ⇤
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Př́ıklad. Mějme regulárńı matici

A =

✓
a b
c d

◆
.

Potom

A�1 =
1

detA
adjA =

1

ad� bc

✓
d �b

�c a

◆
.

Např́ıklad pro

A =

✓
1 2
3 4

◆

dostaneme

A�1 =
1

�2

✓
4 �2

�3 1

◆
=

✓
�2 1

3
2 �1

2

◆
. ⇤
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3. Soustavy lineárńıch rovnic

3.1. Soustavy lineárńıch rovnic a jejich řešeńı

Definice 3.1.1. Bud’te n 2 N, P pole, a1, a2, . . . , an, b 2 P , x1, x2, . . . , xn /2 P. Potom

a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anx
n = b

je lineárńı rovnice nad polem P o n neznámých x1, x2, . . . , xn (nejsou to mocniny, jen
horńı indexy). Prvky a1, a2, . . . , an, b 2 P jsou koeficienty.

Uvedenou lineárńı rovnici můžeme zapsat
nX

j=1

ajx
j = b.

Definice 3.1.2. Řešeńı rovnice

a1x
1 + a2x

2 + · · ·+ anx
n = b

je každá uspořádaná n-tice (⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) prvk̊u pole P taková, že plat́ı rovnost

a1⇠
1 + a2⇠

2 + · · ·+ an⇠
n = b.

Při hledáńı řešeńı rovnice tedy hledáme prvky ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n pole P takové, že po
dosazeńı ⇠i za xi pro každé i 2 {1, 2, . . . , n} se z rovnice stane rovnost.

Př́ıklad. Necht’ P je pole reálných č́ısel R.
1 · x1 + 2 · x2 + 0 · x3 + 4 · x4 = 6

je lineárńı rovnice o čtyřech neznámých x1, x2, x3, x4. Řešeńı této rovnice jsou např́ıklad
(6, 0, 1, 0), (2, 2, 7, 0), (�4, 3, 0, 1), ale nejsou to zdaleka všechna řešeńı. ⇤

Tvrzeńı 3.1.1. Bud’ ax = b lineárńı rovnice nad polem P o jedné neznámé x.

(1) Pokud a 6= 0, potom ax = b má právě jedno řešeńı, a to ⇠ = ba�1.
(2) Pokud a = 0 a b 6= 0, potom ax = b nemá řešeńı.
(3) Pokud a = b = 0, potom každý prvek pole P je řešeńım ax = b.

D̊ukaz. (1) Dosad́ıme-li ⇠ = ba�1 za x, dostaneme a⇠ = aba�1 = b, takže ⇠ je řešeńı.
Na druhou stranu, je-li ⇠ nějaké řešeńı, tedy a⇠ = b, pak ⇠ = ⇠ · 1 = ⇠(aa�1) =

(⇠a)a�1 = (a⇠)a�1 = ba�1. Čili každé řešeńı je rovno ba�1 a je tedy jediné.
(2) a (3) Vyplývá z toho, že 0 · x = 0 pro každé x 2 P , viz kapitola 6. ⇤

Př́ıklad. Rovnice 3x = 6 nad polem reálných č́ısel má jediné řešeńı 6 · 3�1 = 2. ⇤

Definice 3.1.3. Bud’te m,n, i, j 2 N, i 2 {1, 2, . . . ,m}, j 2 {1, 2, . . . , n}, P pole, pro
každé i, j necht’ aij , b

i 2 P , x1, x2, . . . , xn /2 P. Potom

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

...

am1 x1 + am2 x2 + · · ·+ amn xn = bm

je soustava m lineárńıch rovnic nad polem P o n neznámých x1, . . . , xn.
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Uvedenou soustavu lineárńıch rovnic můžeme zapsat
nX

j=1

aijx
j = bi, 1  i  m.

Označ́ıme-li

A =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

1

CCCA
, b =

0

BBB@

b1

b2

...
bm

1

CCCA
, x =

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
,

můžeme soustavu lineárńıch rovnic psát jako rovnici

Ax = b.

Definice 3.1.4. Matice A = (aij)m⇥n je matice soustavy, b = (bi)m⇥1 je sloupek

pravých stran, x = (xi)n⇥1 je sloupek neznámých. Matice

Ā =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n b1

a21 a22 . . . a2n b2

...
am1 am2 . . . amn bm

1

CCCA

je rozš́ıřená matice soustavy. Ā se někdy znač́ı (A | b) nebo (aij | bi).

Definice 3.1.5. Řešeńı soustavy

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = b1

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = b2

...

am1 x1 + am2 x2 + · · ·+ amn xn = bm

m lineárńıch rovnic nad polem P o n neznámých je každá uspořádaná n-tice ⇠ =
(⇠1, ⇠2, . . . , ⇠n) prvk̊u pole P taková, že pro každé i 2 {1, . . . ,m} plat́ı rovnost

ai1⇠
1 + ai2⇠

2 + · · ·+ ain⇠
n = bi,

nebo při maticovém zápisu je to sloupková matice ⇠ =
�
⇠1 ⇠2 . . . ⇠n

�T
taková, že

plat́ı rovnost

A⇠ = b.

Součin Ax si můžeme rozepsat

Ax =

0

BBB@

a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
...

am1 am2 . . . amn

1

CCCA

0

BBB@

x1

x2

...
xn

1

CCCA
=

0

BBB@

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n

...
am1 x1 + am2 x2 + · · ·+ amn xn

1

CCCA
=

= x1

0

BBB@

a11
a21
...
am1

1

CCCA
+ x2

0

BBB@

a12
a22
...
am2

1

CCCA
+ · · ·+ xn

0

BBB@

a1n
a2n
...
amn

1

CCCA
=

= x1A�
1 + x2A�

2 + · · ·+ xnA�
n
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a soustavu Ax = b pak můžeme přepsat

x1A�
1 + x2A�

2 + · · ·+ xnA�
n = b.

Tedy, soustava lineárńıch rovnic Ax = b má řešeńı právě tehdy, když existuje lineárńı
kombinace sloupk̊u matice A, která je rovna sloupku pravých stran b. Koeficienty ta-
kových lineárńıch kombinaćı tvoř́ı jednotlivá řešeńı soustavy.

Jestliže soustava lineárńıch rovnic má nějaké řešeńı, tj. sloupek pravých stran je
nějakou lineárńı kombinaćı sloupk̊u matice soustavy, potom hodnost rozš́ı̌rené matice
soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestliže soustava nemá řešeńı, tj. sloupek
pravých stran neńı lineárńı kombinaćı sloupk̊u matice soustavy, potom hodnost rozš́ı̌rené
matice soustavy je o 1 větš́ı než hodnost matice soustavy.

Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic je pr̊unik množin všech řešeńı jed-
notlivých rovnic soustavy.

Př́ıklad. (1) Řešeńı lineárńı rovnice

a1x
1 + a2x

2 = b

s reálnými koeficienty o dvou neznámých x1, x2 jsou uspořádané dvojice (⇠1, ⇠2) reálných
č́ısel takové, že po jejich dosazeńı do rovnice za neznámé dostaneme rovnost. Množina
všech řešeńı takové rovnice je tedy

{(⇠1, ⇠2) 2 R2 | a1⇠1 + a2⇠
2 = b}

a bereme-li uspořádané dvojice jako body v rovině, tato množina je
• prázdná, tj. rovnice nemá řešeńı — pokud a1 = a2 = 0 a b 6= 0;
• př́ımka, tj. rovnice má nekonečně mnoho řešeńı — pokud aspoň jeden z koeficient̊u
a1, a2 je nenulový;

• celá rovina, tj. rovnice má nekonečně mnoho řešeńı — pokud a1 = a2 = b = 0.
Je-li to př́ımka procházej́ıćı dvěma body u = (u1, u2), v = (v1, v2) a označ́ıme-li w =
u� v, můžeme ji zapsat také parametricky

{u+ tw | t 2 R} = {(u1, u2) + t(w1, w2) | t 2 R} =

= {(u1 + tw1, u2 + tw2) | t 2 R}.
(2) Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o dvou neznámých je pr̊unik množin
všech řešeńı jednotlivých rovnic. Taková množina je tedy

• prázdná — pokud bud’ aspoň jedna rovnice nemá řešeńı, nebo množiny všech řešeńı
dvou rovnic jsou rovnoběžné př́ımky, nebo množiny všech řešeńı tř́ı rovnic jsou
př́ımky s prázdným pr̊unikem;

• jednoprvková — pokud množiny všech řešeńı dvou rovnic jsou př́ımky s jednoprv-
kovým pr̊unikem, jehož prvek je řešeńım i všech ostatńıch rovnic soustavy;

• př́ımka — pokud to neńı celá rovina a všechny množiny všech řešeńı jednotlivých
rovnic r̊uzné od celé roviny jsou tatáž př́ımka, tedy všechny rovnice jsou násobky
jedné z nich;

• celá rovina — pokud všechny rovnice maj́ı všechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy ai1 = ai2 = bi = 0 pro každé i.

(3) Řešeńı lineárńı rovnice o třech neznámých jsou uspořádané trojice, po jejichž do-
sazeńı do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li uspořádané trojice jako body v troj-
rozměrném prostoru, množina všech řešeńı je

• prázdná — pokud a1 = a2 = a3 = 0 a b 6= 0;
• rovina — pokud aspoň jeden z koeficient̊u a1, a2, a3 je nenulový;
• celý trojrozměrný prostor — pokud a1 = a2 = a3 = b = 0.

A také rovinu v prostoru můžeme vyjádřit parametricky.

(4) Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o třech neznámých může být
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• prázdná;
• jednoprvková;
• př́ımka;
• rovina;
• celý trojrozměrný prostor.

(5) Řešeńı lineárńı rovnice o n neznámých jsou uspořádané n-tice a množina všech
řešeńı je

• prázdná;
•
”
(n� 1)-rozměrná rovina“, nazývá se nadrovina v n-rozměrném prostoru;

• celý n-rozměrný prostor.
Množina všech řešeńı soustavy lineárńıch rovnic o n neznámých je tedy př́ıpadně pr̊unik
nadrovin v n-rozměrném prostoru. ⇤

Př́ıklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 1

2x1 � x2 + x3 = 1

má právě jedno řešeńı, (0,5, 0,5, 0,5), tj. ⇠1 = ⇠2 = ⇠3 = 0,5. Množina všech řešeńı je
{(0,5, 0,5, 0,5)}.
(2) Mějme soustavu

x� y = 1,

tedy jednu rovnici o dvou neznámých x, y. Každá uspořádaná dvojice (t, t � 1), kde t
je libovolné reálné č́ıslo, je řešeńı soustavy, tj. ⇠1 = t, ⇠2 = t � 1 pro libovolné t 2 R.
Soustava má tedy nekonečně mnoho řešeńı a množina všech řešeńı je {(t, t� 1) | t 2 R}.
(3) Soustava

x = 0

x = 1

nemá žádné řešeńı, množina všech řešeńı je tedy prázdná množina ;. ⇤


