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3. prednaska, 7. 10. 2025

1.5. Hodnost matice

1.5.1. Linearni nezavislost

Stejné jako v pfipadé linedrni kombinace v Definici 1.2.3 nasledujici definice a tvr-
zeni formulujeme pouze pro fadky matice, ale vse lze obdobné formulovat pro sloupky,
usporadané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. Mnozina tadka {A, A2 ... Aé’“} je linedrné nezdvisld, jestlize pro
libovolné ¢y, ca, ..., c, € P z rovnosti
ClAél + CgAi2 +---+ CkAék = 0o vyplyva cg=cp=--=c¢ =0,

tj. nulovy fadek ziskdme jediné takovou linedrni kombinaci danych radku, ve které
jsou vSechny koeficienty rovny nule.

Mnozina fadka {A%, A2 ... A%} je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné nezavisla.
Tedy, existuji c1,ca,...,cr € P takové, ze aspoini jedno z nich je nenulové a pfitom

LAY 4 A2 + -+ A% = 0.

Tvrzeni 1.5.1. MnoZina radku je linedrné zdvisld pravé tehdy, kdyz aspon jeden z nich
je linedrni kombinaci ostatnich.

Diikaz. Predpokladejme, Ze mnozina fadka {A%, A2 . .. ,Ai’“} je linedrné zavisld. Exis-
tuji tedy koeficienty c1,ca, ..., cx € P takové, Ze aspori jeden z nich je nenulovy (napri-
klad ¢;) a A 4 4 chéj + -+ e A = 0,. Potom

ij i 151 ij41 i
CjAoj = —ClAOI — s — Cj_le] — Cj+1AoJ — s — CkAOk,
ij Cl 4 Cj—1 ,ij_ Ci+1 i Ck g
Ad = —= A — . I pu? S Ry A S Y
Cj Cj Cj Cj

a radek Aij je tedy linearni kombinaci ostatnich radki.
Piedpokladejme, ze napiiklad fadek A¢ je linedrni kombinaci ostatnich Fadku, tedy

Aij — G AD 4+ Cj,1Af>j71 + CjHAijJrl 44 Al
Potom
CLAD 4 i AT — AV e AT g AT = 0,

a zéroven ¢; = —1. Takze mnozina Fadka {A%, A2, ..., AF} je linedrné zavisl4. O
Piiklad. Méjme

A=

= = O
O N =
=W DN

Necht
(01 2)+e(l 2 3)4c3(1 0 1)
:(62+63 c1 + 2co 2Cl+362—|—03):(0 0 0)
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Takze

co+c3=0
c1 + 2¢o =0
2c¢1 +3ca+c3=0
a to je mozné jediné v piipadé, ze ¢; = ¢ = c3 = 0 (vyFesime soustavu t¥{ rovnic o tfech

neznamych ¢y, ca, c3 a ziskdme jediné, nulové feseni).
Mnozina fadki matice A je tedy linedrné nezavisla. O

Piiklad. Méjme

0 1
A=11 2
21

[ewRNGVRN \V)

Necht

(01 2)+e(l 2 3)+e3(2 1 0)=
Z(CQ+203 c1+ 2c0 4+ c3 201+302):(0 0 0).

Soustava
co+2c3=0
142+ c3=0
2c1 + 3c2 =0
mé kromé nulového i nenulovd feseni (napiiklad ¢; = 3, c2 = —2, ¢3 = 1). Mnozina
fadku matice A je tedy linedrné zavisla. d

Piiklad. (1) Mnozina fddku jednotkové matice je linedrné nezdvisla. Ovérte.

(2) Mnozina fadku, z nichz aspon jeden je nulovy, je linedrné zdvisla. Ovéite.

(3) Jednoprvkova mnozina obsahujici fadek A’ je linedrné nezdvisld, jestlize z cA% = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linedrné nezavislé,
jestlize ten fadek je nenulovy, a je linedrné zavisld, jestlize ten radek je nulovy.

(4) Mnozina obsahujici jen fadky A%, A% je linedrné zavisla prévé tehdy, kdyz jeden
z fadku je ndsobkem druhého z Fadku (existuje ¢ € P takové, ze AL = cAR).

(5) Prézdna mnozina fadku je linedrné nezavisla. O

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximélni pocet prvku linedrné nezavislé mnoziny
jejich faddki. Hodnost matice A zna¢ime rank A.

Méjme matici A typu mxn s fadky AL, A2, ... A™. Vezmeme viechny mozné mnoziny
téchto fadki, ¢ili prazdnou mnozinu ), jednoprvkové mnoziny {Al}, {A2}, ..., {A™},
dvouprvkové mnoziny {Al, A2}, ... {AT~1 A™} ... az mnozinu {Al A2 ... AT}

7 téchto mnozin vybereme ty, které jsou linearné nezavislé. U kazdé z nich si pozna-
mename pocet prvki a maximalni z téchto poctu je hodnost matice A.
Hodnost matice s m fadky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.
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Piiklad. (1) Hodnost matice

0
1
1

SN =
= W N

je rovna 3. Ovérte.
(2) Hodnost matice

N = O
— N =
S W N

je rovna 2. Ovéite.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych radki. O

Cviceni. Spoctéte hodnosti matic

(111 (6) (01 2

1 1 0
2 1 1
3 1 0

(I

Tt W =
S =N
N Ut W
— N
= =N
W W
— N
DN =N
W W =
]

Tvrzeni 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
Tadki.

Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd méa m radku, z nichZ p je nenulovych.
Mnozina vSech nenulovych fadku je linedrné nezdvisla (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemuze. Jestlize m > p, pak kazdd mnozina s vice nez
p tadky obsahuje aspon jeden nulovy fadek, a je tedy linearné zavisla, takze i v tomto
piipadé rank A = p. O

Podle nésledujictho tvrzeni je mnozina fadku linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz
je linedrné nezdvisld mnozina fadka vznikld provedenim radkové nebo sloupkové ele-
mentarni dpravy puvodni mnoziny fadku.

Tvrzeni 1.5.3. Budte AL, A2 ... A™ #ddky. Necht BL,B2,...,B™ jsou rddky, které
z rddka AL, A2, ... A™ vzniknou provedenim jedné tddkové nebo sloupkové elementdrni
tipravy. Potom mnoZina rddki {AL, A2, ... AT} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyz
mnoZina vddki {BL, B2,..., B™} je linedrné nezdvisld.

Diikaz. (1) Necht doslo k pficteni c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde i # j.
Tedy, B! = Al + cAL a B¥ = A¥ pro k # i.
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Piedpokladejme, ze {Al, A2 ..., A™} je linedrné nezavisld. Bud'te cy,...,c,, € P
takové, ze c1 Bl + -+ + ¢, BT = 0,. Pak
0o =c1Bl 4+ 4 ¢, B™ =
=l AL+ (AL cAD) 4 b AL+ e AT =
= AL+ AL (e ) A 4 e AT
Z linedrni nezavislosti mnoziny {Al, A2,..., A™} vyplyva, Ze viechny koeficienty po-
sledni linedrni kombinace jsou nulové, tj. ¢ = -+ =¢;=---=cc;+¢j == ¢, = 0.
Z toho dostaneme, Ze i ¢; = 0, a mnozina {Bl, BZ,..., B™} je linedrné nezdvisla.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A™ vzniknou
z tadkt Bl, B2, ..., B™ inverzni tpravou, kterd je stejného typu.

(2) Necht doslo k pficteni c-ndsobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = A +CA§ a Blk = Af“ pro | # i. Tedy B¥ =
(A5 . AbgeAb AR A).

Piedpokladejme, ze {Al, A2 ..., A™} je linedrné nezavisld. Bud'te cy,...,cp, € P
takové, ze ¢ Bl + -+ + ¢, BT = 0,. Takze

aBl+- +en,BM =

= (XAl ... chk(Af—l—cA;?) chkAf Y paAR) =
:(chkA’f chkAf+cchkA§ chkA;? chkAlfL):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme
Sadb = =N gab = =N gl = =3 Al =0
k k k k

Pak

(Ceardl Spadls o YpaAR) =D e (AF AF L Ak) =
k

= ZCkAlg = ClAé + oo+ e A =0,
k
a z linedrni nezavislosti mnoziny {Al, A2,..., A™} dostaneme ¢; = c3 = --+ = ¢, = 0.
Mnozina {B!, B2,..., B} je tedy linedrné nezavisla.
Opacnd implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky AL, A2, ..., A™ vzniknou
z fadkt Bl, B2, ..., B™ inverzni tipravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni dpravy je dukaz obdobny a ponechdme ho jako cviceni. O

Dausledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni koneéné mnoha elementdrnich iprav neméni hodnost.

(8) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdrnimi maticemi zleva neménd hodnost.

(4) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.

(5) Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poétu nenulovych rddki ekvivalentni matice ve schodovitém
tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych Tadki (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickém tvaru.
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(8) Mazimalni pocet prvki linedrné nezdvislych mnozin sloupki matice je roven ma-
ximdlnimu poctu proku linedrné nezdvislych mnoZin jejich rdadku, tj. hodnosti matice.
(9) rank A =rank AT.

Piiklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=11 2 3
1 0 1
01 2 1 01 1 0 1 1 0 1
A=11 2 3] ~11 2 3] ~10 2 2|~1]10 2 2
1 0 1 01 2 01 2 0 0 1
Takze rank A = 3. [l
Piiklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=11 2 3
2 10
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=1|1 2 3| ~[2 1 0] ~|0 -3 6] ~|0 -3 -6
2 10 01 2 o 1 2 0O 0 0
TakZe rank A = 2. O

Definice 1.5.3. Ctvercovd matice je reguldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poctu
jejich fddku (tedy mnozina vsech jejich fadku je linedrné nezavisld). Ctvercovd matice
je singuldrni, jestlize neni regularni.

Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou reguldrni.
(2) Vsechny elementérni matice jsou reguldrni.
(3) VsSechny c¢tvercové matice s aspon jednim nulovym fadkem jsou singuldrni. O

Tvrzeni 1.5.4. Matice je requldrni prdvé tehdy, kdyz je Fadkové ekvivalenini s jednot-
kovou matict.

Dukaz. Cviceni. O

Dusledek. (1) Matice je invertibilni prdvé tehdy, kdyz je reguldrni.
(2) Reguldrni matice je souc¢inem koneéné mnoha elementdrnich matic.
(3) Soucin reguldrnich matic je reguldrni matice.

(4) Vyndsobeni reguldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni requldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 1.5.5. Bud'te A, B c¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
guldrni pravé tehdy, kdyz matice AB je requldarni.
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Dukaz. ,,=* Tato implikace je soucasti predchoziho Dusledku.

»<=“ Dokazeme, 7e je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singuldrni. Ekvivalentni matice S = Qj---Q14, kde Q1,...,Q} jsou ele-
mentarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy fadek. Potom matice SB ma také
nulovy fadek, je tedy singuldrni a fadkové ekvivalentni matice AB = Qfl e Q;SB ,
kterd ma stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singulédrni je dikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. O

Tvrzeni 1.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n x p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Dukaz. Matici A prevedeme pomoci fadkovych elementarnich dprav na schodovity tvar
Sa = Qr---Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich Uprav na
tvar Sp = BP; - -- P, takovy, ze S]_T3 je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rank Ql_l x ~Q,;15ASBPI_1 e Pl_1 = rank S4.5p, pfitemz matice
S4Sp mé minimalné tolik nulovych fadku, kolik jich ma matice S4, a miniméalné to-
lik nulovych sloupkt, kolik jich mé matice Sp. Tedy rank S4Sp < rankS4 = rank A
a rank S4Sp < rank Sg = rank B. O

Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)? O
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2. DETERMINANT

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud M koneéné mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pii permutaci o se
Casto znaci op,.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, pfi niz se vzdjemné vymeéni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 2.1.1. Kazdd permutace je sloZenim koneéné mnoha transpozic.

Necht I, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, znac¢ime S,,. Per-
mutaci ¢ € S,, muzeme zapisovat jako uspofadanou n-tici obrazu prvku mnoziny I,
tedy o0 = (01,09,...,0p).

Definice 2.1.3. Bud o € S,. Necht i,j € I,, jsou takové, ze i < j a 0; > 0. Pak
dvojice (0, 04) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o znaéime invo. Je ziejmé, ze inveo = invo L

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"° Permu-
tace s sgno =1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.

Jelikoz inveo = invo ™!, sgno = sgno~ L

Tvrzeni 2.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(m o p) = sgn -sgn p.

Cviceni. Ukazte, ze kazdd transpozice je lichd permutace. O

Vice o permutacich lze najit napiiklad v [Marvan, 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty nékterych typa matic

Definice 2.2.1. Bud A matice typu n x n nad polem P. Determinant matice A je
det A = Z sgno- Ay A2 - AL € P.
oESy

Cislo n je 7dd determinantu.

Pro determinant matice A se pouziva znaceni
1 1 1 1 g4l 1
Al A2 ... An Al A2 .. A

A2 A2 ... A2 A2 A2 ... A2
det A = |A| = det ! .2 i ! .2

AP AR L. AT AT Ap L AR

Diky tomu, ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, muzeme ji chdpat
jako zobrazeni z mnoziny vsech fddkovych indext do mnoziny vsech sloupkovych indexu
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matice A. Ke kazdému radku je tedy vzdjemné jednoznacéné piifazen sloupek a v kazdém
soucinu A},l -AC2,2 -+ A7 je tedy prave jeden prvek z kazdého fddku a pravé jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet vsech takovychto souc¢inu (pro
vSechny permutace o na mnoziné I,,) opatienych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Piiklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I; = {1}, S; = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = ( ) je det A = sgnid - Ald =1-4Al =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, Ir = {1,2}, Sy = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz zapis
permutace na I,,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

A=)

jedet A =sgnid-Ajy A% +sgnr-A} A2 =1-A]A3+(—1)- AYA? = ad—be. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druhého fadu je mozno odvodit z néasledujiciho obrazku:

S S

Al A
| = Al - aa
A4

(3) Necht n = 3. Tedy, I3 ={1,2,3}, 5’3 = {id, 01,09, 71,72, 73}, kde id = (1,2, 3), 01 =

(2,3,1), 00 =(3,1,2), 1 = (1,3, 2) =(3,2,1), 3 = (2,1,3) (viz zdpis permutace na
I,), sgnid =sgno; = sgnag =1la sgnﬁ =sgn 7 = sgn7y = —1. Pro matici
a b ¢
A=|d e f
g h i
je

det A = sgnid-Aly, A}y Ay, +sgnor - Ay ()AY (9 AS 5+
+ sgnoy - Aa2(1)A02(2)A02( 5) +sgny A1 (1)A2 2 )A31(3)+
TsenTe s A, ) A7) AL ) 88T - Ar ) A7 ) ATy ) =
=1-AlAZA5 +1-ALAZA3 1. ALAZ A3+
(1) ALARAS + (<1) - AJABAT + (—1) - ABATAS —
=aei+bfg+ cdh — afh — ceg — bdi.



Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zaddné takové pravidlo neexistuje):

5

A
1
Al

A

(4) Necht n = 4. Na ¢tyiprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu
determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zpusoby vypoctu

determinantu.

1
AZ
7
¥

N/

N
ZA
1
A;
N

N\
2
AQ

4
A3
4
A3

\ N\ 4
3 3
A2 AS

Ay

A3

Determinant

ALAZAS + ASAZAS + ALA2 A3

CAVAZAS - ALAZAD — ALA2A3

Cviceni. Spoctéte determinanty matic
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Tvrzeni 2.2.1. Determinant matice s nulovym rdadkem nebo nuloviym sloupkem je roven
nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € S, je v soutinu Acl,1 A?,Q -+ A préaveé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového fadku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto kazdy takovy soucin je
roven nule. O

Lemma 2.2.2. Pro matice lisici se pouze v jednom tdadku plati

AL AL AL AL AL L Al
Y U I VZ VN Kt AT A
AL ... AL |+ | B ... Bl |=|A+B ... Al +B.
AL AR AL qi AT A
AP AR AP AR AL Ar
Dukaz. Cviceni. O
Piiklad.
123 |1 23 [t 23 123
1 0 0[+]0 1 0[+]0 0 1|=3+(-6)+3=0=|1 1 1]. O
45 6| |45 6 |456 45 6



