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2. pfrednaska, 30. 9. 2025

1.2.3. Transponovani

Definice 1.2.5. Transponovand matice k matici A typu m x n je matice AT typu
n x m, kde (AT)§- = Al pro vsechna i, j.

Priklad.
1 2 3T 1 4
15 6] = 2 5 O
3 6

Tvrzeni 1.2.4. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A=(AT)T, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T=AT + BT, (4) (AB)T = BTAT.

Diikaz. (1) Je-li A typu m x n, potom AT je typu n x m a (AT)T je typu m x n. Navic
pro kazdé i € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} plati
(AT)T)i = (A7) = A2
(4) Bud'te A matice typu m x n a B matice typu n x p. Pak AT je typu n x m, BT
je typu p x n, AB je typu m x p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p x m. Pro kazdé
ie{l,2,...,p}aje{l,2,...,m} plati

n

(AB)T)} = (AB)] = zn:AiBf = En:BfAi =Y (BNi(AT)} =
k=1

k=1 k=1
= (BTAT)..
Ostatni body jsou ponechany jako cviceni. O
Cviceni. Ukazte, ze pro libovolné k € N a libovolné matice Ay, ..., Ar vhodnych typu
plati (Ay - Ap)T = AT -+ Al O

1.3. Elementarni tpravy a specialni tvary matic

1.3.1. Elementarni tpravy

Definice 1.3.1. Mé&jme matici nad polem P. Rddkové elementdrni dpravy matice jsou
(1) pricteni e-ndsobku j-tého Fadku k i-tému fadku, kde ¢ € P a i # j,
(2) vynésobeni i-tého fddku nenulovym prvkem c € P,
(3) vzdjemnd vymeéna i-tého fadku a j-tého fadku.

Sloupkové elementdrni dpravy matice definujeme analogicky.

Cviceni. Proved'te vzdjemnou vyménu dvou faddkii pomoci koneéné mnoha tiprav typu

(1) a (2). 0
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Méjme matici A. PFiétenim c-ndsobku j-tého fadku k i-tému faddku zménime i-ty

radek na (Al1 + CA{ Aé + CA% . Af1 + CA%) a ostatni fadky zustanou beze zmény.
Po vynasobeni i-tého fadku prvkem ¢ € P i-ty fadek bude (cAi1 cAL ... cAfL)
a ostatni fadky ztstanou beze zmény. ' ‘ .
Po vzdjemné viméné i-tého iddku a j-tého fadku i-ty fadek bude (47 A} ... A}),
j-ty tadek bude (All Ay Ail) a ostatni fadky zustanou beze zmény.

Sloupkové tpravy funguji analogicky pro sloupky.

Piiklad. (1) Pii¢tenim 3-ndsobku prvniho fddku k druhému rddku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
15 6 na matici 7 11 15)°

(2) Vzidjemnou vymeénou prvniho sloupku a t¥etiho sloupku upravime matici
1 2 3 - 3 2 1
(7 1 15> na matici <15 11 7) . ([l

Ke vSem elementarnim dpravam existuji upravy inverzni, které jsou také elementarni
a upravenou matici pfevedou zpét na puvodni matici. Inverzni upravy k fadkovym
Upravam jsou

(1) pricteni —c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku,

(2) vynésoben{ i-tého fadku prvkem ¢,

(3) vzdjemnd vymeéna i-tého fadku a j-tého radku.

Inverzni tpravy ke sloupkovym tUpravam jsou obdobné.

Piiklad. (1) Pri¢tenim —3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
7 11 15 na matici 15 6/

(2) Vzijemnou vyménou prvniho sloupku a tretiho sloupku upravime matici

3 2 1 ae (L0203 -
15 11 7) tamaud Ao oy 15/

Definice 1.3.2. Matice A, B jsou ekvivalentni, jestlize B muze vzniknout z A
koneénou posloupnosti elementarnich dprav. Je-li mozné toho dosahnout pomoci pouze
radkovych, resp. sloupkovych tprav, matice jsou rddkové, resp. sloupkové ekvivalentni.
V kazdém piipadé znacime A ~ B.

Piiklad.
1 2 3 1 2 3 2 46 210 01 2 0
4 5 6 210 210 2 46 6 4 2)°

Tvrzeni 1.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoziné vsech matic stejného
typu nad stejnym polem.

Dukaz. Cviceni. O
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1.3.2. Schodovity, Gausstiv—Jordaniv a Gaussuv kanonicky tvary matic

Piipomenme si definice z podkapitoly 1.1.

Definice 1.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru, jestlize kazdy nenulovy fadek, kromé
prvniho fadku, zac¢ind zleva vice nulami nez radek predchozi.

7 toho plyne, ze v matici ve schodovitém tvaru vSechny fadky pod nulovym fadkem
jsou nulové.

Definice 1.3.4. Matice je v Gaussové—Jordanové tvaru, jestlize
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kazdém nenulovém fadku prvni (zleva) nenulovy prvek je 1,
(iii) v kazdém sloupku, ve kterém je prvni nenulovy prvek néjakého fadku, ostatni
prvky jsou 0.

Definice 1.3.5. Gausstv kanonicky tvar matice je

(6 0)

kde F je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice pfislusnych typu.

Priklad. (1) Necht

1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 30
0 0 2 1 0 3 21 01 20
A=10 01 2], B=|0 00 1|, C=]0 0 0 1
0 00O 0 00O 0 00O
0 00 6 0 00O 0000

Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni v Gaus-
sové—Jordanové tvaru. Matice C je v Gaussové—Jordanové tvaru.

(2) Kazdd nulova matice je ve schodovitém tvaru i v Gaussové-Jordanové tvaru. Nulova
matice je v Gaussové kanonickém tvaru pravé tehdy, kdyz je ¢tvercova. O

Definice 1.3.6. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova eliminace je iprava matice podle
nésledujiciho algoritmu.
Bud i = 1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery mé néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim fadku.
(2) Neni-li v i-tém taddku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
tadek s vhodnym nizsim fadkem.
(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v fadcich pod i-tym Fadkem
pfictenim vhodnych nasobkt i-tého fadku.
(4) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim fddku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Tvrzeni 1.3.2. Kazdd matice je radkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Dukaz. Nulovd matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou fadkové elementarni ipravy
a z postupu pii Gaussové eliminaci vyplyva, ze kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho
rfadku, zac¢ind vice nulami nez fadek predchozi. O
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Z Tvrzeni 1.5.2 a 1.5.3 vyplyva, ze pocet nenulovych fadkt v matici ziskané Gaussovou
eliminaci je urcen jednozna¢né, nezavisi na tom, jak byla Gaussova eliminace pouzita,
presnéji, k jaké vymeéné radku doslo v bodé (2).

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bdzovy, jestlize neni nulovy a neni linearn{ kombi-
naci predchozich sloupkd.

Bézové sloupky matice jsou pravé ty sloupky, které jsou uvazovany v bodé (1) v Gaus-
sové eliminaci.
Pozice (indexy) bazovych sloupkt v matici jsou matici uréeny jednoznaé¢né.

Definice 1.3.8. Mé&jme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je Gprava
matice podle nasledujictho algoritmu.
Bud i = 1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery ma néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém tadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
tadek s vhodnym niz$im rfadkem.
(3) i-ty radek vyndsobime prevriacenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku.
(4) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pfi¢tenim vhodnych
nasobkt i-tého Fadku.
(5) Vezmeéme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim fddku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus kondi.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je mozné ekvivalentné definovat i tak, ze matici upravi-
me pomoci Gaussovy eliminace (na schodovity tvar), kazdy nenulovy fadek vynésobime
prevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku a vynulujeme vSechny prvky nad
v8emi prvnimi nenulovymi prvky radku.

Tvrzeni 1.3.3. KaZdda matice je radkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.

Dukaz. Nulovd matice je v Gaussové—Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. VSechny provedené upravy jsou rad-
kové elementarni dpravy a z postupu pii Gaussové—Jordanové eliminaci vyplyva, ze
vyslednd matice je v Gaussové—Jordanové tvaru. O

Matici je jednoznacné urcena fadkové ekvivalentni matice v Gaussové-Jordanove
tvaru, tedy pro kazdou matici existuje pravé jedna matice v Gaussové-Jordanové tvaru
Ffadkové ekvivalentni puvodni matici.

Tvrzeni 1.3.4. Kazdd nenulovd matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém
tvaru.

Diikaz. S pouzitim fadkovych i sloupkovych elementarnich tprav a vhodnou tpravou
Gaussovy—Jordanovy eliminace ziskdme algoritmus, ktery prevadi libovolnou nenulovou
matici na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru. Podrobnosti ponechame
jako cviceni. O
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1.3.3. Elementarni matice

Definice 1.3.9. Elementdrni matice jsou:
(1) proi#j
1 0 0 0
N 0O ... 1 ... ¢ ... 0] ityriadek
E*(c) =
O ... 0 ... 1 ... 0] yj-tytadek
0 0 0 1
(2) proc#0
1 ... 0 ... 0
E'(¢)=10 ... ¢ ... 0]ty adek
0 0 1
(3) proi # j
1 0 0 0
0O ... 0 ... 1 ... 0Oty tadek
0O ... 1 ... 0 ... 0] -ty radek
0 0 0 1

Kazd4 elementarni matice vznikne z jednotkové matice provedenim vhodné radkové
nebo sloupkové elementarni tipravy.

Matice E%(c) vznikne z jednotkové matice E piictenim c-ndsobku j-tého fadku k i-
tému fadku a od jednotkové matice se lisf jen tim, ze (E*J (c)); = ¢, zatimco E; =0.

Matice E(c) vznikne z jednotkové matice E vyndsobenim i-tého faddku prvkem c
a od jednotkové matice se ligf jen tim, ze (E(c))! = ¢, zatimco E! = 1.

Matice E*J vznikne z jednotkové matice E vyménou i-tého fadku a j-tého Fadku a od
jednotkové matice lisi jen tim, ze i-ty a j-ty fadky jsou vzdjemné vymeénény.

Lemma 1.3.5. Bud'te A, B matice.

(1) Matice B mize vzniknout z matice A pomoci jedné tadkové elementdrni dpravy
pravé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice @ takovd, Ze B = QA.

(2) Matice B muze vzniknout z matice A pomoci jedné sloupkové elementdrni upravy
prdavé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice @) takovd, Ze B = AQ.

Diikaz. Piimym vypoctem lze ovéfit, ze pficteni c-ndasobku j-tého Fadku k i-tému fadku
je totéz co vyndsobeni matici E%I(c) zleva, vynasobenf i-tého fadku prvkem ¢ € P je
totéz co vynasobeni matici E'(c) zleva a vyména i-tého fadku a j-tého fadku je totéz
co vynésobeni matici E*/ zleva. Viz také komentdi za Definici 1.2.4 souéinu matic.
Analogicky pro sloupkové upravy a nasobeni zprava. Cviceni. O
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Piiklad. Budte

1 2 3 76 5 1 2 3 3 21
A=1|4 5 4|, B =4 5 4|, By=[4 5 4|, B3=|4 5 4
3 21 3 21 6 4 2 1 2 3
Potom
10 2 12 3 1-AL+2- A3
By=E"2)-A=[0 1 0 4 5 4| = A2
00 1 3 21 A3
100 1 2 3 Al
Bo=FE32)-A=(0 1 0]-[4 5 4|=| A2
00 2 3 21 2. A3
00 1 12 3 A3
By=EY.A=[0 1 0] -4 5 4] =1[A42 O
1 00 321 Al

Lemma 1.3.6. Transponované matice k elementdrnim maticim jsou elementdarni ma-
tice.

Dikaz. Cviceni. O

1.4. Inverzni matice

Definice 1.4.1. Bud A &tvercovd matice. Matice X je inverzni k matici A, je-li
stejného typu a plati

AX=XA=FE.

Inverzni matice k matici A se znaéf A~L Matice je invertibilni, existuje-li matice k nf
inverzni.

Pi#iklad. (1) Kazd4 jednotkovd matice E je invertibilni a E~! = E.
(2)
A

(1)) je invertibilni, protoze A- A = F, a tedy A7l = A,

AX mé druhy tddek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

2

A— 1 2 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
- \0 O
< X A ma prvni sloupek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

1) neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2

a=(1 D) e =0 0):

Predpoklddejme, ze X je inverzni k A. Pak AX = F, tedy

G3)Ca=61)
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7 toho dostaneme rovnosti
a—c=1, b—d=0, a—c=0, b—d=1.

Ze treti rovnosti mame a = ¢ a po dosazeni do prvni rovnosti mame 0 = 1, coz je spor.
Z toho vyplyva, Ze neexistuje matice X takova, ze AX = FE, a matice A tedy neni
invertibilni.

(6) Zéadna nulova matice nenf invertibilni.

(7) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypoctem lze ovérit (cviceni), ze
(B =B, (@) =B, (T =EY 0
Tvrzeni 1.4.1. Ke kaZdé matici existuje nejvyse jedna inverzni matice.

Diikaz. Predpoklddejme, ze X/, X" jsou inverzni matice k matici A. Tedy AX' = X'A =
AX"=X"A=FE. Potom X' = EX' = X"AX' = X"E = X". O

Tvrzeni 1.4.2. Necht A, A1, ..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom
(1) Ay -...- A, je invertibilnd a (Ay -...- A,) " = A .- ATY;
(2) A7L je invertibilni a (A=1)7! = A;
(3) AT je invertibilni a (A7)~ = (A~HT.

Diikaz. (1) (Ay-...-An) - (A - AT =E = (A1 ... ATY) - (Ay-...- A,) a podle
definice inverzni matice tedy (Ay-...- A,)"' = A ...  ATL

(2) AA~! = A7'A = E a podle definice inverzni matice tedy (A~!)~! = A.

(3) AA ' =ATA=E,tedy E=E" = (A'A)T =ATA HT a E = (447 )T
(A~1)TAT a podle definice inverzni matice (AT)~! = (A=1)T.

oo

Tvrzeni 1.4.3. Necht A, B jsou étvercové matice takové, e AB = E. Pak BA = E,
obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A= B! a B= A"1).

Diikaz. Matici A upravme fadkovymi elementdrnimi tpravami na Gaussuv—Jordanuv
tvar G, tedy G = Q... Q1A4, kde Q1,...,Q jsou elementdrni matice piislusné pro-
vedenym upravam. Pak A = Qfl .. .lelG a AB = Qfl...lelGB = FE. Matice G
nema nulovy fadek, protoze jinak by matice GB také méla nulovy fddek a takovou
matici nelze pomoci fadkovych elementarnich iprav (v tomto piipadé reprezentovanych
maticemi Qfl, el lel) prevést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je v Gaus-
sové—Jordanové tvaru a nema nunovy fadek, G = F. Pak A = Ql_l . Q;l je invertibilni
matice jakozto souéin invertibilnich matic a existuje tedy A~L

Potom BA = EBA = A"'ABA = A"'EA = A~'A = E. Jelikoz AB = BA = E,

jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzdjemné inverzni. O
Nyni zformulujeme dilezité kriterium invertibility.

Tvrzeni 1.4.4. Matice je invertibilni prdvé tehdy, kdyz je rdadkové ekvivalentni s jed-
notkovou matict.

Diikaz. ,=“ Nechf A je invertibilni matice. Rédkovymi elementdrnimi tdpravami ji
pfevedme na Gausstiv—Jordantuv tvar G, tedy G = Qi ...Q1A4, kde Q1,...,Qy jsou
elementarni matice pfislugné provedenym upravam. Kazda z matic Q1, ..., Qg, 4 je in-
vertibilni a jejich sou¢in G je také invertibilni. Potom G, jakozto invertibilni matice
nemd nulovy fadek a G = E, jelikoz G je v Gaussové-Jordanové tvaru. Matice A je
tedy radkové ekvivalentni s jednotkovou matici.

,<=“ Predpokladdejme, ze matice A je fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici F,
tedy Qi ...Q1A = E, kde Q1,...,Qk jsou vhodné elementdrni matice. Oznacme si
Q=Q...Q2Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzeni 1.4.3 je A invertibilnia A=! =@Q. O
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Ptedchozi tvrzeni ndm nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle dukazu totiz
AT=Q=Qp...Q2Q1 = Q... Q2Q1 E, coz je matice, kterd vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim Fadkovych elementarnich dprav odpovidajicich ndsobeni elementarnimi
., Q. To jsou stejné upravy (resp. matice), které prevedly A na E.

maticemi @1, Q2, ..

Vypocéet inverzni matice. K matici A typu n x n zprava pfipojime jednotkovou

matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

AL AL oA
22 A2
AT AT A0 0

Réadkovymi elementarnimi ipravami ji prevedeme na matici, ktera v levé ¢asti ma matici

B v Gaussové—Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilni a v pravé ¢asti matice vyjde A=L

(2) B # E (B mé nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.

Priklad. Vypocitejme inverzni matici k matici

01 2
A=11 2 3
1 01

01 2|1 00
AE)=[1 2 3|0 1 0 |~
1 0 1]0 0 1
1 0 1/0 O 1
~ 0 2 2|0 1 -1 ~
01 2|1 0 O
1 01 0 O 1
~ 01 0]-1 1 -1
0 0 2 2 -1 1
10oo0[-1 1 3
~ 01 0]-1 1 -1
001 1 -3 3
Takze A je invertibilni a
1 1
. (7 2 2
A7=1-1 1 -1 (oveéite).
1 —1 1
2 2

Priklad. Hledejme inverzni matici k matici

A=

o = O
[ N R
o W N

- N O ==

2

O O =

=N O

OO0 Rk == O

N W =

00
01
10
11 0
0]-1
2 1
0 1
10
0 1

|
e e )

o O @O

|
O = =

[

N = =
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Cviceni. Pokud existuji, spoctéte inverzni matice k maticim
1 2
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3
5
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SO vow
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o O

2
0
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0 —
1

123
~[210
01 2
0 12
1 |~[o01
0 01
0 1
1
Ll~1|o
1 0 0
3

)

A= RO
W W

0
0
1

NN W

S O =

N —

o = O

OWIN =
2

0
0
1
0
0

0|1

Matice A tedy neni fddkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni invertibilni. [
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