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10. přednáška, 2. 12. 2025

9. Vektorové prostory

9.1. Definice, př́ıklady, základńı vlastnosti

Vektor je běžně znázorňován v rovině nebo v prostoru jako orientovaná úsečka (šipka),
která má počátečńı bod a koncový bod. Pokud je možné jeden takový vektor převést na
druhý takový vektor rovnoběžným posunut́ım, ř́ıká se, že tyto dva vektory jsou totožné
nebo ekvivalentńı, nebo že jsou to dvě umı́stěńı jednoho vektoru. Takové vektory se
sč́ıtaj́ı pomoćı pravidla rovnoběžńıku a násob́ı se reálným č́ıslem tak, že šipka se př́ıslušně
prodlouž́ı nebo zkrát́ı a při násobeńı záporným č́ıslem nav́ıc změńı směr na opačný.

Obecně definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorový prostor nad
nějakým polem jako množinu s operaćı sč́ıtáńı a s násobeńım prvk̊u množiny prvky
pole s takovými vlastnostmi, které umožňuj́ı představu vektoru jako šipky a představu
sč́ıtáńı vektor̊u a násobeńı vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v předchoźım odstavci.

Definice 9.1.1. Bud’ V neprázdná množina, P pole. Vektorový prostor V nad polem
P je množina V spolu s binárńı operaćı +: V ⇥ V ! V, (u, v) 7! u+ v, a zobrazeńım
· : P ⇥ V ! V, (p, v) 7! p · v, takovými, že

(1) pro každé u, v, w 2 V plat́ı (u+ v) + w = u+ (v + w),
(2) existuje 0 2 V takový, že pro každé v 2 V plat́ı v + 0 = v,
(3) pro každé v 2 V existuje �v 2 V takové, že v + (�v) = 0,
(4) pro každé u, v 2 V plat́ı u+ v = v + u,
(5) pro každé v 2 V plat́ı 1 · v = v,
(6) pro každé p, q 2 P a v 2 V plat́ı (p · q) · v = p · (q · v),
(7) pro každé p, q 2 P a v 2 V plat́ı (p+ q) · v = (p · v) + (q · v),
(8) pro každé p 2 P a u, v 2 V plat́ı p · (u+ v) = (p · u) + (p · v).

Prvky množiny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaláry. Binárńı operace + je sč́ıtáńı,
zobrazeńı · je násobeńı skalárem, vektor 0 2 V je nulový vektor nebo nula, vektor �v
je opačný vektor k vektoru v.

Podmı́nky (1)–(8) jsou axiomy vektorového prostoru. Podmı́nky (1)–(4) znamenaj́ı,
že V s operaćı + je komutativńı grupa.

Jelikož každá binárńı operace má nejvýše jeden neutrálńı prvek, ve vektorovém pro-
storu existuje jediný nulový vektor. Obdobně, jelikož každý prvek má vzhledem k asoci-
ativńı binárńı operaci nejvýše jeden inverzńı prvek, ke každému vektoru existuje jediný
opačný vektor.

Násobeńı skalárem · : P ⇥V ! V, (p, v) 7! p ·v, neńı binárńı operace (neńı-li P = V ),
ale nazývá se vněǰśı operace, a mı́sto p · v se často ṕı̌se jen pv. Binárńı operace se někdy
nazývá vnitřńı operace.

Vektorový prostor nad polem R, nebo C je reálný, resp. komplexńı vektorový prostor.

Př́ıklad. (1) Vektorový prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozměrné i trojrozměrné,
kde vektor je tř́ıda ekvivalentńıch šipek a je reprezentován jednotlivými šipkami, jak je
uvedeno v prvńım odstavci této kapitoly.

Nulový vektor je reprezentován degenerovanou úsečkou nulové délky. Vektorový pro-
stor v rovině resp. prostoru znač́ıme E2 resp. E3.
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(2) Bud’ V jednoprvková množina, P pole. Jediný prvek množiny V označme 0 a po-
ložme 0 + 0 = 0, �0 = 0 a p · 0 = 0 pro každé p 2 P . Dostáváme vektorový prostor
nazývaný nulový prostor nebo triviálńı prostor.

(3) Každé pole je vektorový prostor nad sebou samým. Polož́ıme-li v definici vekto-
rového prostoru V = P , budou všechny axiomy vektorového prostoru d̊usledky axiomů
pole (ověřte). Źıskáváme tak např́ıklad vektorový prostor R nad R, vektorový prostor
C nad C, vektorový prostor Q nad Q a vektorový prostor Z2 nad Z2.

(4) Každé pole je vektorový prostor nad libovolným svým podpolem. Jediný rozd́ıl
oproti předchoźımu př́ıkladu spoč́ıvá v tom, že násobeńı skalárem je dovoleno jen pro
skaláry z podpole.

(5) Bud’ n 2 N, P pole. Na množině Pn všech uspořádaných n-tic prvk̊u P zaved’me
sč́ıtáńı a násobeńı skalárem předpisem

(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn),

p(u1, u2, . . . , un) = (pu1, pu2, . . . , pun).

Vzniká vektorový prostor Pn nad polem P (ověřte). Např́ıklad řádky a sloupky matic
jsou prvky takových vektorových prostor̊u.

(6) Vektorový prostor Pn nad podpolem Q ⇢ P .

(7) Vektorový prostor matic typu m ⇥ n nad polem P s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı
skalárem. Znač́ı se Pm⇥n nebo Mm⇥n(P ) (resp. Mm(P ) nebo gl(m,P ) v př́ıpadě
čtvercových matic).

(8) Vektorový prostor polynomů stupně nejvýše n nad polem P s operacemi sč́ıtáńı
a násobeńı skalárem.

(9) Vektorový prostor polynomů nad polem P s operacemi sč́ıtáńı a násobeńı skalárem.

(10) Vektorový prostor všech řešeńı homogenńı soustavy rovnic.

(11) Bud’ X množina, P pole. Na množině PX všech zobrazeńı X ! P zaved’me sč́ıtáńı
a násobeńı skalárem předpisem

(u+ v)(x) = u(x) + v(x),

(pu)(x) = p · u(x).

Vzniká vektorový prostor PX nad polem P (ověřte). Speciálńı př́ıpady jsou množina
všech funkćı z R do R, množina všech spojitých funkćı na R, množina diferencovatelných
funkćı na R, množina všech spojitých funkćı na intervalu [a, b]. ⇤

Tvrzeńı 9.1.1. Bud’ V vektorový prostor nad polem P. Pak pro každé u, v 2 V, p, q 2 P
plat́ı

(i) 0 · v = 0,
(ii) (�1) · v = �v,
(iii) (p� q) · v = p · v � q · v,
(iv) p · (u� v) = p · u� p · v,
(v) Je-li p · v = 0, pak bud’ p = 0 nebo v = 0.

D̊ukaz. Cvičeńı. ⇤

9.2. Lineárńı kombinace, generátory, lineárńı nezávislost

Bud’ V vektorový prostor nad polem P .
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Definice 9.2.1. Bud’te n 2 N, v1, v2, . . . , vn 2 V a p1, p2, . . . , pn 2 P. Lineárńı kombi-
nace vektor̊u v1, v2, . . . , vn s koeficienty p1, p2, . . . , pn je vektor

p1v1 + p2v2 + · · ·+ pnvn 2 V.

Lineárńı kombinace prázdné množiny je nulový vektor 0 2 V.

Př́ıklad. (1) Součet vektor̊u u, v je jejich lineárńı kombinace s koeficienty 1, 1. Opačný
vektor k v je jeho lineárńı kombinace (skalárńı násobek) s koeficientem �1:

u+ v = 1 · u+ 1 · v, �v = (�1) · v.
(2) Lineárńı kombinace vektor̊u 1, 6 2 R s koeficienty 3, 1 2 R je 3 · 1 + 1 · 6 = 9.

(3) Lineárńı kombinace vektor̊u (1, 2, 0), (2, 3, 1) 2 R3 s koeficienty �3, 2 2 R je

(�3) · (1, 2, 0) + 2 · (2, 3, 1) = (1, 0, 2). ⇤

Definice 9.2.2. Bud’ U ✓ V. Lineárńı obal množiny U je množina [[U ]] všech lineárńıch
kombinaćı konečně mnoha vektor̊u množiny U . Pro U = {u1, u2, . . . , un} je

[[U ]] = [[u1, u2, . . . , un]] = {p1u1 + p2u2 + · · ·+ pnun| p1, p2, . . . , pn 2 P}.

Lineárńı obal prázdné množiny je [[;]] = {0} ⇢ V.

Definice 9.2.3. Množina {v1, v2, . . . , vn} ⇢ V generuje V, je-li každý vektor v 2 V
lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, v2, . . . , vn, to jest, jestliže pro každý vektor v 2 V
existuj́ı skaláry p1, p2, . . . , pn 2 P takové, že v = p1v1 + p2v2 + · · · + pnvn, to jest,
jestliže [[v1, v2, . . . , vn]] = V.
V takovém př́ıpadě také {v1, v2, . . . , vn} je množina generátor̊u prostoru V nebo vek-
tory v1, v2, . . . , vn 2 V generuj́ı V nebo V je generován vektory v1, v2, . . . , vn.

Př́ıklad. (1) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). Skutečně, li-
bovolný vektor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineárńı kombinaćı s koeficienty x, y, z:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
(2) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1). Skutečně, libovolný vek-
tor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineárńı kombinaćı s koeficienty x� y, y � z, z:

(x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).
(3) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (3, 4, 5). Libovolný vektor
(x, y, z) 2 R3 je jejich lineárńı kombinaćı s koeficienty x, y, z, 0:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1) + 0 · (3, 4, 5).
V tomto př́ıpadě můžeme naj́ıt dokonce nekonečně mnoho vyjádřeńı ve tvaru lineárńı
kombinace, pro libovolný parametr t 2 R plat́ı

(x, y, z) = (x� 3t) · (1, 0, 0) + (y � 4t) · (0, 1, 0) + (z � 5t) · (0, 0, 1) + t · (3, 4, 5).
(4) Prostor R3 neńı generován vektory (1, 2, 0), (3, 4, 0), (5, 6, 0). Ověřte.

(5) Vektory v1, v2, . . . , vn 2 Rm, kde vi = (v1i , v
2
i , . . . , v

m
i ), generuj́ı Rm, jestliže soustava

v11x
1 + v12x

2 + · · ·+ v1nx
n = v1

v21x
1 + v22x

2 + · · ·+ v2nx
n = v2

...

vm1 x1 + vm2 x2 + · · ·+ vmn xn = vm
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o neznámých x1, x2, . . . , xn má řešeńı pro každou pravou stranu v1, v2, . . . , vm. Soustava
je totiž ekvivalentńı s podmı́nkou

x1

0

BBB@

v11
v21
...
vm1

1

CCCA
+ x2

0

BBB@

v12
v22
...
vm2

1

CCCA
+ · · ·+ xn

0

BBB@

v1n
v2n
...
vmn

1

CCCA
=

0

BBB@

v1

v2

...
vm

1

CCCA
.

(6) Prostor R2[x] polynomů neurčité x s reálnými koeficienty stupně nejvýše 2 je ge-
nerován vektory x2, x+ 1, 1. Ověřte. ⇤

Definice 9.2.4. Prostor, který má konečnou množinu generátor̊u, je konečněrozměr-
ný.

Př́ıklad. Vektorový prostor R[x] všech polynomů s reálnými koeficienty neńı koneč-
něrozměrný. Pro libovolné p1, . . . , pn 2 R[x] existuje přirozené č́ıslo m, které je větš́ı
než stupeň kteréhokoliv z polynomů p1, . . . , pn. Pak polynom xm 2 R[x] neńı lineárńı
kombinaćı polynomů p1, . . . , pn, takže polynomy p1, . . . , pn negeneruj́ı R[x]. ⇤

Cvičeńı. (1) Jestliže v1, . . . , vn generuj́ı V a vi je lineárńı kombinaćı ostatńıch, pak
v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn také generuj́ı V . Dokažte.

(2) Necht’ každý z vektor̊u v1, . . . , vn je lineárńı kombinace vektor̊u u1, . . . , um 2 V .
Jestliže v1, . . . , vn generuj́ı V , pak u1, . . . , um také generuj́ı V . Dokažte. ⇤

Definice 9.2.5. (1) Množina vektor̊u {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárně nezávislá,
jestliže pro libovolné x1, x2, . . . , xn 2 P z rovnosti

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn = 0 plyne x1 = x2 = · · · = xn = 0.

(2) Množina vektor̊u {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárně závislá, jestliže neńı lineárně
nezávislá.

Často se zjednodušeně a nepřesně ř́ıká, že nějaké vektory jsou lineárně (ne)závislé.
Mysĺı se t́ım, že př́ıslušná množina vektor̊u je lineárně (ne)závislá.

Př́ıklad. (1) Množina {7} ⇢ R je lineárně nezávislá. Je-li x · 7 = 0 pro nějaké x 2 R,
pak x = 0 (pro nenulové x uvedená rovnost x · 7 = 0 neplat́ı).

(2) Množina {2, 3} ⇢ R je lineárně závislá. Lineárńı kombinace x1 · 2+ x2 · 3 může být
rovna 0, i když je některý z koeficient̊u x1, x2 nenulový, např́ıklad x1 = 3, x2 = �2.

(3) Množina {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ⇢ R3 je lineárně nezávislá. Lineárńı kombinace
x · (1, 0, 0)+y · (0, 1, 0)+z · (0, 0, 1) je vektor (x, y, z), který je roven (0, 0, 0) právě tehdy,
když x = y = z = 0 (ověřte).

(4) Množina {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} ⇢ R3 je lineárně nezávislá. Lineárńı kombinace
x · (1, 0, 0)+ y · (1, 1, 0)+ z · (1, 1, 1) je vektor (x+ y+ z, y+ z, z), který je roven (0, 0, 0)
právě tehdy, když x = y = z = 0 (ověřte).

(5) Množina {(1, 0,�1), (0, 1, 2), (2, 1, 0)} ⇢ R3 je lineárně závislá. Lineárńı kombinace
x · (1, 0,�1) + y · (0, 1, 2) + z · (2, 1, 0) je vektor (x+ 2z, y + z,�x+ 2y), který je roven
(0, 0, 0) i pro nenulové koeficienty x, y, z, např́ıklad x = 2, y = 1, z = �1. Ověřte.

(6) Libovolná množina vektor̊u obsahuj́ıćı nulový vektor je lineárně závislá. Lineárńı
kombinace 0 · v1 + 0 · v2 + · · · + 0 · vn + 1 · 0 je nulový vektor a přitom aspoň jeden
koeficient je nenulový.
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(7) Množina {v1, . . . , vn} ⇢ Rm, kde vi = (v1i , . . . , v
m
i ), je lineárně nezávislá právě

tehdy, když soustava

v11x
1 + v12x

2 + · · ·+ v1nx
n = 0

v21x
1 + v22x

2 + · · ·+ v2nx
n = 0

...

vm1 x1 + vm2 x2 + · · ·+ vmn xn = 0

má právě jedno řešeńı, a to sice x1 = x2 = · · · = xn = 0.

(8) Množina {x2, x, 1} ⇢ R2[x] je lineárně nezávislá. Ověřte.

(9) Prázdná množina je lineárně nezávislá, protože všechny koeficienty z prázdné mno-
žiny koeficient̊u jsou nulové. ⇤

Cvičeńı. (1) Libovolná podmnožina lineárně nezávislé množiny vektor̊u je lineárně
nezávislá. Dokažte.

(2) Jednoprvková monžina {v} ⇢ V je lineárně nezávislá právě tehdy, když v 6= 0.
Dokažte. ⇤

Tvrzeńı 9.2.1. Množina vektor̊u {v1, . . . , vn} je lineárně závislá právě tehdy, když
aspoň jeden z nich je lineárńı kombinaćı ostatńıch, tj. právě když existuje index i takový,
že vektor vi je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn.

D̊ukaz.
”
)“ Předpokládejme, že množina {v1, . . . , vn} je lineárně závislá, tedy že exis-

tuj́ı koeficienty a1, . . . , an takové, že a1v1 + · · · + aivi + · · · + anvn = 0 a aspoň jeden
z nich je nenulový (např́ıklad ai). Potom

vi = �a1

ai
v1 � · · ·� ai�1

ai
vi�1 �

ai+1

ai
vi+1 � · · ·� an

ai
vn,

a vektor vi je tedy lineárńı kombinaćı ostatńıch.

”
(“ Necht’ vektor vi je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn, tedy

existuj́ı koeficienty a1, . . . , ai�1, ai+1, . . . , an takové, že

vi = a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn.

Potom

a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 � vi + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn = 0

s nenulovým koeficientem (�1) u vektoru vi. Tedy, množina {v1, . . . , vn} je lineárně
závislá. ⇤

Tvrzeńı 9.2.2. Množina vektor̊u {v1, . . . , vn} je lineárně závislá právě tehdy, když
aspoň jeden z nich je lineárńı kombinaćı předchoźıch, tj. právě když existuje index i
takový, že vektor vi je lineárńı kombinaćı vektor̊u v1, . . . , vi�1.

D̊ukaz.
”
)“ Postupujeme jako v d̊ukazu předchoźıho tvrzeńı, jen nenulový koeficient ai

vybereme s nejvyšš́ım možným indexem. To znamená, že ai+1 = · · · = an = 0 a zbytek
je zřejmý.

Jako cvičeńı rozeberte podrobně př́ıpad i = 1, kdy bude množina předcházej́ıćıch
vektor̊u prázdná.

”
(“ Tvrzeńı je speciálńım př́ıpadem předchoźıho. ⇤
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Definice 9.2.6. Elementárńı úprava n-tice vektor̊u (v1, . . . , vn) je:

(i) vynásobeńı vektoru nenulovým skalárem c;
(ii) přičteńı c-násobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i 6= j;
(iii) výměna i-tého vektoru s j-tým vektorem.

Při tom vznikaj́ı po řadě n-tice

(v1, . . . , vi�1, cvi, vi+1, . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vi + cvj , vi+1, . . . , vj , . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vj , vi+1, . . . , vj�1, vi, vj+1, . . . , vn).

Ke každé z těchto úprav existuje úprava inverzńı, která je rovněž elementárńı a stejného
typu (ověřte).

Definice 9.2.7. Dvě n-tice vektor̊u jsou ekvivalentńı, jestliže jedna vznikne z druhé
konečnou posloupnost́ı elementárńıch úprav.

Cvičeńı. Ukažte, že právě zavedená relace mezi n-ticemi vektor̊u je reflexivńı, symet-
rická a tranzitivńı. ⇤

Př́ıklad. Mějme matici typu m ⇥ n nad polem P. Jej́ı řádky jsou uspořádané n-tice
prvk̊u pole P, tj. vektory z prostoru Pn. Celá matice je pak m-tice takových n-tic,
tedy m-tićı vektor̊u z prostoru Pn. Elementárńı úpravy této m-tice vektor̊u jsou právě
elementárńı řádkové úpravy dané matice. ⇤

Tvrzeńı 9.2.3. Necht’ n-tice (u1, . . . , un) je ekvivalentńı s n-tićı (v1, . . . , vn). Pak vek-
tory u1, . . . , un generuj́ı V právě tehdy, když vektory v1, . . . , vn generuj́ı V.

D̊ukaz. Necht’ lze źıskat n-tici (v1, . . . , vn) z n-tice (u1, . . . , un) jednou z elementárńıch
úprav, vybereme si úpravu druhého typu, tedy vi = ui + cuj a vk = uk pro k 6= i.

Předpokládejme, že v1, . . . , vn generuj́ı V. Pro libovolný vektor w 2 V tedy existuj́ı
koeficienty p1, . . . , pn takové, že w = p1v1 + · · ·+ pnvn. Pak

w = p1u1 + · · ·+ pi(ui + cuj) + · · ·+ pjuj + · · ·+ pnun =

= p1u1 + · · ·+ piui + · · ·+ (pj + cpi)uj + · · ·+ pnun

je lineárńı kombinace vektor̊u u1, . . . , un.
Opačná implikace vyplývá z právě dokázané, nebot’ n-tice (u1, . . . , un) vzniká z n-tice

(v1, . . . , vn) inverzńı úpravou, která je stejného typu.
Pro ostatńı úpravy obdobně a výsledek plat́ı i pro libovolnou konečnou posloupnost

elementárńıch úprav. ⇤

Tvrzeńı 9.2.4. Necht’ n-tice (u1, . . . , un) je ekvivalentńı s n-tićı (v1, . . . , vn). Pak mno-
žina {u1, . . . , un} je lineárně nezávislá právě tehdy, když množina {v1, . . . , vn} je lineárně
nezávislá.

D̊ukaz. Necht’ lze źıskat n-tici (v1, . . . , vn) z n-tice (u1, . . . , un) jednou z elementárńıch
úprav, vybereme si úpravu druhého typu, tedy vi = ui + cuj a vk = uk pro k 6= i.

Předpokládejme, že {u1, . . . , un} je lineárně nezávislá. Bud’te x1, . . . , xn 2 P takové,
že x1v1 + · · ·+ xnvn = 0. Pak

0 = x1v1 + · · ·+ xnvn = x1u1 + · · ·+ xi(ui + cuj) + · · ·+ xjuj + · · ·+ xnun =

= x1u1 + · · ·+ xiui + · · ·+ (xj + cxi)uj + · · ·+ xnun.
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Z lineárńı nezávislosti množiny {u1, . . . , un} vyplývá, že všechny koeficienty posledńı
lineárńı kombinace jsou nulové, tj. x1 = · · · = xi = · · · = xj + cxi = · · · = xn = 0.
Z toho dostaneme, že i xj = 0.

Opačná implikace vyplývá z právě dokázané, nebot’ n-tice (u1, . . . , un) vzniká z n-tice
(v1, . . . , vn) inverzńı úpravou, která je stejného typu.

Pro ostatńı úpravy obdobně a výsledek plat́ı i pro libovolnou konečnou posloupnost
elementárńıch úprav. ⇤


