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10. pfednéska, 2. 12. 2025

9. VEKTOROVE PROSTORY

9.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Vektor je bézné znézorniovan v roviné nebo v prostoru jako orientovand tsecka (Sipka),
ktera ma pocatecni bod a koncovy bod. Pokud je mozné jeden takovy vektor pfevést na
druhy takovy vektor rovnobéznym posunutim, iika se, ze tyto dva vektory jsou totozné
nebo ekvivalentni, nebo Ze jsou to dvé umisténi jednoho vektoru. Takové vektory se
s¢itaji pomoci pravidla rovnobézniku a ndsobi se redlnym ¢islem tak, ze Sipka se ptislusné
prodlouzi nebo zkrati a pii nasobeni zdpornym ¢islem navic zméni smér na opacny.

Obecné definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorovy prostor nad
néjakym polem jako mnozinu s operaci s¢itani a s nasobenim prvkd mnoziny prvky
pole s takovymi vlastnostmi, které umoznuji predstavu vektoru jako Sipky a predstavu
sCitani vektoru a nasobeni vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v pfedchozim odstavci.

Definice 9.1.1. Bud V neprézdnd mnozina, P pole. Vektorovy prostor V nad polem
P je mnozina V spolu s bindrni operaci +: V x V — V, (u,v) — u + v, a zobrazenim
< PxV =V, (p,v)— p-v, takovymi, ze
1) pro kazdé u,v,w € Vplati (u +v) +w =u+ (v + w),
) existuje 0 € V takovy, ze pro kazdé v € V plati v + 0 = v,
) pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v+ (—v) = 0,
) pro kazdé u,v € Vplati u +v = v + u,
) pro kazdé v € Vplati 1 -v = v,
) pro kazdé p,q € Pav e Vplati (p-q)-v=p-(q-v),
) pro kazdé p,g € Pav e Vplati (p+¢q)-v=(p-v)+ (q-v),

(8) pro kazdé p € Pa u,v € Vplati p- (u+v) = (p-u) + (p-v).
Prvky mnoziny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaldry. Binarni operace + je scitdni,
zobrazeni - je ndsobeni skaldrem, vektor 0 € V je nulovy vektor nebo nula, vektor —v
je opacny vektor k vektoru v.
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Podminky (1)-(8) jsou aziomy vektorového prostoru. Podminky (1)-(4) znamenalj,
ze V' s operaci + je komutativni grupa.

Jelikoz kazda binarni operace mé nejvyse jeden neutralni prvek, ve vektorovém pro-
storu existuje jediny nulovy vektor. Obdobné, jelikoz kazdy prvek ma vzhledem k asoci-
ativni bindrni operaci nejvyse jeden inverzni prvek, ke kazdému vektoru existuje jediny
opacny vektor.

Nésobeni skaldrem -: P xV — V, (p,v) — p-v, neni bindrni operace (neni-li P = V),
ale nazyva se vnéjsi operace, a misto p- v se Casto piSe jen pv. Bindrni operace se nékdy
nazyva vnitini operace.

Vektorovy prostor nad polem R, nebo C je redlny, resp. komplexni vektorovy prostor.

Priklad. (1) Vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmérné i trojrozmérné,
kde vektor je tiida ekvivalentnich Sipek a je reprezentovan jednotlivymi Sipkami, jak je
uvedeno v prvnim odstavci této kapitoly.

Nulovy vektor je reprezentovan degenerovanou useckou nulové délky. Vektorovy pro-
stor v roviné resp. prostoru znaéime E? resp. E°
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(2) Bud V jednoprvkové mnozina, P pole. Jediny prvek mnoziny V oznacme 0 a po-
lozme 04+ 0 =0, =0 =0 a p-0 = 0 pro kazdé p € P. Dostavame vektorovy prostor
nazyvany nulovy prostor nebo trividlni prostor.

(3) Kazdé pole je vektorovy prostor nad sebou samym. Polozime-li v definici vekto-
rového prostoru V' = P, budou v8echny axiomy vektorového prostoru dusledky axiomu
pole (ovérte). Ziskdvame tak napiiklad vektorovy prostor R nad R, vektorovy prostor
C nad C, vektorovy prostor Q nad Q a vektorovy prostor Zo nad Zso.

(4) Kazdé pole je vektorovy prostor nad libovolnym svym podpolem. Jediny rozdil
oproti pfedchozimu piikladu spocivd v tom, ze nasobeni skaldrem je dovoleno jen pro
skalary z podpole.

(5) Bud n € N, P pole. Na mnoziné P" vsech uspofddanych n-tic prvku P zavedme
sCitani a nasobeni skaldarem predpisem

(u17u27" . ,Un) + (’Ul,’Ug,. . '7Un) - (Ul +’l}1,U2 +U27” <y Un +Un)7

p(uh ug,y ... 7un) == (pulapu27 L 7pun)
Vznikd vektorovy prostor P™ nad polem P (ovéite). Napiiklad fadky a sloupky matic
jsou prvky takovych vektorovych prostoru.
(6) Vektorovy prostor P™ nad podpolem @ C P.

(7) Vektorovy prostor matic typu m x n nad polem P s operacemi s¢itdni a ndsobeni
skaldrem. Znaci se P™*" nebo Mp,xn(P) (resp. My, (P) nebo gl(m,P) v piipadé
¢tvercovych matic).

(8) Vektorovy prostor polynomu stupné nejvyse n nad polem P s operacemi séitani
a nasobeni skalarem.

(9) Vektorovy prostor polynomu nad polem P s operacemi s¢itéani a ndsobeni skaldrem.
(10) Vektorovy prostor vsech feseni homogenni soustavy rovnic.

(11) Bud' X mnozina, P pole. Na mnoziné PX véech zobrazeni X — P zavedme s¢iténi
a nasobeni skalarem predpisem

(u+v)(z) = u(x) + v(zx),
(pu)(z) = p - u().
Vzniké vektorovy prostor PX nad polem P (ovéite). Specidlni piipady jsou mnozina

v8ech funkei z R do R, mnozina vSech spojitych funkei na R, mnozina diferencovatelnych
funkei na R, mnozina vSech spojitych funkei na intervalu [a, b]. O

Tvrzeni 9.1.1. Bud V vektorovyj prostor nad polem P. Pak pro kaZdé u,v € V, p,q € P
plati
(i) 0-v =0,
(ii) (—1) v = —wv,
(iii) (p—q)-v=p-v—q-v,
(i) p-(u—v)=p-u—p-o,
(v) Je-li p-v =0, pak bud p =0 nebo v = 0.

Dikaz. Cviceni. ]

9.2. Linearni kombinace, generatory, linearni nezavislost

Bud' V vektorovy prostor nad polem P.
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Definice 9.2.1. Budte n € N, vy, vs,...,v, € Vaph,p?,...,p" € P. Linedrni kombi-
nace vektori vy, va, ..., v, s koeficienty p', p?,...,p" je vektor

ploy 4+ pPug + - + pu, € V.

Linedrni kombinace prdzdné mnozZiny je nulovy vektor 0 € V.

Pi#iklad. (1) Soucet vektoru u,v je jejich linedrni kombinace s koeficienty 1, 1. Opaé¢ny
vektor k v je jeho linedrni kombinace (skaldrni ndsobek) s koeficientem —1:

utv=1-u+1l-v, —v=(-1)-0.

(2) Linearni kombinace vektort 1,6 € R s koeficienty 3,1 ¢ Rje3-1+1-6=29.

(3) Linedrni kombinace vektori (1,2,0),(2,3,1) € R3 s koeficienty —3,2 € R je
(—=3)-(1,2,0) + 2 (2,3,1) = (1,0,2). O

Definice 9.2.2. Bud U C V. Linedrni obal mnoziny U je mnozina [U] vSech linedrnich
kombinaci kone¢né mnoha vektoru mnoziny U. Pro U = {uy,ug,...,u,} je

[U] = [u1,ue, ... ,un] = {plul +p2u2—|—--‘+pnun[ plp?, .. pt e P}.

Linedrn{ obal prazdné mnoziny je [0] = {0} C V.

Definice 9.2.3. Mnozina {vi,va,...,v,} C V generuje V, je-li kazdy vektor v € V
linedrni kombinaci vektoru vy, v, ...,v,, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V
existuji skalary p!,p?,...,p" € P takové, ze v = plv; + pPvg + -+ + p™u,, to jest,
jestlize [vi,ve,...,v,] = V.

V takovém piipadé také {v1,ve,...,v,} je mnoZina generdtoru prostoru V nebo vek-
tory vi,v9,...,v, € V generuji V nebo V je generovin vektory vy, v, ..., vp.

Piiklad. (1) Prostor R? je generovén vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Skutecné, li-
bovolny vektor (z,y, z) € R? je jejich linedrni kombinaci s koeficienty z,y, 2:

(x,y,z) =T (17070) +y- (07170) +z- (0’0’1)'
(2) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1). Skutecng, libovolny vek-
tor (z,y,z) € R? je jejich linedrni kombinaci s koeficienty = — y,y — 2, 2:

(957%2) = (:E - y) ' (1,0,0) =+ (y - Z) : (17170) +z- (17171)‘
(3) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1), (3,4, 5). Libovolny vektor
(7,y,2) € R? je jejich linearni kombinaci s koeficienty z,, z, 0:

(x,y,2) =x-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z- (0,0,1) + 0 - (3,4,5).

V tomto pfipadé miuzeme najit dokonce nekoneéné mnoho vyjadfeni ve tvaru linedrni
kombinace, pro libovolny parametr ¢ € R plati
(x,y,2) = (x —3t) - (1,0,0) + (y — 4¢) - (0,1,0) + (2 — 5¢t) - (0,0,1) + ¢ - (3,4,5).
(4) Prostor R? neni generovéan vektory (1,2,0),(3,4,0), (5,6,0). Ovéite.
(5) Vektory vi,ve,...,v, € R™ kdev; = (v}, v2,...,v™), generuji R™, jestlize soustava
vizh +vya® + -+ opa” = ol

vizt +odx? + - ol = 0?

o't 4ol 4 e = ™
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o neznamych z!, 22, ..., 2" ma fesenf pro kazdou pravou stranu v',v2, ..., v™ Soustava

je totiz ekvivalentni s podminkou
1

1 1
vy vy v, v
v3 v3 v2 v?
1 2 n nl o _
x . +z +--4+2 . = .

(6) Prostor Re[x] polynomu neurcité x s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 2 je ge-
nerovéan vektory z2, z + 1, 1. Ovéite. ]

Definice 9.2.4. Prostor, ktery mé kone¢nou mnozinu generatoru, je konecnérozmér-

Piiklad. Vektorovy prostor R[z] vSech polynomu s redlnymi koeficienty neni konec-
nérozmeérny. Pro libovolné py,...,p, € R[z| existuje pfirozené ¢islo m, které je veéts
nez stupen kteréhokoliv z polynomu py, ..., p,. Pak polynom 2™ € R|[x] neni linedrni
kombinaci polynomu py, ..., py, takze polynomy p1, ..., p, negeneruji R|z]. 0

Cviceni. (1) Jestlize vy,...,v, generuji V a v; je linedrni kombinaci ostatnich, pak
Vly .y Vi1, Vitl, - - -, Uy také generuji V. Dokazte.

(2) Necht kazdy z vektort vy, ...,v, je linedrni kombinace vektoru uy,...,u, € V.
Jestlize vy, ..., v, generuji V, pak uq, ..., u, také generuji V. Dokazte. O

Definice 9.2.5. (1) Mnozina vektoru {vi,vs,...,vn} C V je linedrné nezdvisld,

jestlize pro libovolné z', 22, ..., 2" € P z rovnosti

v + 22vg 4 -+ 2", =0 plyne l=22=...=2"=0.

(2) Mnozina vektoru {vi,va,...,vn} C V je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné
nezavisla.

Casto se zjednodusené a nepfesné fikd, ze néjaké vektory jsou linedrné (ne)zavislé.
Mysli se tim, ze ptislusnd mnozina vektoru je linedrné (ne)zavisla.

Pi#iklad. (1) Mnozina {7} C R je linedrné nezdvisld. Je-li x - 7 = 0 pro néjaké = € R,
pak = = 0 (pro nenulové x uvedend rovnost = - 7 = 0 neplati).

(2) Mnozina {2,3} C R je linedrné zdvisld. Linedrn{ kombinace x! - 2 + 2% - 3 miize byt
rovna 0, i kdyZ je néktery z koeficientt x', 2% nenulovy, napiiklad z! = 3,22 = —2.

(3) Mnozina {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? je linedrné nezavisla. Linearni kombinace
z-(1,0,0)+y-(0,1,0)+2-(0,0,1) je vektor (x,y, z), ktery je roven (0,0, 0) pravé tehdy,
kdyzz =y=2=0 (ovéfte)

(4) Mnozina {(1,0,0), (1, 0), (1,1,1)} C R3 je linearné nezavisl4. Linedrn{ kombinace
x-(1,0,0)+y- (1,1 O) —|—z (1 , 1) je vektor (x+y+ 2,y + z, 2), ktery je roven (0,0,0)
prave tehdy, kdyz =z =0 (oveéite).

(5) Mnozina {(1,0, — ) (0,1,2),(2,1,0)} C R? je linedrné zavisld. Linearn{ kombinace
z-(1,0,-1)+y-(0,1,2) + 2 (2,1,0) je vektor (z + 22,y + z, —x + 2y), ktery je roven
(0,0,0) i pro nenulove koeficienty x, vy, z, naptiklad x = 2,y = 1,z = —1. Ovéite.

(6) Libovolnd mnozina vektoru obsahujici nulovy vektor je linedrné zavisld. Linedrni
kombinace 0 -v; +0-vy 4+ ---+0-v, +1-0 je nulovy vektor a pfitom aspon jeden
koeficient je nenulovy.



Vektorové prostory 107

7) Mnozina {vi,...,v,} C R™, kde v; = (v},...,v™), je linedrné nezavisld prave
(2 (2
tehdy, kdyz soustava
viz! +ola? 4+ Folz" =0

viel + e+ 422" =0

vtat Folta? 4o " =0

m4 pravé jedno feseni, a to sice z' = 2?2 = ... = 2" = 0.

(8) Mnozina {22, x,1} C Ry[z] je linedrné nezavisla. Ovéite.

(9) Prazdna mnozina je linedrné nezavisld, protoze vsechny koeficienty z prazdné mno-
ziny koeficientu jsou nulové. d

Cviceni. (1) Libovolnd podmnozina linedrné nezdvislé mnoziny vektoru je linedrné
nezavisla. Dokazte.

(2) Jednoprvkovd monzina {v} C V je linedrné nezavisld prave tehdy, kdyz v # 0.

Dokazte. O
Tvrzeni 9.2.1. Mnozina vektori {vi,...,v,} je linedrné zdvisld prdvé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinaci ostatnich, tj. prdavé kdyz existuje index i takovy,
Ze vektor v; je linedrni kombinact vektori vy, ..., Vi—1, Vig1,- -, Un-
Dikaz. ,=“ Piedpokladejme, ze mnozina {vy,...,v,} je linedrné zavisla, tedy zZe exis-
tujf koeficienty al, ... a" takové, ze alvy + -+ + a'v; + - -+ + a™v, = 0 a aspoii jeden
z nich je nenulovy (napiiklad a'). Potom
al a1 qit1 a”
Ui = gl T T Vel T Ui e U,

a vektor v; je tedy linedrni kombinaci ostatnich.

<= Necht vektor v; je linedrni kombinact vektori vy, ...,0i—1,Vit1,--.,Vpn, tedy
existujf koeficienty a',...,a' ! @', ..., a" takové, ze

vi=a'vi+- 4+ a v+ a o+ 4 a .

Potom
1 i—1 i+1 n
avi+--+a v —vi+a T v+ -+ a"v, =0

s nenulovym koeficientem (—1) u vektoru v;. Tedy, mnozina {vi,...,v,} je linedrné
zavisla. g

Tvrzeni 9.2.2. Mnozina vektord {vi,...,v,} je linedrné zdvisld prdvé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinaci predchozich, tj. prdavé kdyzZ existuje index @
takovy, Ze vektor v; je linedrni kombinactd vektord vy, ..., v;_1.

Diikaz. ,=*“ Postupujeme jako v diikazu piedchoztho tvrzeni, jen nenulovy koeficient a’
vybereme s nejvyssim moznym indexem. To znamend, ze a’t! = ... = 4™ = 0 a zbytek
je ziejmy.

Jako cviceni rozeberte podrobné piipad ¢ = 1, kdy bude mnozina pfedchazejicich
vektoru prazdna.

»<=" Tvrzeni je specidlnim piipadem piedchoziho. O
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Definice 9.2.6. Elementdrni iprava n-tice vektoru (vi,...,v,) je:
(i) vyndsobeni vektoru nenulovym skaldrem c;
(ii) pficteni c-ndsobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i # 7j;
(iii) vymeéna i-tého vektoru s j-tym vektorem.

Pii tom vznikaji po fadé n-tice

(Ul, o3 U3—15CU5 V415 - - - ,’Un),
(V1,00 Vim1, Vi + CUj, Vi1, -+, Uy« o5 Up),s
(Ul, sy Vi1,V Vit 1y e o o 3 Uj—1, V45 Ujgdy - v - ,Q}n).

Ke kazdé z téchto iprav existuje uprava inverzni, ktera je rovnéz elementarni a stejného
typu (ovéite).

Definice 9.2.7. Dvé n-tice vektoru jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
koneénou posloupnosti elementdrnich tprav.

Cviceni. Ukazte, ze pravé zavedena relace mezi n-ticemi vektoru je reflexivni, symet-
rickd a tranzitivni. O

Priklad. Méjme matici typu m x n nad polem P. Jeji fadky jsou usporadané n-tice
prvku pole P, tj. vektory z prostoru P™ Celd matice je pak m-tice takovych n-tic,
tedy m-tici vektoru z prostoru P" Elementarni dpravy této m-tice vektoru jsou praveé
elementarni fadkové tpravy dané matice. 0

Tvrzeni 9.2.3. Necht n-tice (u1,...,u,) je ekvivalentni s n-tici (v1,...,vy). Pak vek-
tory uy, ..., u, generuji V pravé tehdy, kdyz vektory vi,...,v, generuji V.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vy,...,v,) 2z n-tice (ug,...,u,) jednou z elementarnich
uprav, vybereme si dpravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # i.
Ptredpoklddejme, Ze vy, ...,v, generuji V. Pro libovolny vektor w € V tedy existuji
koeficienty p',...,p" takové, ze w = p'vy + - - - + pv,. Pak
w=plug + -+ (w4 cuj) + o+ plug My, =
=plur+- -+ plug e+ (0 e uy oy,

je linedarni kombinace vektori i, . .., uy.

Opac¢nd implikace vyplyvd z pravé dokdzané, nebot n-tice (uy, ..., u,) vznikd z n-tice
(v1,...,vy) inverzni upravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou koneénou posloupnost
elementarnich dprav. O
Tvrzeni 9.2.4. Necht n-tice (uy,...,uy) je ekvivalentni s n-tici (v, ..., vy,). Pak mno-
zZina {ui, ..., uy} je linedrné nezavisld pravé tehdy, kdyz mnozina {v,...,v,} je linedrné
nezavisld.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vy,...,v,) z n-tice (ug,...,u,) jednou z elementarnich
uprav, vybereme si ipravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # i.
Piedpokladejme, ze {u1,...,u,} je linedrné nezavisld. Bud'te z',..., 2" € P takové,

ze xtv; 4+ - - + 2™, = 0. Pak

=azlup + - 2u 4+ (27 4 e )uj A+ + 2 .
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Z linedrni nezdvislosti mnoziny {u,...,u,} vyplyva, ze vSechny koeficienty posledni
linedrni kombinace jsou nulové, tj. 2! = -+ =2t = --. =2l + et =--- = 2" = 0.
Z toho dostaneme, ze i 7 = 0.

Opa¢nd implikace vyplyvd z pravé dokdzané, nebot n-tice (uy, ..., u,) vznikd z n-tice
(v1,...,vy) inverzni upravou, kterd je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou koneénou posloupnost
elementarnich dprav. O



