Matice 1

1. pfednaska, 23. 9. 2025

PoLE

Uvazujme mnozinu vSech redlnych ¢isel. Redlna cisla séitame a nasobime, pficteme-
li k redlnému ¢cislu nulu, dostaneme stejné ¢islo, vynasobime-li realné ¢islo jednickou,
dostaneme stejné cislo, ke kazdému redlnému ¢&islu existuje ¢islo opaéné (soucet ¢isla
a k nému opacného ¢isla je roven 0), ke kazdému nenulovému redlnému ¢islu existuje
¢islo inverzni (prevracend hodnota, soucin ¢isla a k nému inverzniho &isla je roven 1).
Pro libovolna redlna ¢isla a, b, ¢ navic plati

a+b=b+a, a-b=b-a (soucet a soucin jsou komutativni,
a+(b+c)=(a+b)+¢c, a-(b-c)=(a-b)-c asociativnf
a-(b+c)=a-b+a-c a spliuji distributivni zakon)

Kazdd mnozina obsahujici aspon 2 prvky (obvykle oznacované 0 a 1) s uvedenymi
operacemi s uvedenymi vlastnostmi se nazyva pole. Piikladem pole je pole komplexnich
cisel, které znacime C.

Kazda podmnozina mnoziny komplexnich ¢isel, kterd obsahuje 0 a 1, s kazdym ¢islem
obsahuje k nému opaé¢né, s kazdym nenulovym ¢islem obsahuje k nému inverzni a s li-
bovolnymi dvémi ¢isly obsahuje jejich soucet i soucin, se nazyva ciselné pole.

Piiklady ¢iselnych poli jsou mnozina komplexnich ¢isel C, mnozina redlnych ¢isel R
a mnozina racionanich ¢isel Q. Naptiklad mnozina celych ¢isel Z a mnozina pfirozenych
(kladnych celych) ¢isel N nejsou pole.

Je-li P pole a n pfirozené ¢islo, potom P™ oznacuje mnozinu vSech uspofddanych
n-tic prvkua pole P.

Polim se jesté budeme vénovat pozdéji, v kapitole 6, ale uz pied tim budeme vyuzivat
nékteré vlastnosti pole, naptiklad, ze 0-x = x -0 = 0 pro kazdé x z pole, nebo Ze soucin
nenulovych prvku pole je také rizny od nuly.

1. MATICE

1.1. Matice

Definice 1.1.1. Bud P pole, budte m,n pfirozens ¢isla. Matice typu m X n nad
polem P je tabulka o m fadcich a n sloupcich obsahujici na kazdém misté néjaky
prvek pole P (a nic jiného). Mame-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém
radku a j-tém sloupku oznacujeme A;- a matici zapisujeme obvykle

AL AL oAl
PO A
AT AT AM

nebo strucnéji A = (A;")mxn nebo jen A = (A;)

Matici typu m x n nad polem P je mozné definovat také jako zobrazeni z kartézského
souc¢inu {1,2,...,m}x{1,2,...,n} do pole P. Takové zobrazeni tedy usporddané dvojici
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(i,7) pritazuje A; € P a muzeme ho zapsat pravé ve tvaru tabulky, kterd ma v i-tém
fadku a j-tém sloupku prvek A;

Hornim indexum fikame radkové, dolnim indextum iikdme sloupkové. Pro pevné zvo-
lené i

A= (AL AL L AL

je i-ty radek matice A; je to tedy matice typu 1xn, nékdy ji zapisujeme jako usporadanou
n-tici (A5, A5, ..., AY) € P™ Nulovy fadek ozna¢me 0,. Pro pevné zvolené j

1
0
Aj

A =

m

A7
je j-ty sloupek matice A; je to tedy matice typu mx 1, nékdy ji zapisujeme jako uspotrada-
nou m-tici (A}, A2,..., A™) € P™ nebo (A} A2 ... A™)T nebo (A}, A2,..., A™)T.

Nulovy sloupek oznaéme 0° To, Ze matice A je tvofena Fadky A%, resp. sloupky A7,
budeme nékdy zapisovat

Al
AZ
A= | " |, resp. A= (4} A3 ... A).
Am
Definice 1.1.2. Matice A = (A;) a B = (B;) se vzajemné rovnaji, jestlize jsou

stejného typu a na stejnych mistech maji stejné prvky, tedy jsou-li typu m x n a pro
kazdé i € {1,2,...,m} akazdé j € {1,2,...,n} plati Aj = Bj.

Definice 1.1.3. Matice A = (A})mxn je

e Ctvercovd, jestlize m = n,
e diagondlni, jestlize je Ctvercova a A;- = 0 pro i # j (prvky A! jsou také
diagonalni a tvori (hlavni) diagondlu),
e jednotkovd, jestlize je diagonalni a A;ﬁ = 1 pro kazdé i (oznacujeme ji E,, nebo
jen E),
e nulovd, jestlize ma vsechny prvky nulové (oznacujeme ji 0,, x5, nebo jen 0),
e horni resp. dolni trojihelnikovd (nebo v hornim resp. dolnim trojihelnikovém
tvaru), jestlize je ¢tvercova a pod resp. nad diagondlou méa jen nuly, tedy
Aézoproi>jresp. pro i < j,
schodovitd (nebo ve schodovitém tvaru), jestlize kazdy nenulovy fadek, kromé
prvniho, za¢ina zleva vice nulami nez fadek predchozi,
o v Gaussové—Jordanové tvaru, jestlize
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) prvni (zleva) nenulové prvky vsech nenulovych fadku jsou 1,
(iii) ve sloupcich nad (a nejen pod) prvnimi nenulovymi prvky vSech nenu-
lovych Fadkt jsou jen 0,
o v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je rovna matici

(6 0)

kde E je jednotkova matice a 0 oznacuji nulové matice ptislusnych typu,
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e blokové diagondlni, jestlize je rovna matici

A; 0 - 0
0 Ay --- 0
0 0 - A
kde k > 1, Ay, ..., Aj jsou ¢tvercové matice (bloky) a 0 oznac¢uji nulové matice

prislusnych typu.

Mnozinu vSech matic typu m X n nad polem P oznacujeme M,y (P) nebo P"™*";
v piipadé ¢tvercovych matic také M, (P) nebo gl(n, P).

Piiklad. (1)

1 2\ ., . ( . 1 2 3 ;s [ .
3 4 je Ctvercova matice, 415 6 neni ¢tvercova matice.

(é 2) je diagonalni matice, (é é) nenf diagonaln{ neni.

00
1 0] jsou jednotkové matice.
0 1

00 0 0 0\ . , .
Ooxo = (0 ()> ,09x3 = <0 0 0> jsou nulové matice.

je horni trojuhelnikova matice,

je dolni trojuhelnikova matice.

NN = OO
—_ oo Ulo W

NOO O N

je matice ve schodovitém tvaru,

neni matice ve schodovitém tvaru.

SO~ OO0 O
SO NN OOoONN
SO R MFH OO M
DR O N O~ O N
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10 2 0
01 1 0] . . G 5 Jord -
0 0 o 1| i¢maticev Gaussové Jordanove tvaru,
00 00
101 2
01 20 , . . ,
neni matice v Gaussové—Jordanové tvaru.
0 001
00 00
(8)
10 00
02 0 0] . - s .
00 3 4|7 blokové diagondalni matice,
0 0 56
10 00
31 20 , . 1 o .
0 0 1 o nen blokové diagondalni matice. O
0 0 2 3

1.2. Operace s maticemi

1.2.1. Soucet matic a nasobek matice

Definice 1.2.1. Budte A, B matice typu m x n nad polem P. Soucet matic A, B je
matice A 4+ B typu m x n nad polem P takovd, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m},
je{1,2,...,n}

(A+ B)i = A% + BL.

Séitame tedy jen matice stejného typu. Matice riznych typu nelze scitat.

Definice 1.2.2. Bud'te A matice typu m x n nad polem P a ¢ € P. Potom c-ndsobek
matice A je matice cA typu mxn nad polem P takovd, ze pro véechnai € {1,2,...,m},
je{lL,2,...,n}

(cA)é- = cAé».

Pro ¢ = —1 se matice (—1)A zna¢i —A a nazyva se opacénd matice k matici A.

Priklad. Pro
12 3 -1 0 2).
A‘<4 5 6> aB_< 1 -3 7>Je

C(14+(-1) 240 342\ (0 2 5
A+B( 441 5+ (-3) 6+7><5 2 13)’

6 12 18 10 -2
6A‘<24 30 36)’ _B_<—1 3 —7)' -
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Cviceni. Spoctéte
2 " 2 1
4 0 —1
1 n 1 2
0 3 4
-1 1 2
1) (3 4 4
0 1 2 _9
)+ 3 ) .

Tvrzeni 1.2.1. Necht A, B,C jsou matice stejného typu nad polem P a c,k € P. Pak

—_
[\)

w
W

2

OO OoO O Ww

o

~ N~ N~ N -~/
+ N—— — "
+
/N~ —
WH WK~ WK
FEN V)

o

(1) A+ B =B+ A4, (5) 1A = A,
(2) A+ (B+C)=(A+B)+C, (6) c(A+ B) = cA+ cB,
(3) A+0=A4A, (7) (c+k)A = cA+ kA,
(1) A+ (—A) =0, (8) c(kA) = (ck)A.

Dikaz. Uvedeme jen dukaz bodu (2) a (6), ostatni ponechdme jako cviceni.

(2) Mame dokazat, ze matice A+(B+C') se rovnd matici (A+B)+C. Predpoklddejme,
ze A, B, C jsou typu m xn. Potom i B+C a A+ B jsou typu m xn, a tedy i A+ (B+C)
a (A+ B) + C jsou typu m x n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém tddku a j-tém sloupku
matice A + (B + C) je

(A+ (B+0Q))j =
=A'+ (B+ Q) =

(podle definice sou¢tu matic)

(
= AL+ (B; +Cj) = (diky asociativité s¢itani v poli)

(

(

podle definice souc¢tu matic)

= (A, + B+ C) =
=(A+B);+C) =
= ((4+ B) +0)j,

coz je prvek v i-tém faddku a j-tém sloupku matice (A + B) + C.

Dokézali jsme, ze matice A+ (B+C) a (A+ B) + C jsou stejného typu a na stejnych
mistech maji stejné prvky.

(6) Mame dokézat, ze matice ¢(A + B) se rovna matici cA + ¢B. Piedpoklddejme, ze
A, B jsou typu m x n. Potom i A+ B, cA a ¢B jsou typu m X n, a tedy i ¢c(A + B)
a cA+ ¢B jsou typu m X n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém taddku a j-tém sloupku
matice ¢(A + B) je

podle definice sou¢tu matic)

podle definice souc¢tu matic)

(c(A+ B)); = (podle definice c-ndsobku matice)
=c(A+ B); = (podle definice sou¢tu matic)
= c(Aé- + B]Z) = (diky distributivnimu zdkonu v poli)
= cAé- + CB§- = (podle definice c-ndsobku matice)
= (cA)} + (cB);- = (podle definice sou¢tu matic)
= (cA+cB );,

coz je prvek v i-tém radku a j-tém sloupku matice cA + cB.



6 Matice

Dokézali jsme, ze matice ¢(A+ B) a cA+¢B jsou stejného typu a na stejnych mistech
maji stejné prvky. O

Uvedli jsme si, ze fadky a sloupky matice chapeme jako matice. Muzeme je tedy také
nasobit prvky piislusného pole, muzeme scitat fadky a scitat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejnym polem.

Nasledujici definici formulujeme pouze pro radky matice, ale obdobné ji 1ze formulovat
pro sloupky, uspofadané n-tice a matice.

Definice 1.2.3. Bud'te A%, A2 ..., Al rédky matice nad polem P, ¢1,¢a,...,¢; € P.
Linedrni kombinace tadkt A2, A2, ... A¥ s koeficienty c1,co, ..., ¢ je fadek
k
clAil + CQA? + et ckAé’c = Z ch?.
j=1

Méme-li prazdnou mnozinu Fadku (tedy, nemame zddny fadek), jejich linedrni kom-
binaci definujeme jako nulovy Fadek. Takze, nulovy radek je linedrni kombinaci fadku
z prazdné mnoziny.

Piiklad. Méjme

3.2 1 0 Al=(3 2 1 0)
-1 0 1 -1 Al=(-1 0 1 -1
[ 0o 2 -1 o0 A3=(0 2 -1 0)
A=1 1 0 1 o tedy AY=(1 0 1 0)
-1 0 1 2 AS=(-1 0 1 2)
L -1 2 1 AS=(1 -1 2 1)
Pro AL, A3 A% a ¢c; =2,¢9 = —1, c3 = 2 dostaneme

1AL + A + c3A% =
=2-(3 21 0)+(-1)-(0 2 -1 0)+2-(1 -1 2 1)=
=6 4 2 0)+((0 -2 1 0)+(2 -2 4 2)=
=8 0 7 2). O

1.2.2. Soucin

Definice 1.2.4. Bud'te A matice typu m x n a B matice typu n x p nad polem P.
Souc¢in matic A, B (v tomto pofadi) je matice A - B (obvykle oznatovana jen AB)
typu m x p nad polem P takovéd, ze pro vSechna i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,p}

(AB)j = AiBj + AyB: +---+ ALB} = " A} B}
k=1

Matice B mé tedy tolik fadku, kolik mé matice A sloupku. Prvek matice AB v i-tém
fadku a j-tém sloupku ziskdme tedy tak, ze seCteme souciny prvku v i-tém fddku matice
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A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AlBi + A}B} +---+ ALBY .-+ AIBl+A}B2+---+ ALBY
B AIBl + A3B? + .-+ AZBY ... AIBL4+ AJBZ+..- 4+ AlBY
A'BY+ APBY + -+ A'BY -+ AU'Bi 4+ APB2+ -+ ATBP

AlBl+ AlB?2 + ...+ ALBn
A3Bl+ A3B2 + ...+ A2BD

APBL 4+ AB2 + .-+ ATBP

AlB

A’B

A"B
= (B{AS + BfAS +---+ BA;, -+ BIAY+ BIAS+---+ BlAY) =
= (ABY ABj --- ABj).

Cili, prvni fadek matice AB ziskdme tak, ze vezmeme Al-nisobek fadku B!, Al-ndsobek
fadku B2, ..., Al-ndsobek fadku B? a viechny tyto nasobky secteme. Je to tedy linedrni
kombinace radku matice B s koeficienty z prvniho fddku matice A, jinymi slovy, soucin
prvniho fadku matice A, fadek je matice typu 1 X n, a matice B.

Obdobné ziskdme ostatni fadky matice AB. Obecné, i-ty fadek matice AB ziskdme
tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem A} vynédsobime k-ty fddek matice B a viechny
tyto ndsobky sec¢teme. Takze i-ty fadek matice AB je linedrni kombinace fadka matice
B s koeficienty z i-tého fadku matice A, jinymi slovy, soucin i-tého fadku matice A,
fadek je matice typu 1 x n, a matice B.

Analogicky, prvni sloupek matice AB ziskdme tak, ze vezmeme B%—nzisobek sloupku

9, B-nésobek sloupku A3, ..., BP-ndsobek sloupku AS a viechny tyto ndsobky secteme.
Je to tedy linedrni kombinace sloupkt matice A s koeficienty z prvniho sloupku matice
B, jinymi slovy, souc¢in matice A a prvniho sloupku matice B, sloupek je matice typu
n x 1.

Obdobné ziskdme ostatni sloupky matice AB. Obecng, j-ty sloupek matice AB
ziskdme tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem B;“ vynasobime k-ty sloupek matice
A a vSechny tyto ndsobky secteme. Takze j-ty sloupek matice AB je linedrni kombinace
sloupku matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B, jinymi slovy, sou¢in matice
A a j-tého sloupku matice B, sloupek je matice typu n x 1.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhd méa tolik fadku, kolik ma prvni
sloupku), nelze je (v daném poradi) nasobit, pfislusny sou¢in neexistuje.

Priklad. (1) Pro

12 -1 0) .
=33 m=(a) v
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neni komutativni, tedy nemusi platit

(2 1), BA neexistuje.

ucin matic

BA.

Predchazejici priklady ukazuji, ze so

AB
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1 00 5 0 0 1 20 5 4 0

0 2 3 0 4 3 340 3 20

0 4 5 0 21 0 0 5 0 01

10 00 2 000 1 2 00 4 3 00
0 2 3 4 0 3 45 3400 2100
056 7 0 6 7 8 00 5 4 001 4
0 8 90 0 901 00 3 2 00 2 3
1 0 00 2 000 10 0 0 5 0 0 0
0 2 30 03 40 0200 06 00
0 450 0510 0030 00 70
0 00 6 0 006 00 0 4 0 0 0 8

0905
0 0-() -0
G0 )0 :

Tvrzeni 1.2.2. (1) Je-li i-ty rddek matice A nulovy, pak i-ty Tddek matice AB je
nulovy.

(2) Je-li j-ty sloupek matice B nulovy, pak j-ty sloupek matice AB je nulovy.

(8) Soucin diagondlnich matic je diagondlni matice.

(4) Soucin blokové diagondlnich matic s bloky stejnijch typu je blokové diagondlni ma-
tice s bloky stejnych typi.

Dikaz. Uvedeme jen dukaz bodu (4), ostatni ponechdme jako cviceni.

(4) Bud'te A, B blokové diagonaln{ matice s bloky As,...,A,, resp. By,..., B, ta-
kovymi, ze pro kazdé i A;, B; jsou stejného typu. A, B jsou tedy ¢tvercové matice
stejného typu a je mozné je vzajemné nasobit.

-ty Ffadek matice A je

Al=(0 ... 0 A ... A 0 ... 0),

im
cili AS =0 pro j <iyaj>inm.
j-ty sloupek matice B je
0

%
I

éiliB§:0proi<j1ai>jn.
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Jsou-li 7, j takova, Ze pozice v i-tém fadku a j-tém sloupku je mimo bloky Aq,. .., A,
resp. Bi,..., By, pak bud i1 > j, nebo i, < ji. V obou piipadech pro kazdé k bud
A}; = 0 nebo BJ’? = 0. Jelikoz 0-z = z-0 = 0 pro kazdé x z ptislusného pole, viz kapitola
6, v obou pfipadech pro kazdé k plati A};B;?’ =0, tedy i

(AB)i =) AjBf =0,
k

takze AB je blokové diagonalni matice s bloky stejnych typu, jakych jsou bloky v ma-
ticich A a B. O

Tvrzeni 1.2.3. Necht A, B, C jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a c € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (1) (A+ B)C = AC + BC,
(2) AE = EA = A, (5) ¢(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C) = AB + AC,

Dikaz. Uvedeme jen dukaz bodu (1) a (3), ostatni ponechdme jako cviceni.

(1) Predpokldadejme, ze A je matice typu m x n, B je matice typu n x p a C' je matice
typu p X q. Potom AB je matice typu m x p a BC je matice typu n X ¢, takze A(BC)
a (AB)C jsou matice typu m X g.

(A(BC))§ = (podle definice sou¢inu matic)
= Z 7,’€(BC')§c = (podle definice souc¢inu matic)
k=1
n P
=> A (BfCh) = (diky distributivnimu zékonu v poli)
k=1 =1
nop
= Z Al (BF le) = (diky asociativité sou¢inu v poli)
k=1 i=1
nop
= Z Z(A/iC lk)C]l = (diky komutativité souc¢tu v poli)
k=1 i=1
p n
= Z (A: BF )CJZ = (podle definice sou¢inu matic)
1=1 k=1
p
= Z(AB)%C; = (podle definice souc¢inu matic)
=1
= ((AB)C);.

(3) Predpoklddejme, ze A je matice typu m x n a B,C jsou matice typu n x p.
Potom A(B + C) a AB + AC jsou matice typu m X p a pro kazdé i € {1,2,...,m}
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aje{l,2,...,p} plati
(A(B+C))i =

=) A(B+O)f =
k=1

= A(B+C)) =
k=1

= Z(A;;Bgc + ALK =
k=1

n n
WIS I
k=1 k=1

= (AB)} + (AC); =
= (AB + AC),.

Matice

(podle definice sou¢inu matic)

(podle definice sou¢tu matic)

(diky distributivnimu zdkonu v poli)

(diky komutativité s¢itdni v poli)

(podle definice sou¢inu matic)

(podle definice sou¢tu matic)



