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8. prednaska, 8. 4. 2025

14. SKALARNI SOUCIN

Oznaceni. Cislo komplexné sdruzené k ¢islu z oznacujeme z. Je-li A = (A;) matice,
oznacujeme A = (A;)

Definice 14.0.1. Bud V vektorovy prostor nad P, kde P = R nebo P = C. Zobrazeni
g: V xV — P je skaldrni soucin na V, jestlize pro libovolné u,v,w € V a p € P plati

(1) g(u+v,w) = g(u,w) + g(v, w);
(2) g(pu,v) = pg(u, v);
(3) g(
(4) g(

u,v) = g(v,u);
v,v) > 0 pro v # 0.

Cislo g(v, v) je realné pro kazdy vektor v, i v pfipadé, ze P = C (cviceni). Diky tomu
lze ve ¢tvrté vlastnosti porovnavat g(v,v) s 0.

Prvni dvé vlastnosti znamenaji, ze skalarni soucin je linedrni v prunim argumentu,
tfeti vlastnost je v redlném piipadé symetrie, v komplexnim ptipadé kosd symetrie,
¢tvrta vlastnost je pozitivni definitnost.

Definice 14.0.2. Vektorovy prostor nad P se skalarnim soucinem je prostor se skaldr-
nim soucinem. Pokud P = R, skalarni soucin je eukleidovsky a prostor je eukleidovsks).
Pokud P = C, skalarni soucin je hermiteovsky a prostor je hermiteovsky nebo unitdrni.

Oznaceni. NemiuZe-li dojit k nedorozumeéni, misto g(u,v) piSeme jen (u,v).
Tvrzeni 14.0.1. Bud'V prostor se skaldrnim soucinem nad P. Pro libovolné u,v,w € V
ap€ P plati

(1) (u,v +w) = (u,v) + (v, w);

(2) (u,pv) = p(u,v);

(3) (0,v) = (v,0) = 0;

(4) (v,v) =0« v=0.

Dikaz. (1)
(u,v +w) = (v+w,u) = (v,u) + (w,u) = (v,u) + (w,u) = (u,v) + (u,w).

NN AN

(2)

(u,pv) = (pv,u) = p(v,u) = p(v,u) = p(u,v).
3)
(0,v)=(0-v,0)=0-(v,v) =0 a (v,0)=(0,v)=0.
(4) Disledek podminky (4) v definici skaldrniho souéinu a predchoziho bodu (3). O

Podle (1) a (2) v pfedchozim tvrzeni Eukleidovsky skaldrni souéin je linedrni i v dru-
hém argumentu.
Ptiklad. (1) Standardni skaldrni sou¢in na R™ Pro z,y € R”, z = (z!,...,2"), y =
(y17 A ’yn)7
(z,y) = aly! + - +a"y"
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(2) Standardni skalarni sou¢in na C™ Pro z,y € C*, z = (2!,...,2"), vy = (v}, ..., y"),

(,y) =alyl + -+,
(3) Budte ay,...,a, kladnéd redlna &isla. Zobrazeni R™ x R™ — R, které vektorim

r=(z%...,2"),y = (y},...,y") € R" piifadi é&slo

(,y) = az'y' + - + ana"y",

je skalarni soucin na R"
(4) Budte ay,...,a, kladna redlna ¢isla. Zobrazeni C" x C" — C, které vektortm
r=(z%...,2"),y = (y},...,y") € C" piifadi &slo
(z,y) = azlyl + - + ana™y7,
je skalarni soucin na C™
(5) Zobrazeni, které maticim A, B € R™*" piiradi ¢islo
m n
_ i i
a3 3 48,
i=1 j=1
je skalarni soucin na R™*".
(6) Zobrazeni, které maticim A, B € C"™*"™ ptiradi ¢islo
m n o
PRI S oy
i=1 j=1
je skalarni sou¢in na C™*",
(7) Zobrazeni, které spojitym redlnym funkcim f, ¢ na intervalu [0, 27] pfifadi realné
cislo
2

(f,9) = f(z)g(z)dz,

0

je skalarni sou¢in na prostoru vSech spojitych redlnych funkei na intervalu [0,27]. O

14.1. Délka (norma) vektoru

Pfipomenme, ze (v,v) € R a (v,v) > 0 pro kazdé v.

Definice 14.1.1. Bud V prostor se skaldrnim souéinem, v € V. Délka nebo norma
vektoru v je ¢islo

[0l = v/ (v, ).

‘Deﬁnice 14.1.2. Vektor délky 1 je jednotkovy nebo normovany. ‘

Délka vektoru tedy zavisi na skaldrnim soucinu, a tak uvedené znaceni lze pouzit jen,
je-li jasné, ktery skalarni soudin je uvazovan a nemuze dojit k nedorozumeéni.
Piiklad. (1) Méjme standardni skalarni soucin na R2. Délka vektoru (1,2) je v/5.
(2) NaR? mé&jme skalarni soucin ((x!, 2?), (y!,y?)) = oly' +22%y%. Délka vektoru (1,2)
je 3.
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(3) Na prostoru vSech spojitych redlnych funkei na intervalu [0, 1] méjme skaldrni souéin

1
(f.9) = /0 f(2)g(x)de

Takze délka (norma) funkce f je

1
e /0 (f(x))2dz.

Pokud, naptiklad, f(x) = z, potom
! 1
1=/ [ atdo= 2. O
0 V3

Tvrzeni 14.1.1. Bud V prostor se skalarnim soucinem nad P. Pro libovolné v € V
ap € P plati
(1) ||v]| >0, navic ||v|]| =0 prdvé tehdy, kdyz v =0,

(2) llpvl| = Iplllv]l,
(3) jestlize v # 0, pak

il =
Dikaz. (1) Jednoduchy disledek definice skalarniho souéinu a Tvrzeni 14.0.1.

(2) llpoll = V/(pv,pv) = /pB(v,v) = V/[pI[v]]2 = [pl]]v]].
(3) Cviceni. O

[

o]l

Lemma 14.1.2. (1) re(u,v) = F(|lu+vl|> = [Jul|® = ||lv]|?)
(2) m(u,v) = 3(|lu+ | = [lul]* — [[v]*)

Dikaz. (1)
Ju+)? = (u+v,u+0v)=
= (u,u) + (u,v) + (v,u) + (v,v) =
= (u,u) + (u,v) + (u,v) + (v,0) =
= [lul® + 2re(u, v) + [[o]|?
Z toho dostaneme
re(u, v) = 5(Ju+vl* = [|ul* — [[v]|*)
2)
|+ iv]|* = (u+iv,u + iv) =
= (u,u) + (u,iv) + (iv,u) + (iv,iv) =
= (u,u) —i(u,v) +i(u,v) + (v,v) =
= [[ul® + 2im(u, v) + [jv]|?
Z toho dostaneme

im(u, v) = 5(Ju+ivl* = [lul* — [Jo]|*) m
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14.2. Nerovnosti

Tvrzeni 14.2.1 (Cauchyho-Bunakovského-Schwarzova nerovnost). Necht V je prostor
se skaldrnim soucinem a u,v € V. Pak

[(u, 0)| < [fullf|o]-
Rowvnost nastdvd pravé tehdy, kdyz {u,v} je linearné zdvisld mnozina.

Diikaz. Predpoklddejme, ze {u,v} je linedrné zavisla. Pokud w = 0 nebo v = 0, pak
|(u,v)| = ||ul|||v]] = 0. Jsou-li u,v nenulové, existuje p € P takové, ze u = pv a

I?

|(u, v)| = [(po, v)| = pl(v,v) = |pllloll® = |plllvl[l[oll = [lpelllv]l = lullllv].

Je-li {u,v} linedrné nezavisla, pak u, v jsou nenulové a pro kazdé p € P je u—pv # 0.
Tedy

0< |lu—tv]|* = (u—tv,u—tv) =

= (u—tv,u) — t(u — tv,v) =

= lull® = t(v,u) = - ((u,v) = t]ol*) = (pro t = (u,v)/|[v[|*)
(w,v) — - (w,v) o
= ||ull* - “(u,0) =1+ { (u,0) = oll™ ) =
[v][? o]
(w,0)
= Jlul® - %0,
]2
Cili
2
0 < |lul]® - ’(T’L’ﬁz (obé strany vynasobime ||v||?)
v
0 < [ful*lol* = I(u, v)[
|(u, v)|? < [Ju|® ||| (obé strany odmocnime)
[ (w, 0)] < [lelf[w]]- m

Dilezity disledek Cauchyho—Bunakovského—Schwarzovy nerovnosti je nasledujici tvr-
zeni, které je znamé jako trojihelnikova nerovnost.

Tvrzeni 14.2.2 (Trojahelnikova nerovnost). Necht V' je prostor se skaldrnim soucinem
au,v €V. Pak

lw 4ol < flull + [|vl-

Rowvnost nastdvd pravé tehdy, kdyz {u,v} je linearné zdvisla mnozina.

Driikaz.
|u+v||? = (dtkaz Lemmatu 14.1.2)
= [[ull® + 2re(u, v) + [Jvo]|* < (re(u, v) < |(u,v)[)
< ul? + 2| (u, v)| + v < (Tvrzeni 14.2.1)
< Jlull® + 2[fullloll + flo]]* =
= (full +[Jvl)?

Zbytek dtikazu je jednoduché cviceni. O
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14.3. Odchylka vektorn

Pro nenulové vektory u,v mizeme Cauchyho—-Bunakovského—Schwarzovu nerovnost
zapsat ve tvaru

o)l _

lulllloll ~

a v eukleidovském ptipadé

(u,v)

= ulliol =

Funkce cos zizend na interval [0, 7] je injektivni a tento interval zobrazuje vzajemné
jednoznaé¢né na interval [—1, 1]. Pro kazdou dvojici nenulovych vektori u, v tedy existuje
pravé jedno redlné ¢islo ¢ € [0, 7] takové, ze

(u, )

COS(p = ——.
[[ull[Jv]]

Definice 14.3.1. Budte V eukleidovsky prostor a u,v € V nenulové. Odchylka vektort
u,v (nebo thel mezi vektory u,v) je (jediné) ¢islo ¢ € [0, 7] takové, ze

(u,v)

lulllloll

cosp =

Pro libovolny eukleidovsky skalarni soucin tedy plati

(u, v) = [|ull[[v]] cos p.

Tvrzeni 14.3.1 (Kosinova véta). Budte V eukleidovsky prostor, u,v € V nenulové a ¢
uhel mezi nimi. Potom

lu = l* = [lull* + [[o]|* = 2lull ]| cos ¢.
Diikaz.
HU_UH2 = (U—’U,’U,—U) = (’U,,U)—2(’U,,’U)+(’U,’U) =

= lull® + [o]* = 2]lull|v] cos ¢. O

14.4. Ortogonalita (kolmost)

Definice 14.4.1. Bud V prostor se skaldrnim sou¢inem. Vektory u,v € V jsou kolmé
(nebo ortogondlni), jestlize (u,v) = 0. Zapisujeme u_Lv.

Dva vektory v eukleidovském prostoru jsou tedy kolmé pravé tehdy, kdyz jejich od-
chylka je 7/2.

Diky tomu, ze (u,v) = W, kolmost vektorti nezavisi na jejich potadi. Jelikoz pro
kazdy vektor v € V plati (v,0) = 0, nulovy vektor je kolmy ke kazdému vektoru. Z toho,
ze (pu, qu) = pg(u,v) pro kazdé p, g € P, vyplyva, Ze libovolné skaldrni nasobky kolmych
vektori jsou také kolmé.

Definice 14.4.2. Bud V prostor se skalarnim sou¢inem. Mnozina U C V je ortogo-
ndlnt, jestlize ulv pro libovolné rizné u,v € U. Ortogonalni mnozina normovanych
vektort je ortonormdlni.
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KdyzZ v ortogonélni mnoziné nenulovych vektort kazdy vektor vynasobime prevrace-
nou hodnotou jeho délky (kazdy vektor znormujeme), dostaneme ortonormélni mnozinu.



