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4. prednéska, 18. 3. 2025

Tvrzeni 11.4.3. Bud « izomorfismus a A jeho matice vzhledem k néjakym bdzim. Pak

A je invertibilni a A~ je matice inverzniho izomorfismu !,

Diikaz. Bud a: U — V a bud B matice linearniho zobrazeni a~': V — U vzhledem
k pfislusnym béazim. Matice linearniho zobrazeni a~!oa = idy vzhledem k bazi prostoru
U je jednotkova matice E a podle piedchoziho tvrzeni je to matice BA. Cili, BA = E,
A je tedy invertibilni a A=! = B. O

Dusledek. Kazdd matice prechodu od bdze k bdzi je invertibilng.

Diikaz. Podle uvedenych definic matice pfechodu je totéZz co matice identity, coz je

izomorfismus. 0
Tvrzeni 11.4.4. Bud U vektorovy prostor se starou bazi (ui,...,u,) a novou bazi
(ul,...,ul), bud Q matice prechodu od staré baze k nové bazi. Bud V vektorovy prostor
se starou bdzi (v1,...,vn) a novou bdzi (vy,...,v),), bud R matice piechodu od staré
bdze k nové bdzi. Bud o: U — V linedrni zobrazeni, bud A matice zobrazeni o vzhle-
dem k bazim (uy,...,u,) a (vi,...,0m) a bud A" matice zobrazeni o vzhledem k bdzim
(uy,...,ul) a (vq,...,v),). Pak
A= RAQ™L.

Diikaz. Situaci mizeme znazornit diagramem

U o A%
(U, oyup) | A | (U1, Um)
idUlQ idV\LR
U o A%
(W, ..ul) | A | (... 00)

V rozich stoji vektorové prostory s vyznacenymi bazemi, Sipky oznacuji linedrni zobra-
zeni a jsou u nich uvedeny také matice téchto zobrazeni. Plati a oidy = idy o « a také
a=idyo ao idal. Podle Tvrzeni 11.4.2 o matici slozeného zobrazeni potom

A'Q =RA ataké A = RAQL. O

Piiklad. Méjme a: Ro[z] — Ry[z], f — f’. Je to tedy zobrazeni z prostoru polynomt
stupné nejvyse 2 do prostoru polynomi stupné nejvyse 1, které polynomu ptitazuje jeho
derivaci.

(1) Nejprve uvazujme (staré) baze (1, z,2%) v Ro[z] a (1, ) v Ry [z]. Ovéite, Ze jsou to
baze. Najdeme obrazy vektort baze (1,z,2%) pii zobrazeni « a jejich soufadnice v bazi
(1,z).

a(l) =0, soufadnice vektoru 0 v béazi (1, ) jsou (0,0);
a(z) =1, soufadnice vektoru 1 v béazi (1, ) jsou (1,0);
afx?) = 2z, soutadnice vektoru 2z v bazi (1,z) jsou (0, 2).

Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (1,z,22%) a (1, ) tedy je

010
Al_(o 0 2)'
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(2) Nyni uvazujme (nové) béaze (22, z + 1,z) v Rofz] a (z + 1,1) v Ry[z]. Ovéite,
7e jsou to baze. Najdeme obrazy vektorii baze (z2,z + 1,z) pii zobrazeni a a jejich
soufadnice v bazi (z + 1,1).

ox?) = 2z, soufadnice vektoru 2z v bazi (x + 1, 1) jsou (2, —2);
alz+1) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (x + 1,1) jsou (0, 1);
a(z) =1, soufadnice vektoru 1 v bazi (x +1,1) jsou (0, 1).

Matice zobrazeni o vzhledem k bazim (22,2 + 1,2) a (z + 1,1) tedy je

2 00
A2_<—2 1 1>'

Naptiklad, a(3z2+2x+7) = 62+2. Vektor 3x2+2x+7 m4 staré soutadnice a = (7,2, 3)
a nové soufadnice a’ = (3,7, —5). Vektor 6z + 2 mé staré soufadnice b = (2,6) a nové
soufadnice b’ = (6, —4). Ovéite. A plati

7
010 2
e (2 (3)-0)-
3
3
;o 2 00 (6N
- (309 (3) ()

Matice piechodu od staré baze (1, x,z%) k nové bazi (22, z + 1,z) v Ra[x] je

00 1
Qs=|( 100
~110

Matice pfechodu od staré baze (1,z) k nové béazi (x + 1,1) v Ry[z] je

ng(‘f _})

A plati
010
QZ.Al.lezG _}><8 (1) g) 01 1]=
100
010
00 2) <200>
<o1—2 L0 0 -2 1 1

11.5. Algebraicka struktura na mnozZiné linearnich zobrazeni

Definice 11.5.1. Budte U,V vektorové prostory nad polem P a f,g: U — V zobra-
zeni.

(1) Zobrazeni f + g: U — V, zadané predpisem
(f +9)(u) = f(u) + g(u)

pro libovolny vektor v € U, je soucet zobrazeni f a g.
(2) Bud c € P. Zobrazeni cf: U — V, zadané predpisem

(cf)(u) =c- f(u)

pro libovolny vektor u € U, je c-ndsobek zobrazeni f.
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Tvrzeni 11.5.1. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, f,g: U — V linedrni
zobrazent a ¢ € P. Pak zobrazeni f 4 g, cf jsou linedrni.

Dikaz. Cviceni. |

Budte U, V vektorové prostory nad polem P. Mnozinu vSech linedrnich zobrazeni z U
do V' oznaéme Homp (U, V). Tedy

Homp(U, V) ={f: U — V| f je linedrni zobrazeni nad polem P}.

Tvrzeni 11.5.2. Budte U,V vektorové prostory nad polem P. Pak mnozina Homp(U, V)
s operacemi scitani zobrazeni a ndsobeni zobrazeni skaldrem je vektorovy prostor nad
polem P.

Diikaz. Cviceni. ]

Tvrzeni 11.5.3. Budte U,V wvektorové prostory nad polem P, c € P, f,g: U — V
linedrni zobrazeni a A, B jejich matice vzhledem ke zvolenym bdzim. Pak

(1) A+ B je matice linedrniho zobrazeni f + g vzhledem ke stejnym bdzim,
(2) cA je matice linedrniho zobrazeni cf vzhledem ke stejnym bdzim.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 11.5.4. Budte U,V koneénérozmérné vektorové prostory nad polem P, dim U =
n a dimV = m. Pak vektorovy prostor Homp (U, V') je izomorfni s prostorem P™*"
vSech matic typu m X n nad polem P.

Diikaz. Tvrzeni dokdZzeme tak, Ze najdeme priislusny izomorfismus. Budte u béaze U,
v baze V a ¢: Homp(U,V) — P™*™ zobrazeni, které kazdému linedrnimu zobrazeni
f: U — V prifadi jeho matici vzhledem k bazim u a v.

Potom ¢ je bijekce, protoze kazda matice typu m X n je matici pravé jednoho li-
nearniho zobrazeni U — V vzhledem k uvedenym bazim (ovéite podrobné). Navic,
podle predchoziho tvrzeni ¢ je linedrni, protoZe matice zobrazeni f + g je soucet matic
jednotlivych zobrazeni f a g a matice zobrazeni cf je c-nasobek matice zobrazeni f. [

Definice 11.5.2. Linearni zobrazeni V. — V je linedrni transformace vektorového
prostoru V nebo také linedrni operator na vektorovém prostoru V.

Na mnoziné Homp(V, V) mizeme navic uvazovat bindrni operaci o skladani line-
arnich transformaci s neutralnim prvkem idy (mnozina s asociativni bindrni operaci
s neutralnim prvkem je monoid).

Tvrzeni 11.5.5. Bud V wvektorovy prostor nad polem P. Pak pro libovolnd f,g,h €
Homp(V, V) a c € P plati

folg+h)=fog+foh,
(f+g)oh=foh+goh,
foleg)=(cf)og=c(foy).
Dikaz. Cviceni. |
Algebraicka struktura, kterd je soucasné monoid i vektorovy prostor nad polem P
a plati pro ni identity uvedené v predchozim tvrzeni, je asociativni P-algebra. Tudiz,
Homp(V, V) je asociativni P-algebra.
Jiny priklad asociativni P-algebry je mmnozina P™*"(= gl(n, P)) vSech ¢tvercovych
matic typu n X n nad polem P vzhledem k binarnim operacim nasobeni a s¢itani matic
a k operaci nasobeni skaldrem (ovéite).
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Podle predchozich tvrzeni v koneénérozmérném piipadé P-algebra Homp(V,V) je
izomorfni P-algebte gl(n, P).

Pro libovolné celé nezaporné &islo k zavedme lineérni transformaci f*: V — V pied-
pisem

fk(”):f(f(f(’u))) pro libovolné v € V| tj. fk:fO...of_
k k

Tedy, f* =idv, f'=f, f?=fofa f"* =fofm

Definice 11.5.3. Bud p = ap2™ + -+ - + a1x + a9 € P|z] polynom. Bud f: V — V
linearni transformace vektorového prostoru V nad polem P a A ¢tvercova matice nad
polem P. Polozme

p(f) = amf™ + -+ a1f + apidy,
p(A) = an A" + -+ a1 A+ aE,
kde E je jednotkova matice stejného rozméru jako matice A.

Linearni transformace p( f), resp. matice p(A) vznikla dosazenim linedrni transformace
f, resp. matice A do polynomu p.

Hodnota transformace p(f) ve vektoru v € V' se zapisuje p(f)(v).

Priklad. Necht p = 22 — 2z + 2. Pak pro libovolnou linearni transformaci f: V — V
méame p(f) = f2 — 2f + 2id a pro libovolny vektor v € V mame p(f)(v) = f(f(v)) —
2f(v) + 2v. O

Tvrzeni 11.5.6. Bud p polynom a bud A matice linedrni transformace [ vzhledem
k néjaké bazi. Pak p(A) je matice linedrni transformace p(f) vzhledem k tézZe bazi.

Dikaz. Cviceni. O

Tvrzeni 11.5.7. Budte p,q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f a libo-
volnou ctvercovou matici A plati

(p+q)(f) = p(f) +a(f), (pq)(f) = p(f) o q(f),
(r+q)(A) =p(A) +q(A), (rq)(A) = p(A)q(A).
Diikaz. Cvideni. ]

Dusledek. Budte p, q polynomy. Pro libovolnou linedrni transformaci f a pro libovolnou
ctvercovou matici A plati

p(f) e a(f) = a(f) o p(f), p(A)q(4) = ¢(A)p(A)
(fikdme, Ze p(f) a q(f) komutuji a p(A) a q(A) komutugi).



