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2. ptednéska, 25. 2. 2025

10.2. Prunik a soucet podprostora

Tvrzeni 10.2.1. Budte Uy, Uy podprostory V. Pak Uy N Us je podprostor V.

Diikaz. Ukézeme, ze mnozina Uy N Uz spliiuje podminky (i)—(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podminka (i): 0 € Uy NUs, protoze 0 € Uy a 0 € Us. Podminka (ii): Necht
ui,ug € Uy N Us. Pak uy,us € Uy, takie u; + ug € Uy, a zaroven ui,us € Us, takze
u1 + ug € Us. Tudiz, us + ug € Uy N Us. Podminka (iii): Cviceni. O

Cviceni. Prinik libovolného systému podprostora je podprostor. O

Definice 10.2.1. Budte Uy, ..., U, podprostory V. Ozna¢me
U1+---+Un:{u1+~-+un] Uy €U1,...,un€Un}.
Mnozina Uy + - - - + U, je soucet podprostoru Uy, ..., U,.

Prvky mnoziny Uy + - - - + U, jsou vSechny vektory v € V, pro néz existuje vyjadieni
v=ui+- -+ uy, kde u; € Uy, ..., u, € Upy.

Tvrzeni 10.2.2. Budte Uy, ...,U, podprostory V. Pak Uy + - - - + U, je podprostor V.

Diikaz. Ukdzeme, Ze mnozina U + --- 4+ U, spliiuje podminky (i)—(iii) z definice vek-
torového podprostoru. Podminka (i): 0 =04+ ---4+0 € Uy + --- + Uy, kde 0 € U; pro
kazdé i € {1,...,n}. Podminka (ii): Necht u,v € Uy +---+ U,. Pak u = uys + -+ - + u,
av=uv1+-- -+, kde u;,v; € U; prokazdéi € {1,...,n}, nacez u+v =uy+---+u,+
vi+-to, = (up o)+ + (up+oy) €U+ -+ - + Up. Podminka (iii): Cviceni. O

Cvicéeni. Dokazte, Ze (1) Ui, Uy C Uy + Us.

(2) Je-li U podprostor ve V takovy, ze Uy C U a Uy C U, pak Uy + Uz C U.

Néavod: (1) Je-li uy € Uy libovolny prvek, pak u; = u; +0 € Uy + Us.

(2) Bud uy + ug obecny vektor z Uy + Uy, uy € Uy, ug € Us. Protoze Uy, Us C U,
mame uq,us € U, nacez u; + ug € U. O

Mnozina S(V') vSech podprostort vektorového prostoru V' je uspofddana inkluzi C.
Z dokazanych tvrzeni o prunicich a souctech podprostori plyne, Zze mnozina S(V) je
svazové usporadana, priemz infimem je pruinik a supremem je soucet podprostoru.
Tudiz, (S(V),N,+) je svaz.

Tvrzeni 10.2.3. Budte Uy, Us koneénérozmeérné podprostory jednoho vektorového pro-
storu. Pak
dim U; + dim Uy = dim(U; + Us) + dim(U; N Uy).

Dikaz. Ozna¢me dimU; = ng, dimUs = ng a dim(U; N Usz) = m. Bud {ui,...,un}
baze v Uy N Us. To je linedrné nezavisla mnozina vektord v Uy i v Uz a miizeme ji tedy

v obou prostorech doplnit do baze vektory ui,...,up _,, resp. ui,... u2 _,.. UkaZzme,
. 1 1 2 2 ‘o ha
7€ {ULy .oy Uy UL,y ooy Uy s UL, ooy U b je baze v U + Us.
Nejdfive ukdzeme, ze mnozina {u U, U ul u? u? .} je linedrné
J 9 1y -5 Um, 1y Yng—m> %1y Yng—m J

nezavisla. Necht

1 11 —m_ 1 1.2 —m,_ 2
cup + - Mup +cqup o My, Fquy ey Mg, =0
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pro néjaké skalary ct,... . c¢" cl,... e 7" el, ..., ch? T € P. Pak
1 m 1,1 ni—m,_ 1 _ 1.2 na—m, 2

cuy+ -+ Uy +cqur + -+ 0 Upy—m = —CU] — *+* — Cy Uy —my
kde na levé strané je prvek z U; a na pravé prvek z Us, ale protoze jsou si rovny, lezi
v U1 N Us, a lze je jednoznacné vyjadrit jako linedrni kombinace vektord wui, ..., Up,.
Vyjadieme tak vektor na pravé strané: existuji skalary x!,... 2™ € P takové, Ze

slug o 2y = —cud — - — cSrmqurm.

s . . v 2 2 . ’ v

Z nezavislosti mnoziny {u1, ..., um,uf,...,us, .} (je to baze v Uz) plyne, Ze

.',Ul:"‘:xm:C%:"':ng_m:O-
Odtud

1 m 1.1 ni—m,_ 1 =0

cuy+ -+ U Fcuy + o+ Upy—m = 0,

J . v 1 1 . / v
a z nezavislosti mnoziny {u1, ..., Um,uy, ..., U, _,} (je to baze v Uy) plyne, ze

C]':...:cmzc%:...:c?l_m:()
Vsechny koeficienty ct, ..., c™ cl ... 7™ cd, ... e5?™™ jsou tedy nulové, takZe mno-
zina {u1, ..., Up,ui,. .. ,u}Ll_m, ul, ... ,U%Q_m} je lineadrné nezévisla.

fno s 1 1 2 2 Y
Snadno se dokaze, Ze vektory w1, ..., Um, Up, .-\ Uy, s UT, -« - Un,—, gemeruji Uy +

Us (cviceni).
Méme tedy béazi v Uy + Uz 0 m+ (n; —m) + (ne —m) = nq + ng —m vektorech, takze
dim(U1 + Ug) =n1+ny—m=dimU; +dim Uy — dim(U1 N Ug). O

Piiklad. V prostoru E3 bud U C E? néjaké rovina prochazejici pocatkem a L C E3
libovolnd pfimka prochézejici pocatkem a nelezici v U. Pak U je podprostor a podobné
L je podprostor, pfi¢emz evidentné U N L = {0}. Proto dim(U + L) = dim U + dim L —
dim(UNL) =2+1-0=3 = dimE>. Tudiz, £ = U + L a kazdy vektor v € E3 je
souctem v = u+ 1, kde u € U al € L. Jak najdeme vektory u,!, je-li dan vektor v? [J

Cviceni. Budte Uy, Us podprostory ve vektorovém prostoru V, necht dim Uy +dim Uy >
dim V. Ukazte, zZe existuje nenulovy vektor v € Uy N Us. O

Cviceni. Ukazte, Ze [ui,...,uy] + [v1,.. . 0m] = [ut, ..., Un,v1,. .., 0m]. O

10.3. Primy soucet podprostoru

Definice 10.3.1. Bud V vektorovy prostor nad polem P, budte Ux,..., U, podpro-
story V. Soucet Uy + - -- 4+ U, je primy, jestlize kazdy vektor v € Uy + --- + U, lze
zapsat pravé jednim zpiusobem jako soucet v = uy+- - -+up, kdeuy € Uy, ..., u, € U,.
P¥imy soucet zapisujeme s teckami: Uy+ - - - +U,.

Priklad. Necht U; = {(z,0,0)| z € P}, Uy = {(0,y,0)| y € P}, Us = {(0,0,2)| z € P}.
Pak P3 = U;+Us+Us, protoze libovolny vektor u = (x,y, z) € P? m4 jediné vyjadieni
ve tvaru souétu u = uj + uz + ug, kde u; € Uy,us € Us,ug € Us, a sice (x,y, 2)
(,0,0) + (0,y,0) + (0,0, 2).

o

Tvrzeni 10.3.1. Budte Uy, Us podprostory V. Pak ndsledujici podminky jsou ekviva-
lentni:

(i) V = Uy +Us;
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(ZZ) V=U+U;, U NU; =0.

Diikaz. (i) = (ii): Je-li V = U;+Us, pak kazdy vektor v € V lze vyjadiit jako soudet
v =uy + ug, kde u; € Uy a ug € Us, Cili V = Uy + Us. UkaZme, ze Uy NUs = 0. Bud
v € Uy NUy. Pak mame dva rozklady vektoru v na séitance z Uy a Us, asicev=0+v
a v = v + 0. Totoznost obou rozklad znamena, ze v = 0.

(ii) = (i): Je-i V. = U; + Us, pak kazdy vektor v € V lze vyjadfit jako soucet
v = u1 + ug, kde u; € Uy a ug € Us. Dokdzeme jesté jednoznacnost vektord wup,us:
Pokud je u}, u} libovolnéd dvojice vektort takova, ze v = u} + uf, pak

0=v—v=_(u; —u))+ (ug — uh),

a tedy u; — u) = —(ug — uj). Vektor u; — v} € Uj je roven vektoru —(ug — ub) € Us,
proto lezi v priniku U; NUs, coz je nulovy prostor. Tudiz, u; —u) = 0aug—uyb=0. O

Piiklad. (1) V = V40 pro libovolny vektorovy prostor V.
(2) Prostor E? je pifmym souctem U+L, je-li U C E3 libovolna rovina prochézejici
pocatkem a L C E3 libovolna piimka prochazejici po¢atkem a nelezici v U. O

V ptipadé konecnérozmérnych podprostortt méme jednoduché kritérium.

Tvrzeni 10.3.2. Budte Uy, Us podprostory konecnérozmérného vektorového prostoru V-
takove, Ze V.= Uy + Uy. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) V = Uy +Us;

(#7) dimV = dim U; + dim Us.

Dikaz. (1) = (ii): dimV =dimU; + dim Uy — dim(U1 N Ug) = dim U7 + dim Us.
(ii) = (i): Necht dim V' = dim U; + dim Us. Potom dim(U; NUs) = dim Uy + dim Us —
dim(U1 + Ug) =dimU; +dim Uy —dimV =0, ¢ili Uy N Uy = 0. O

Cviceni. Budte V = U;+Us, (e%,...,e}nl) béaze podprostoru Uy, (e%,...,e?m) baze

podprostoru Us. Pak (ef,..., el ,e2,... €2,) je baze prostoru V. Dokazte. O

? Y may?

Cvi€eni. Bud m < n, bud (e1,...,em,€m+1,-..,en) baze vektorového prostoru V. Pak
V =le1,. - em]+[em+t1,- -, en]. Dokazte. O

Vznika otazka, jak jednoduse rozeznat primy soucet n podprostorii pti n > 2. Mohlo
by se zdat, ze prostor V je pfimym souctem podprostoria Uy,...,U,, jestlize je jejich
souCtem a podprostory Up,...,U, maji po dvou nulovy pranik. Nasledujici priklad
ukazuje, ze to tak neni:

Priklad. Prostor £ neni piimym sou¢tem L;+Lo+U, je-li U rovina prochazejici po-
¢atkem a jsou-li Ly, Ly C E® rtizné piimky prochazejici po¢atkem, nelezici v roviné
U.

Skutecné, soucet L+ Lo je sice pfimy, ale ma nenulovy prinik s rovinou U. Libovolny
nenulovy vektor u = Iy + lg lezici v priniku (L; 4+ L) N U pak ma dvoji vyjadieni: jako
soucet 1 + I + 0 a jako soucet 0 + 0 + wu. O

Tvrzeni 10.3.3. Budte Uy,...,U, CV podprostory takové, e V =Uy +-- -+ U,. Pak
ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:

(i) V =U1+Us+ - +Up;

(’Z;’I;) UiNUy =0, (Ul—‘rUQ)ﬂUg:O, e (Ul—l—---—i-Un_l)ﬁUn:O.

Je-li navic prostor V- konecnérozmérny, pak je s nimi ekvivalentni ¢ podminka
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(i#i) dimV = dim Uy + - - - + dim U,,.

Diikaz. Cvideni. ]

Jsou-li Uy, ..., U, podprostory néjakého vektorového prostoru V, pak mohou existovat
dva rtizné pfimé soucty, Ui+ - - - +U,, a U1 ®- - -®U,. Prvni z nich je podprostor V, kdezto
druhy neni. Nicméné, tyto primé soucty jsou izomorfni, coZ plyne z tvrzeni uvedeného
pozdéji v kapitole o linearnich zobrazenich.

P#iklad. Budte V =R3, U; = {(,0,0)|z € R} a Uy = {(0,,0)| y € R}. Potom
Uy +Us = {(z,y,0)| z,y € R} je podprostor R?,
{(1,0,0),(0,1,0)} je baze U;+U> a
dim(U;+03) = 2.

Uy @ Us = {((2,0,0), (0,4,0))| z,y € R} neni podprostor R?,
{((1,0,0),(0,0,0)), ((0,0,0),(0,1,0))} je baze U; & Uz a
d1rn(U1 D UQ) = 2. O

10.4. Popis podprostori P" homogennimi soustavami

Kazdy podprostor prostoru P™ je mnozina vSech reseni homogenni soustavy linearnich
rovnic.

Tvrzeni 10.4.1. KaZdy podprostor U C P™ je mnoZina vSech Teseni homogenni sou-
stavy Ax = 0, kde A je vhodnd matice typu m X n, pricemz m =n —dimU.

Diikaz. Podprostor U je koneénérozmérny, necht U = [uvy, ..., vg]. Je tfeba najit matici
A takovou, ze U je mnozina vSech feseni soustavy Ax = 0. Matice A tedy musi mit n
sloupkil a ma platit

Av; =0 prokazdéi=1,...,k,
coz je totéz jako
AV =0,

kde V' je matice s k sloupky vy, ..., v;. Transponujeme-li na obou stranach, obdrzime
ekvivalentni rovnici

vTAT =o.

Radky hledané matice A tedy miizeme ziskat jako néjaky fundamentalni systém Feseni
homogenni soustavy

VTa=0, kdea je n-tice (sloupek) neznamych.

OznaCme =4, resp. Zy7 prostor vSech Feseni homogenni soustavy Ax = 0, resp.
VTa = 0. Mame v; € Z4, odkud [vy,...,v;] C E4. Pfitom plati dimZ4 = n —rank A =
n—dimZEyr =n— (n—rank V') = rank V' = dim[oy, ..., v]. Tudiz, E4 = U. O

P#iklad. Bud U = [(1,0,2)] C R3. Najdeme soustavu rovnic, jejiz mnozina viech feseni
je prave U.
Podle diikazu pfedchoziho tvrzeni je tieba vyfesit soustavu V'a = 0, tedy rovnici

l-a'+0-a2+2-a®=0.
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2 a® jsou parametry. Obecné feseni tedy je

Neznama a' je hlavni, neznamé a
at :—2-252, a2:t1, a® = t?
a vhodnymi volbami parametri dostaneme fundamentalni systém feseni

(0,1,0), (—2,0,1).

Tudiz, matice hledané homogenni soustavy je

010
A_<—201>‘ -

Neni obtizné najit soucet podprostori zadanych generatory, resp. prinik podprostort
zadanych homogennimi soustavami rovnic:

Cviceni. [ui,...,v] + [wit1, ... un] = [ur, ..., vi, wig1,. .., un]. O

Cvi€eni. {z| Az =0} N{z| A"z =0} = {z| Az = 0}, kde

A/
- (4). ;

Protoze zadani podprostoru generatory umime prevadét na zadani homogenni sou-
stavou rovnic a naopak, umime najit i soucet podprostori zadanych homogennimi sou-
stavami rovnic, resp. prunik podprostori zadanych generatory.
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11. LINEARNI ZOBRAZENI

11.1. Definice, priklady

Definice 11.1.1. Budte U, V vektorové prostory nad polem P. Zobrazeni f: U — V
je linedrni, presnéji linedrni nad polem P, nebo homomorfismus vektorovich prostori,
jestlize pro kazdé vektory u,ui,us € U a kazdy skalar p € P plati
(i) f(ur +u2) = f(ur) + f(u2) (aditivita)
(i) f(pu) =pf(u). (homogenita)

Priklad. (1) Identické zobrazeniid: U — U, id(a) = a, je linearni.
(2)

(3) Naésobeni skalarem ¢ € P: Zobrazeni f.: U — U, f.(a) = ca, je linearni. Nazyva
se homotetie. VSimnéte si, ze predchozi dva piiklady jsou specidlni pfipady pro ¢ = 1,
resp. ¢ = 0.

Nulové zobrazeni 0: U — U, 0(a) = 0, je linearni.

(4) Zobrazeni f: R — R je linedrni nad R pravé tehdy, kdyz existuje skalar ¢ € R
takovy, ze f(a) = ca. Dokazte. Navod: Polozte ¢ = f(1).

(5) Zobrazeni f: R® — R2, (z,y,2) — (3x + 2y + 2,z — ¥), je linedrni. Ovéite.

(6) Zobrazeni f: R? — R*, (z,y) — (z +y,z,z — y,%), je linedrni. Ovéite.

(7) Bud A matice typu m x n nad polem P. Necht f4: P"™ — P™ je zobrazeni takové,
7e fa(z) = Ax (presnéji tedy fa: P! — P™*1) Cili, obraz n-tice z = (x!,...,2") je

linearni kombinace sloupki matice A s koeficienty z!,. .., 2",

fa(x) =2 A + 22 A5 + - + 2" AC.
Potom f4 je linearni zobrazeni.
(8) Zobrazeni C — C, z — z*, kde z* je ¢islo komplexné sdruzené k ¢islu z € C, je
lineadrni zobrazeni vektorovych prostorii nad R. Toto zobrazeni neni linedrni zobrazeni
nad C. Ovérte.
(9) Zobrazenire: C — R, z > rez = 1 (2+2*) (redlnd ¢ast &sla ) je linedrni zobrazent
vektorovych prostort nad R.
(10) Je-li U C V podprostor, pak vlozeni (yy: U — V', 1y(u) = u, je linedrni zobrazeni.
(11) Otéceni. Pti otaceni Eukleidovské roviny kolem pevného bodu o tihel « se vSechny
vektory otaceji o tyz tihel v, nezavisle na jejich umisténi. Vznika zobrazeni ¢, : E? — E2.
Otéceni prevadi soucet vektori na soucet vektorti a podobné c-nasobek vektoru na c-
nasobek vektoru. Napiiklad aditivita se velmi ndzorné ovéii poukazem na to, Ze otacenim
kolem vrcholu se rovnobéznik pfevadi v rovnobéznik a délka jeho stran a tthlopiicek se
pritom neméni.
Podobné otaceni kolem pevné osy v trojrozmérném Eukleidovském prostoru predsta-
vuje linearni zobrazeni vektortt E3 — E3.
(12) Rotace E3 — E3.
(13) Rovnobézné promitani. Promitani Eukleidovského prostoru E3 do 2-rozmérného
podprostoru (primétny) R ve zvoleném sméru L je zobrazeni E® — R. Smérem se
rozumi libovolny 1-rozmérny podprostor L takovy, ze E3 = L+R. Primét do roviny R
je s¢itanec xR v (jednoznacném) vyjadieni x = xy + g, kde 7, € L a xp € R.
Promitani p: E® — R je linearni zobrazeni. Aditivita se projevuje v tom, Ze priimétem
rovnobéZnika je rovnobéznik.
(14) Projekce na piimku L prochazejici po¢atkem E? — L.
(15) Osova soumérnost podle piimky prochazejici poc¢atkem, E? — E? i E3 — E3.
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(16) Zobrazeni U — PY™U piifazujici vektorim jejich soufadnice vzhledem ke zvolené
bézi, viz Tvrzeni 9.4.4.

(17) Zobrazeni P™*" — P, A~ tr A, piifazujici matici A typu n x n nad polem P jeji
stopu tr A = >, A? (soucet prvki na diagonale).

(18) Zobrazeni P[z] — P[x], kde P[x] je prostor polynomu, pfifazujici polynomu jeho
derivaci. Derivace muze byt naptiklad i zobrazeni P,[x] — P,_1[x], nebo zobrazeni
z prostoru diferencovatelnych funkci do prostoru vSech funkci.

(19) Zobrazeni z prostoru vSech integrovatelnych funkci na uzavieném intervalu do R
prifazujici funkci jeji urcity integral. O
Cviceni. Ukazte, Ze linearni zobrazeni U — V je homomorfismus abelovskych grup
(U7 +>07 _) - (‘/’ =+, 07 _)' Spe(jélné? f(O) = 07 f(_a) = —f((l). 0
Cviceni. Bud f: U — V linedrni zobrazeni. Matematickou indukci ukazte, Ze pro
libovolné n € N, uy,...,u, € U a skalary p', ..., p" plati

F@lur + - pPun) = ptf(wn) + -+ P f (),

tedy obraz line4drni kombinace je linearni kombinace obrazi. O



