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10. prednéaska, 22. 4. 2025

14.10. Vlastnosti ortogonalniho doplnku

Tvrzeni 14.10.1. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem a U jeho koneénérozmeérny
podprostor. Pak

(1) U+ =1,

(2) V=U+U",

(3) je-li V' konecnérozmerny, potom dimU+ = dimV — dim U.
Diikaz. (1) Kazdy vektor z U je kolmy na U™, takze U C UL, Bud v € UL+, Tedy
v je kolmy na kazdy vektor z U=, specialné i vL (v — vy). Podprostor U je kone¢néroz-
mérny, takze existuje vy. Podle definice ortogonélni projekce také vy L(v — vyr). Z toho
dostaneme

v —vpl]? = (v —vy,v —vy) = (v,v —vy) — (vu,v —vy) =0—0=0,

proto v = vy. Jelikoz vy € U, mame ULt CU acelkové UL = U.

(2) Opét, podprostor U je kone¢nérozmeérny, takze ke kazdému vektoru v € V existuje
jeho ortogonalni projekce do U. Plati vy € U, (v — vy) LU, &li v —vy € UL, av =
vy + (v—vy). Takze V = U+ U, Jelikoz U a U™ jsou vzajemné kolmé, v jejich primiku
je jen nulovy vektor. Z toho vyplyva, ze V = U+U" .

(3) Z ptedchoziho bodu a Tvrzeni 10.3.2 dostaneme dimV = dimU + dimU+. O

Tvrzeni 14.10.2. Necht V je prostor se skaldrnim soucinem, Uy, Uy jeho koneénéroz-
meérné podprostory. Potom

(U1 + Ut = U NUS C UL + U = (U N L)t

Dikaz.
UL,Upy CUL+U; = (U +Up)t CUHUS = (U +Ux)t CcUinUs
UyNU, CULU;, = UL Us CUND)T = Ub4Us CUNUy)*

V pravé dokézanych vztazich misto Uy, Us pouzijeme Ui, U2L a dostaneme

(Ut +UH CcUnUHt =N U, = (UiNUy)*t C UL + U

Uy + Uy =Uit + U C (U nUsh)t = UL NU C (U + Uyt
Nakonec, ziejmé

Ul NUs C U + Uy O
Cviéeni. Najdéte V, Uy, Uy takové, ze (Uy NU)* € Ui NUS-. O

14.11. Shodnosti—ortogonalni a unitarni transformace a matice

14.11.1. Shodnosti—ortogonalni a unitarni transformace

Shodnost je linearni transformace, ktera zachovava skalarni soucin.

Definice 14.11.1. Bud V prostor se skaldrnim sou¢inem. Linedrni transformace
f:V — Vje shodnost, jestlize pro kazdé u,v € V

(f(u), f(v)) = (u,v).
V eukleidovském pripadé se shodnost nazyva také ortogondini transformace, v hermi-
teovském pripadé se shodnost nazyva také unitdrni transformace.




Skalérni souéin 167

Tvrzeni 14.11.1. Bud f linedrni transformace vektorového prostoru V' se skaldrnim
soucinem. Ndsledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:

(1) f je shodnost;

(2) f zachovdvd délky vektori, tj. || f(v)| = ||v|| pro kazdé v € V;

(8) f zobrazuje jednotkové vektory na jednotkové vektory;

(4) f zachovdvd ortonormalitu, tj. f(U) je ortonormdini mnoZina pro kaZdou orto-
normdlni mnozinu U .

Diikaz. (1) = (2) Je-li f shodnost, pro kazdé v € V
IF )l = V(£ (), f(0)) = V/(v,0) = [lv]}

(2) = (1) Pfedpokladejme, ze f zachovava délky vektortu. Potom

re(f(u), f(v)) = (Lemma 14.1.2)
= L(If () + F)IP = If @) = [ f@)]}) = (linearita f)
= 3(If(w+ )2 =l F @ = f()I) = (f zachovavé délky)
= 3+l = Jull? - [lo]?) = (Lemma 14.1.2)
= re(u,v)

im(f(u), f(v)) = (Lemma 14.1.2)
= %(Hf(u) +if@)I* = IfF@)]? = [ f()]?) = (linearita f)
= 3(1F (@ + i) = [f (@) = If ()*) = (f zachovava délky)
= 3([lu+iwl* = [Jul® — |lo[*) = (Lemma 14.1.2)
= im(u,v)

Tedy,

(f(u), f(v)) = (u,v).

(2) = (3) Ztejmé.
(3) = (2) Necht f zobrazuje jednotkové vektory na jednotkové vektory. Jelikoz f(0) =
0, [[£(0)|| = 1|0]|. Bud v € V, v # 0. Potom ||v|| # 0 a

Lr@i = |7 ()] = (f je linearni)
= H\Iva (H%\) H = (Lemma 14.1.1)
L S (= EEEY S

= [Jv]l-

(4) Necht f je shodnost. Bud U ortonormalni mnozina. Potom pro f(u), f(v) €
u) # f(v), plati
(

f(u), f(0)) = (w,0) =0 a [|f(u)]] = [Jull = 1.

Cili, f(U) je ortonormalni mnozina.
(4) = (3) Zfejmé. O

Tvrzeni 14.11.2. Bud V' wvektorovy prostor se skaldrnim soucinem, (e1,...,ey) jeho
ortonormdlni bdze a f jeho linedrni transformace. Pak f je shodnost prdvé tehdy, kdyzZ
(f(e1),..., f(en)) je ortonormalni baze V.

(1) =
F), I(
(
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Diikaz. Implikace “=" je snadné cviceni. '
Necht (f(e1),..., f(en)) je ortonormalni baze. Budte u,v € V, u = > a'e;, v =

Sylenx=(z',...,a") ay=(y',...,y"). Potom f(u) = Y a'f(e:), f(v) = Xy f(ei)
a podle Tvrzeni 14.5.2

(u,0) = 27 = (f(u), f(v)). O

Tvrzeni 14.11.3. KazZdd shodnost konecnérozmeérného vektorového prostoru se skaldr-
nim soucinem je izomorfismus.

Diikaz. Shodnost je linedrni zobrazeni. Je tedy potfeba dokézat jiz jen bijektivnost. Bud
u € Ker f, tedy f(u) = 0. Potom ||ul| = ||f(u)|| =0 a u = 0. Takze, Ker f = {0} a f je
injektivni.

Dale dimIm f = dim V — dim Ker f = dim V, proto Im f =V a f je surjektivni. [J
Tvrzeni 14.11.4. SloZeni shodnosti je shodnost.

Diikaz. Cvideni. O

14.11.2. Ortogonalni a unitarni matice

Definice 14.11.2. Ctvercovd matice A nad R (resp. C) typu n x n je ortogondlni
(resp. unitdrni), jestlize (Au, Av) = (u,v) pro kazdé u,v € R™ (resp. C"), kde (, ) je
standardni skalarni souc¢in na R" (resp. C").

Pripomenme znaceni: Pro matici A = (A;) oznacujeme A = (Z;)
Tvrzeni 14.11.5. Bud A ¢tvercova matice nad R (resp. C) typu n x n. Ndsledujici
torzeni jsou ekvivalentni:
(1) A je ortogondlni (resp. unitdrni);

(2) mnozina sloupki matice A je ortonormdini v R™ (resp. C") se standardnim
skaldrnim soucinem;

(3) ATA=FE (resp. A4 = E);
(4) AAT = E (resp. AAT = E);
(5) mnoZina Tadki matice A je ortonormalni v R™ (resp. C") se standardnim ska-
larnim soucinem;
(6) AT je ortogondlni (resp. unitdrni).
Dikaz. Jen pro redlny pripad.
(1) = (2) Bud (e, ..., ey) kanonicka baze R™. Potom Ae; = A je i-ty sloupek matice
A a plati
(A7, 49) = (Aei, Ae) = (ei,e5) = 8,
takze mnozina sloupkd matice A je ortonormalni.
(2) & (3)
(ATAY; =Y (AT) A =) ATA} = (47, 45).
k=1 k=1
(3) = (1) Jestlize ATA = E, potom pro kazdé u,v € R"
(Au, Av) = (Au)T(Av) = uT ATAv = w"Ev = u"v = (u,v).

(3) & (4) Jestlize ATA = E, potom AT = A=l a AAT = AA~! = E. Obdobné druh4
implikace.



Skalérni souéin 169

(AAT); = zn:A?;(AT)k -y ALA]L = (AL, AD).
k=1 k=1
(4) = (6) Jestlize AAT = E, potom pro kazdé u,v € R"
(ATu, ATw) = (ATu)T(ATv) = uTAATw = w"Bv = uTv = (u,v).
(6) = (5) Bud (eq,...,e,) kanonické baze R". Potom ATe; = (AT)? = Al je i-ty

fadek matice A a plati

(AL AL) = (ATe;, ATej) = (e, ¢5) = 67,

<

takZze mnozina radkd matice A je ortonormaélni. U

Diisledek. Je-li A ortogondini (resp. unitdrni) matice, pak je requldrni a A~ = AT
(resp. A7l = ET).

Diikaz. Je-li A ortogonalni (resp. unitarni) matice, pak podle Tvrzeni 14.11.5 ATA = F
(resp. A'A= E), takze AT = A™! (resp. A= A7, O

Tvrzeni 14.11.6. Je-li A ortogondlni (resp. unitarni) matice, pak det A = +1 (resp.
|det A| =1).

Diikaz.

l=detE = det(ZTA) — det A" det A = det Adet A = | det A
Je-li det A € R, potom det A = £1. O
Cviceni. Dokazte, Ze det A" = det A. a

Tvrzeni 14.11.7. Soucin ortogondlnich (resp. unitdrnich) matic je ortogondlni (resp.
unitdrni) matice.

Diikaz. Budte A, B ortogonalni (resp. unitarni) matice, ¢ili ATA = E a BTB = E (resp.
A'A=EaB B=E). Potom

(AB)TAB=B"ATAB=B"B=E (resp. AB AB=B A'AB=B'B = E).0

14.11.3. Ortogonalni transformace a ortogonalni matice

Tvrzeni 14.11.8. Bud f: V — V linedrni transformace eukleidovského vektorového
prostoru V', bud A jeji matice vzhledem k ortonormdalni bazi (e, ..., ey,). Pak f je shod-
nost pravé tehdy, kdyz je matice A ortogondlnd.

Diikaz. Sloupce Aj matice A jsou soutadnice vektort f(e;) vzhledem k bazi (e1, . . ., en),
cili

fle) = ZAfek.
k
(é1,...,eyn) je ortonormalni, takze (e;,e;) = &7

-
f je shodnost pravé tehdy, kdyz (f(e1),. .., f(en)) je ortonormélni béze, a to je pravé
tehdy, kdyz

07 = (f(ei), f(e5));
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ale

(Flei), Fe) = (Y Afer, Y Ajer) =

k l

= Z Z AfAé(ek, 6[) =
kool

DN
kool

- Z Af Ak =
k

= (AT)pAf =
k

= (ATA),

¢ili ATA je jednotkova matice. O

14.11.4. Matice pfechodu mezi ortonormalnimi bazemi

Tvrzeni 14.11.9. Matice prechodu od ortonormdini bdaze k ortonormdlni bdzi prostoru
se skaldrnim soucinem je ortogondlni (resp. unitdrni).

Dikaz. Bud V prostor se skaldrnim sou¢inem, e = (eq,...,e,) a f = (f1,..., fn) jeho
ortonormalni baze, () matice prechodu od baze e k bazi f. Podle Tvrzeni 14.5.1

ei =Y (ei fi)fr, @li QF = (e, fr)-

Potom

3

n

= (ej, (eir fu) fir) =

@Q'Q) =Y (@it

H

ol

i M:
H
—~
D
=
N—
—
()
<
=
N—

k=1 k=1 k=1
n
= (e5, ) (e fu) fr) = (e5,€i) = 05,
k=1
takze
Q'Q=FE amatice Q je ortogonalni (resp. unitarni). O

Dusledek. Bud Q matice prechodu od ortonormdlni bdze k ortonormdini bdzi euklei-
dovského prostoru. Potom

det O 1, jestlize uvedené bdze maji stejnou orientaci,
| —1, Jjestlize uvedené bdze nemaji stejnou orientaci.

Diikaz. Tvrzeni vyplyva z Tvrzeni 14.11.9 a 14.11.6. O



