
Vektorové podprostory 113

1. p¯ednáπka, 18. 2. 2025

10. Vektorové podprostory

10.1. Definice, p¯íklady, základní vlastnosti

Definice 10.1.1. BuÔte V vektorov˝ prostor nad polem P a U ✓ V. U je vektorov˝
podprostor prostoru V, jestliæe
(i) 0 2 U ;
(ii) u1 + u2 2 U pro kaædé u1, u2 2 U (uzav¯enost na sËítání);
(iii) pu 2 U pro kaædé u 2 U a kaædé p 2 P (uzav¯enost na násobení skalárem).

Podle (iii) pro kaæd˝ vektor u 2 U máme �u = (�1) · u 2 U , Ëili s kaæd˝m vektorem
leæí v U i vektor k nÏmu opaËn .̋ To spolu s (i) a (ii) znamená, æe podprostor je podgrupa
abelovské grupy (V,+, 0,�).
Axiomy vektorového prostoru jsou splnÏny na V a tím spíπe na U (cviËení). Tudíæ,

podobnÏ jako u ostatních algebraick˝ch podstruktur, podprostor je sám téæ vektorov˝m
prostorem.

P¯íklad. (1) V kaædém vektorovém prostoru je nulov˝ podprostor obsahující jen nu-
lov˝ vektor.
(2) Kaæd˝ prostor je sám sv˝m podprostorem.
(3) R je podprostorem vektorového prostoru C nad polem R (ovÏ¯te).
(4) {(a, 0)| a 2 R} je podprostor vektorového prostoru R2 nad polem R (ovÏ¯te). ⇤

Tvrzení 10.1.1. Mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy lineárních rovnic o n ne-
znám˝ch s maticí A nad polem P je podprostor prostoru Pn s dimenzí n� rankA.

D˘kaz. Tvrzení vypl˝vá z kapitoly 3.5. Kaædá homogenní soustava rovnic má nulové
¯eπení, souËet ¯eπení je ¯eπení a skalární násobek ¯eπení je ¯eπení. Mnoæina vπech ¯eπení
tedy má vlastnosti poæadované v definici vektorového podprostoru. Navíc, fundamen-
tální systém ¯eπení má n� rankA prvk˘ a tvo¯í bázi prostoru vπech ¯eπení. ⇤

Mnoho dalπích p¯íklad˘ m˘æeme získat jako lineární obaly.

Tvrzení 10.1.2. BuÔ W podmnoæina vektorového prostoru V nad polem P. Pak platí:
(1) [[W ]] je podprostor prostoru V.
(2) Je-li U podprostor V obsahující W, pak [[W ]] ✓ U .

D˘kaz. (1) Ukáæeme, æe mnoæina [[W ]] splÚuje podmínky (i)–(iii) z definice vektorového
podprostoru. Podmínka (i): Je-liW = ;, potom [[W ]] = {0}, takæe 0 2 [[W ]]. Je-liW 6= ;,
potom pro libovoln˝ vektor v 2 W je 0 = 0v 2 [[W ]]. Podmínka (ii): Jsou-li u, v 2 [[W ]],
potom u = x1u1+ · · ·+ xmum a v = y1v1+ · · ·+ ynvn pro nÏjaké xi, yj 2 P , ui, vj 2 W
a m,n 2 N. Tedy u+ v = x1u1+ · · ·+xmum+ y1v1+ · · ·+ ynvn 2 [[W ]]. Podmínka (iii):
CviËení.
(2) BuÔ w 2 [[W ]], tedy w = x1w1 + · · ·+ xnwn pro nÏjaké xi 2 P , wi 2 W a n 2 N.

Jelikoæ W ✓ U , vπechny vektory wi jsou prvky U , a jelikoæ U je vektorov˝ podprostor,
tedy uzav¯en˝ na násobení skalárem a sËítání vektor˘, w 2 U . ⇤
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Tudíæ, [[W ]] je nejmenπí podprostor prostoru V obsahující mnoæinu W .

Tvrzení 10.1.3. Libovoln˝ podprostor koneËnÏrozmÏrného vektorového prostoru je ko-
neËnÏrozmÏrn˝.

D˘kaz. BuÔ V koneËnÏrozmÏrn˝ prostor, dimV = n, buÔ U ✓ V podprostor. Zkon-
struujeme bázi postupem, kter˝ jsme pouæili p¯i doplÚování lineárnÏ nezávislé mnoæiny
vektor˘ do báze v d˘kazu druhého D˘sledku Tvrzení 9.3.3.
0-t˝ krok: Je-li U nulov˝ prostor, jsme hotovi (U je 0-rozmÏrn˝).
1-ní krok: Kdyæ U 6= {0}, pak existuje vektor u1 2 U \ {0}. Je-li U = [[u1]], pak jsme

hotovi (U je 1-rozmÏrn˝).
k-t˝ krok: Kdyæ U 6= [[u1, . . . , uk�1]], pak existuje vektor uk 2 U \ [[u1, . . . , uk�1]]. Je-li

U = [[u1, . . . , uk]], pak jsme hotovi (U je k-rozmÏrn˝).
Mnoæina {u1, . . . , uk} je lineárnÏ nezávislá, protoæe æádn˝ z jejích vektor˘ není lineární
kombinací p¯edchozích (podle konstrukce ui /2 [[u1, . . . , ui�1]]). Podle Tvrzení 9.2.5 li-
neárnÏ nezávislá mnoæina nemá více prvk˘ neæ mnoæina generátor˘, takæe pro nÏjaké
m  n dostaneme U = [[u1, . . . , um]]. ⇤

D˘sledek. Vektorov˝ prostor, kter˝ má nekoneËnÏrozmÏrn˝ podprostor, je nekoneËnÏ-
rozmÏrn˝.

P¯íklad. Prostor CrR vπech funkcí R ! R, spojit˝ch se vπemi derivacemi aæ do ¯ádu
r vËetnÏ, je nekoneËnÏrozmÏrn ,̋ protoæe obsahuje podprostor polynom˘ R[x], kter˝ je
nekoneËnÏrozmÏrn .̋ ⇤

Tvrzení 10.1.4. BuÔ V koneËnÏrozmÏrn˝ vektorov˝ prostor, buÔ U jeho podprostor.
Jestliæe dimU = dimV , pak U = V .

D˘kaz. BuÔ (u1, . . . , un) libovolná báze U . P¯edpokládejme, æe U 6= V , tedy æe existuje
vektor v 2 V \U . V prostoru V tak máme (n+1)-prvkovou lineárnÏ nezávislou mnoæinu
vektor˘ {u1, . . . , un, v} (æádn˝ z nich není lineární kombinací p¯edchozích: vektory ui
protoæe jsou bázové, vektor v proto, æe jinak by leæel v U). Tedy dimV � n+ 1 > n =
dimU . ⇤

P¯íklad. (1) Podprostory R.
(2) Podprostory R2.
(3) Podprostory R3. ⇤


