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Tento text je studijni opora k pfedmétu Algebra I pro studenty bakalarskych stu-
dijnich programu v akademickém roce 2024/2025. Mate-li k textu néjaké dotazy, pfi-
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Matice 1

PoOLE

Uvazujme mnozinu vSech redlnych cisel. Redlna ¢isla s¢itdme a nasobime, pricteme-
li k redlnému ¢islu nulu, dostaneme stejné ¢islo, vynasobime-li realné ¢islo jednickou,
dostaneme stejné ¢islo, ke kazdému realnému ¢islu existuje ¢islo opacné (soucet ¢isla
a k nému opa¢ného ¢isla je roven 0), ke kazdému nenulovému redlnému ¢islu existuje
¢islo inverzni (pfevracend hodnota, soucin ¢isla a k nému inverzniho ¢isla je roven 1).
Pro libovolna redlna cisla a, b, c navic plati

a+b=b+a, a-b=b-a (soucet a soudin jsou komutativni,
a+(b+c)=(a+b)+c¢, a-(b-¢c)=(a-b)-c asociativni
a-(b+c)=a-b+a-c a spliuji distributivni zédkon)

Kazd4 mnozina obsahujici aspon 2 prvky (obvykle oznadované 0 a 1) s uvedenymi
operacemi s uvedenymi vlastnostmi se nazyva pole. Pfikladem pole je pole komplexnich
c¢isel, které znacime C.

Kazda podmnozina mnoziny komplexnich ¢isel, ktera obsahuje 0 a 1, s kazdym ¢is-
lem obsahuje k nému opacné, s kazdym nenulovym c¢islem obsahuje k nému inverzni
a s libovolnymi dvémi ¢isly obsahuje jejich soucet i soucin, se nazyva ciselné pole.

Priklady c¢iselnych poli jsou mnozina komplexnich ¢isel C, mnozina realnych ¢isel R
a mnozina racionanich ¢isel Q. Naptiklad mnozina celych ¢isel Z a mnozina prirozenych
(kladnych celych) ¢isel N nejsou pole.

Je-li P pole a n pfirozené ¢islo, potom P" oznacuje mnozinu vSech uspoiadanych
n-tic prvki pole P.

Polim se jesté budeme vénovat pozdéji, v kapitole[6], ale uz pied tim budeme vyuzivat
nékteré vlastnosti pole, napiiklad, ze 0-x = x -0 = 0 pro kazdé x z pole, nebo Ze soudin
nenulovych prvkt pole je také rizny od nuly.

1. MATICE

1.1. Matice

Definice 1.1.1. Bud P pole, budte m, n pfirozend ¢isla. Matice typu m X n nad polem
P je tabulka o m fadcich a n sloupcich obsahujici na kazdém misté néjaky prvek pole
P (a nic jiného). Mame-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém Fadku a j-tém
sloupku oznacujeme A;- a matici zapisujeme obvykle

AL AL oA
O AP
AT AT A

nebo strucnéji A = (A;')mxn nebo jen A = (Aé)

Matici typu m x n nad polem P je mozné definovat také jako zobrazeni z kartézského
souc¢inu {1,2,...,m}x{1,2,...,n} do pole P. Takové zobrazeni tedy usporadané dvojici
(i,j) pfifazuje Az- € P a muZzeme ho zapsat pravé ve tvaru tabulky, kterd ma v i-tém
fadku a j-tém sloupku prvek A;

Hornim indexim fikame rddkové, dolnim indexim fikame sloupkové. Pro pevné zvo-
lené i

Al = (AL 4L ... A)
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je i-ty fadek matice A; je to tedy matice typu 1xn, nékdy ji zapisujeme jako uspoiadanou

n-tici (A%, AL ... AL) € P™ Nulovy fddek oznaéme 0,. Pro pevné zvolené j
1
p
A4
o __ J
A] -_ :
Am

J

je j-ty sloupek matice A; je to tedy matice typu mx 1, nékdy ji zapisujeme jako usporada-

.. 11 A2 1 2 T 1 42 T
nou m-tici (4}, A%,..., AT") € P™ nebo (A} A2 ... AT nebg (A}, Az, ..., AL
Nulovy sloupek ozna¢me 0° To, Ze matice A je tvofena fadky Ag, resp. sloupky A7,
budeme nékdy zapisovat

Al
AQ
A= | " |, resp. A= (A7 A5 ... A)).
Am
Definice 1.1.2. Matice A = (A;) a B = (B;) se vzajemné rovnaji, jestlize jsou

stejného typu a na stejnych mistech maji stejné prvky, tedy jsou-li typu m X n a pro
kazdé i € {1,2,...,m} a kazdé j € {1,2,...,n} plati A; = Bj.

Definice 1.1.3. Matice A = (A)mxn je

e ctvercovd, jestlize m = n,
e diagondalni, jestlize je Ctvercova a A;- = 0 pro i # j (prvky A jsou také

diagondlni a tvoti (hlavni) diagondlu),
e jednotkoud, jestlize je diagonalni a Af = 1 pro kazdé i (oznac¢ujeme ji E, nebo
jen E),
nulovd, jestlize ma vSechny prvky nulové (oznacujeme ji 0,,x, nebo jen 0),
horni resp. dolni trojihelnikovd (nebo v hornim resp. dolnim trojihelnikovém
tvaru), jestlize je ¢tvercova a pod resp. nad diagondlou mé jen nuly, tedy
A§:Oproi>jresp. pro ¢ < j,
schodovitd (nebo ve schodovitém tvaru), jestlize kazdy nenulovy Fadek, kromé
prvniho, zaciné zleva vice nulami nez fadek predchozi,
o v Gaussové—-Jordanové tvaru, jestlize

(i) je ve schodovitém tvaru,

(ii) prvni (zleva) nenulové prvky vsech nenulovych radku jsou 1,

(iii) ve sloupcich nad (a nejen pod) prvnimi nenulovymi prvky vSech nenulo-

vych fadkt jsou jen 0,

e v Gaussové kanonickém tvaru, jestlize je rovna matici

(5 o)

kde F je jednotkova matice a 0 oznacuji nulové matice pfislusnych typ1,
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e blokove diagondlni, jestlize je rovna matici

A 0 -~ 0

0 Ay --- 0

0 0 - A
kde k > 1, Ay,..., Aj jsou étvercové matice (bloky) a 0 oznac¢uji nulové matice

ptislusnych typt.

Mnozinu vSech matic typu m x n nad polem P oznac¢ujeme M,,x,(P) nebo P™*™;
v pfipadé ¢tvercovych matic také M, (P) nebo gl(n, P).

Piiklad. (1)

12 je Ctvercova matice 123 neni ¢tvercova matice
3 4/ v V. l4 5 6 v v .

(1 0> je diagonalni matice, <(1) (1)> neni diagonalni neni.

0 4

jsou jednotkové matice.

&
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0 0 0 0 0\ . , .
O2xo = <0 0> ,0043 = <() 0 0) jsou nulové matice.

je horni trojuhelnikova matice,

je dolni trojuhelnikova matice.

N = OO
OO O
_o o Olo W

je matice ve schodovitém tvaru,

neni matice ve schodovitém tvaru.

S oo OO0 O+
SO NN OO N
OO == OO =
DD O OO N
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je matice v Gaussové-Jordanoveé tvaru,

neni matice v Gaussové—Jordanové tvaru.

SO O = OO O =
S OO OO O
SO~ OO N
O ON O~ OO

1 0 0O

02 0 0] . o . _ .

00 3 4 je blokové diagondlni matice,

00 5 6

1 0 0O

31 20 , o . 1. .

00 1 0 neni blokové diagonélni matice. O
00 2 3

1.2. Operace s maticemi

1.2.1. Soudet matic a nasobek matice

Definice 1.2.1. Budte A, B matice typu m x n nad polem P. Soucet matic A, B je
matice A + B typu m x n nad polem P takova, Ze pro vSechna i € {1,2,...,m},

je{1,2,...,n}
(A+ B); = A} + B;.

Sc¢itame tedy jen matice stejného typu. Matice ruznych typu nelze scitat.

Definice 1.2.2. Budte A matice typu m x n nad polem P a ¢ € P. Potom c-nasobek
matice A je matice cA typu mxn nad polem P takova, ze pro vSechnai € {1,2,...,m},
je{l,2,...,n}

(cA)é» = cAé-.

Pro ¢ = —1 se matice (—1)A zna¢i —A a nazyva se opacnd matice k matici A.

Piiklad. Pro
123 -1 0 2.
A—<456>aB_<1 -3 »Je

C(14+(-1) 240 342\ (0 2 5
A+B_< 441 54 (-3) 6+7>_<5 2 13>’

6 12 18 10 —2
6‘4_(24 30 36)’ _B_<—1 3 —7)' -
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Cviceni. Spoctéte

—_
[\)

w =
B~ N
——
+
N
SN

) |
o)+ 3 )
6 )
)+ .

Tvrzeni 1.2.1. Necht A, B,C jsou matice stejného typu nad polem P a c,k € P. Pak

w
W

S~ N N~ N,
S W

+ N N~
+

7 N 7 N7 N
W =
NG}

oo oo

(1) A+ B= B+ A, (5) 1A= A,

(2) A+ (B+C)=(A+B)+C, (6) c(A+ B) = cA+¢B,
(3) A+0=A, (7) (c+k)A=cA+ kA,
(4) A+ (—A) =0, (8) c(kA) = (ck)A.

Diikaz. Uvedeme jen dtikaz bodu (2) a (6), ostatni ponechame jako cviceni.

(2) Mame dokazat, ze matice A+(B+C) se rovna matici (A+B)+C'. Pfedpokladejme,
ze A, B, C jsou typu m xn. Potom i B4+C a A+ B jsou typu m xn, a tedy i A+ (B+C)
a (A+ B) + C jsou typu m X n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} prvek v i-tém faddku a j-tém sloupku
matice A+ (B + C) je

(A+(B+ Q) =
=Ai+(B+C) =

(podle definice sou¢tu matic)

(
= AL+ (B; +Cj) = (diky asociativité s¢itani v poli)

(

(

podle definice souc¢tu matic)

= (A5 + B}) 4+ Cl =
:(A+B);+C;-':
= ((A+ B) + 0},

coz je prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku matice (A + B) + C.

Dokazali jsme, ze matice A+ (B +C) a (A+ B) + C jsou stejného typu a na stejnych
mistech maji stejné prvky.

(6) Mame dokazat, ze matice ¢(A + B) se rovnd matici cA + c¢B. Predpoklddejme, Ze
A, B jsou typu m x n. Potom i A + B, ¢A a ¢B jsou typu m X n, a tedy i ¢(A + B)
a cA + cB jsou typu m X n.

Pro kazdé i € {1,2,...,m} aj € {1,2,...,n} prvek v i-tém fadku a j-tém sloupku
matice c(A + B) je

podle definice souc¢tu matic)

podle definice souc¢tu matic)

(c(A+ B)); = (podle definice c-nédsobku matice)
=c(A+ B); = (podle definice sou¢tu matic)
= c(Aé + B]Z) = (diky distributivnimu zakonu v poli)
= cA§~ + CB§ = (podle definice c-nédsobku matice)
= (cA)é- + (cB)é» = (podle definice sou¢tu matic)
=(cA+ cB)z-,

coz je prvek v i-tém radku a j-tém sloupku matice cA + c¢B.
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Dokéazali jsme, ze matice ¢(A+ B) a cA+ ¢B jsou stejného typu a na stejnych mistech
maji stejné prvky. O

Uvedli jsme si, ze fadky a sloupky matice chapeme jako matice. Miizeme je tedy také
nasobit prvky pfislusného pole, mizeme séitat radky a scitat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejnym polem.

Nésledujici definici formulujeme pouze pro fadky matice, ale obdobné lze formulovat
pro sloupky, usporddané n-tice a matice.

Definice 1.2.3. Budte A%, A2 . .. ,Ai’“ radky matice nad polem P, ¢y, ¢z, ... ¢ € P.
Linedrni kombinace tadka A%, A2, ... A¥ s koeficienty c1,ca, ..., ci je fadek
k
CLAD 4 cAZ + - 4 AT =) ¢ AS.
j=1

Méme-li prazdnou mnozinu fadku (tedy, nemame zadny fadek), jejich linedrni kom-
binaci definujeme jako nulovy radek. Takze, nulovy fadek je linearni kombinaci fadkd
z prazdné mnoziny.

Priklad. Méjme

3 2 1 0 A;=(3 2 1 0
-1 0 1 —1 Agz(—l 0 1 —1)
0o 2 -1 o0 A3=(0 2 -1 0)
A=l 1 0 1 o tedy Al=(1 0 1 0)
-1 0 1 2 A3=(-1 0 1 2)
1 -1 2 1 AS=(1 -1 2 1).
Pro AL, A3 A% a c; =2,¢0 = —1,c3 = 2 dostaneme

1AL 4 9 A3 4 348 =
=2-(3 21 0)+(-1)-(0 2 -1 0)+2-(1 -1 2 1)=
=6 4 2 0)+(0 -2 1 0)+((2 -2 4 2=
=8 0 7 2). O

1.2.2. Soudin

Definice 1.2.4. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p nad polem P.
Soucin matic A, B (v tomto poradi) je matice A - B (obvykle oznacovana jen AB)
typu m x p nad polem P takova, Ze pro vSechna i € {1,2,... ,m}, j € {1,2,...,p}

(AB)i = AiBj + AyB? +---+ ALB} = " A} B}
k=1

Matice B mé tedy tolik fadki, kolik ma matice A sloupki. Prvek matice AB v i-tém
radku a j-tém sloupku ziskame tedy tak, ze secteme souciny prvkia v i-tém rfadku matice
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A s odpovidajicimi prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AlB{ + AAB} + .-+ ALBY .-+ AIBl+ A}B2+---+ ALBY
B AIBt + AJB} + -+ AZBy ... AIBl+ A3B2+..- 4 A2B7
AT'Bl + AP'B} + -+ ATBY ... A7'Bl+ Ay'B2+ .-+ ATBY

AlBl + AlB%2 + ...+ AlBP
A3Bl + A2B2 + ...+ A2B"

APBl + AT'B2 + ... + ATBP

AlB

A%B

A™B
= (BIA; + B{AS +---+ ByAy -+ BLAY+ B2AS+---+ BlA;) =
= (ABy ABj --- ABj).

Cili, prvni fddek matice AB ziskdme tak, ze vezmeme Ai-nésobek fadku B!, Al-nasobek
fadku B2, ..., Al-nasobek fadku B” a vSechny tyto nésobky secteme. Je to tedy linedrni
kombinace fadk matice B s koeficienty z prvniho fadku matice A, jinymi slovy, soucin
prvniho fadku matice A, radek je matice typu 1 X n, a matice B.

Obdobné ziskame ostatni fadky matice AB. Obecné, i-ty radek matice AB ziskame
tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem A}'C vynéasobime k-ty fadek matice B a vSechny
tyto nasobky secteme. Takze i-ty fadek matice AB je linearni kombinace fadki matice
B s koeficienty z i-tého fadku matice A, jinymi slovy, soucin i-tého fadku matice A,
tfadek je matice typu 1 x n, a matice B.

Analogicky, prvni sloupek matice AB ziskdme tak, Ze vezmeme B;-nasobek sloupku

1, B%—nésobek sloupku AS$, ..., Bl'-nasobek sloupku A} a vSechny tyto nasobky se-
¢teme. Je to tedy linearni kombinace sloupki matice A s koeficienty z prvniho sloupku
matice B, jinymi slovy, sou¢in matice A a prvniho sloupku matice B, sloupek je matice
typu n x 1.

Obdobné ziskame ostatni sloupky matice AB. Obecné, j-ty sloupek matice AB zis-
kame tak, ze pro kazdé k € {1,2,...,n} prvkem B}“ vynasobime k-ty sloupek matice A
a vSechny tyto nasobky se¢teme. TakZe j-ty sloupek matice AB je linearni kombinace
sloupkti matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B, jinymi slovy, sou¢in matice
A a j-tého sloupku matice B, sloupek je matice typu n x 1.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhd méa tolik fadki, kolik mé prvni
sloupki), nelze je (v daném pofadi) nasobit, prislusny souéin neexistuje.

Priklad. (1) Pro

12 -1 0\ .
AZ(S 4)’3:( 1 2)Je
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(2 1) , BA neexistuje.
ufin matic neni komutativni, tedy nemusi platit

BA.

Predchézejici priklady ukazuji, Ze so

AB
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1 00 5 0 0 1 20 5 4 0

02 3 0 4 3 340 3 20

0 4 5 0 21 0 0 5 0 01

1000 2 000 1 2 00 4 3 00
02 3 4 0 3 4 5 3400 2100
05 6 7 0 6 7 8 0 0 5 4 0 01 4
08 90 09 01 0 0 3 2 0 0 2 3
1000 2 000 10 00 5 0 00
02 30 03 40 0200 0 6 00
04 50 0510 0030 00 70
0 0 0 6 0 00 6 0 0 0 4 0 0 0 8

0905 )
0 0-() o
-0 )0 :

Tvrzeni 1.2.2. (1) Je-li i-ty tadek matice A nulovy, pak i-ty tadek matice AB je
nulovy.

(2) Je-li j-ty sloupek matice B nulovy, pak j-ty sloupek matice AB je nulovy.

(8) Soucin diagondlnich matic je diagondlni matice.

(4) Soucin blokové diagondlnich matic s bloky stejniyjch typu je blokové diagondlni ma-
tice s bloky stejnich typi.

Diikaz. Uvedeme jen ditkaz bodu (4), ostatni ponechame jako cviéeni.

(4) Budte A, B blokové diagonalni matice s bloky Ai,..., Ay, resp. By,..., By, tako-
vymi, ze pro kazdé i A;, B; jsou stejného typu. A, B jsou tedy Ctvercové matice stejného
typu a je mozné je vzadjemné nasobit.

i-ty fadek matice A je

Ai=(0 ... 0 A ... A 0 ... 0),

im
éli A =0 proj <iyaj>in.
j-ty sloupek matice B je
0

=
I

dli B =0 pro i <jiai> ju.
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Jsou-li 7, j takova, Ze pozice v i-tém Ffadku a j-tém sloupku je mimo bloky A, ..., 4,,
resp. Bi,..., By, pak bud i; > j, nebo i, < ji. V obou pifipadech pro kazdé k bud
A}; = 0 nebo Bf = 0. Jelikoz 0-z = z-0 = 0 pro kazdé x z piislusného pole, viz kapitola
[6l v obou pripadech pro kazdé k plati AjBY =0, tedy i

(AB)i = Z AjBY =0,
k

takZze AB je blokové diagonalni matice s bloky stejnych typi, jakych jsou bloky v ma-
ticich A a B. O

Tvrzeni 1.2.3. Necht A, B, C jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a ¢ € P. Pak plati

(1) A(BC) = (AB)C, (1) (A+ B)C = AC + BC,
(2) AE = EA = A, (5) ¢(AB) = (cA)B = A(cB).
(3) A(B+C)=AB+ AC,

Diikaz. Uvedeme jen ditkaz bodu (1) a (3), ostatni ponechame jako cviéeni.

(1) Pfedpokladejme, Ze A je matice typu m X n, B je matice typu n x p a C' je matice
typu p x q. Potom AB je matice typu m x p a BC je matice typu n x g, takze A(BC)
a (AB)C jsou matice typu m x gq.

(A(BC'));- = (podle definice sou¢inu matic)
n
= Z AL(BC);? = (podle definice sou¢inu matic)
k=1
n P
=> A (BfC)) = (diky distributivnimu zakonu v poli)
k=1 =1
nop
= Z A};(BlkC]l-) = (diky asociativité soucinu v poli)
k=1 I1=1
n_p
= Z z:(A}C lk)C]l = (diky komutativité souc¢tu v poli)
k=1 I1=1
p n
= Z (AL BF )C’jl = (podle definice sou¢inu matic)
1=1 k=1
p
= Z(AB)%C; = (podle definice sou¢inu matic)
=1
= ((AB)C);

(3) Piedpokladejme, ze A je matice typu m x n a B,C jsou matice typu n X p.
Potom A(B + C) a AB 4+ AC jsou matice typu m X p a pro kazdé i € {1,2,...,m}
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aje{l,2,...,p} plati

(A(B+C )); = (podle definice soucinu matic)
= Z AL(B + C);C = (podle definice sou¢tu matic)
k=1
=> A (BF+C)) = (diky distributivnimu zakonu v poli)
k=1
= Z(A}CB]’€ + A};C’f) = (diky komutativité séitani v poli)
k=1
= Z A};BJ’? + Z A};Cf = (podle definice soucinu matic)
= (AB);- + (AC’);- = (podle definice sou¢tu matic)
= (AB + AC)}. U

1.2.3. Transponovani

Definice 1.2.5. Transponovand matice k matici A typu m x n je matice AT typu
n x m, kde (AT)z- = A pro vSechna i, j.

Piiklad.
123T 1 4
156 = (%29 -
3 6

Tvrzeni 1.2.4. Necht A, B jsou matice nad polem P takové, Ze niZe uvedené operace
jsou definovdny, a c € P. Pak plati

(1) A= (AT)T, (3) (cA)T = cAT,
(2) (A+B)T = AT+ B, (4) (AB)T = BTAT.

Diikaz. (1) Je-li A typu m x n, potom AT je typun x m a (AT)T je typu m x n. Navic
pro kazdé i € {1,2,...,m} a j € {1,2,...,n} plati

T\T TVJ i
(A7) = (AT)] = 42
4) Budte A matice typu m x n a B matice typu n x p. Pak AT je typu n x m, BT
( yp yp p je typ
je typu p x n, AB je typu m x p a tedy (AB)T i BTAT jsou typu p x m. Pro kazdé
ie{1,2,...,p} aje{l,2,...,m} plati

n

((AB)T) ZA]B’“ ZB’“AJ:Z T (ATYE =

k=1
_(pT ATy
= (BTATY) 2
Ostatni body jsou ponechany jako cviceni. O
Cviceni. Ukazte, Ze pro libovolné k£ € N a libovolné matice Ay, ..., A vhodnych typu

plati (A - Ag)T = AT ... AT, 0
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1.3. Elementarni ipravy a specialni tvary matic

1.3.1. Elementarni upravy

Definice 1.3.1. Mé&jme matici nad polem P. Rddkové elementdrni tipravy matice jsou
(1) pfi¢teni c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde c € P a i # j,
(2) vynasobeni i-tého fadku nenulovym prvkem ¢ € P,
(3) vzajemna vymeéna i-tého fadku a j-tého radku.

Sloupkové elementdrni upravy matice definujeme analogicky.

Cviceni. Provedte vzdjemnou vyménu dvou fadkti pomoci konecéné mnoha tprav typt

(1) a (2). O
Mgjme matici A. Pfi¢tenim c-nasobku j-tého faddku k i-tému fddku zménime i-ty
fadek na (Azl +cA] AL+cAb ... AL+ cAﬁL) a ostatni faddky zlistanou beze zmény.
Po vynasobeni i-tého fadku prvkem c¢ € P i-ty radek bude (cA’i cAL ... cAfl)
a ostatni radky zistanou beze zmeény. ‘ . A
Po vzéjemné vyméné i-tého fadku a j-tého Fadku i-ty fadek bude (4] A} ... A}),
j-ty radek bude (All AL Aﬁl) a ostatni fadky ztstanou beze zmény.

Sloupkové tpravy funguji analogicky pro sloupky.

Piiklad. (1) Pfi¢tenim 3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 tici 1 2 3
415 6 na matici 7 11 15)

(2) Vzajemnou vyménou prvniho sloupku a tfetiho sloupku upravime matici
1 2 3 . 3 2 1
<7 1 15> na matici <15 1 7) . O

Ke vsem elementarnim tpravam existuji upravy inverzni, které jsou také elementarni
a upravenou matici prevedou zpét na puvodni matici. Inverzni tpravy k radkovym
apravam jsou
(1) pri¢teni —c-nasobku j-tého fadku k i-tému radku,
(2) vynasobeni i-tého faddku prvkem ¢,
(3) vzajemna vyména i-tého fadku a j-tého radku.
Inverzni tpravy ke sloupkovym tpravam jsou obdobné.

Piiklad. (1) Pfi¢tenim —3-nasobku prvniho fadku k druhému fadku upravime matici

1 2 3 Hici 1 2 3
7 11 15 na matici 415 6/

(2) Vzajemnou vyménou prvniho sloupku a tfetiho sloupku upravime matici
3 2 1 . 1 2 3
(15 1 7> na matici <7 11 15) . O

Definice 1.3.2. Matice A, B jsou ekvivalentni, jestlize B mize vzniknout z A ko-
nec¢nou posloupnosti elementarnich tprav. Je-li mozné toho dosdhnout pomoci pouze
rfadkovych, resp. sloupkovych tprav, matice jsou rddkove, resp. sloupkove ekvivalentni.
V kazdém pfipadé znacime A ~ B.
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Priklad.

Tvrzeni 1.3.1. Ekvivalence matic je relace ekvivalence na mnoZiné vSech matic stej-
néeho typu nad stejnym polem.

Dikaz. Cviceni. O

1.3.2. Schodovity, Gaussuv—Jordanuv a Gaussuv kanonicky tvary matic

Piipomerime si definice z podkapitoly

Definice 1.3.3. Matice je ve schodovitém tvaru, jestlize kazdy nenulovy radek, kromé
prvniho Ffadku, zacina zleva vice nulami nez radek predchozi.

7 toho plyne, ze v matici ve schodovitém tvaru vSechny fadky pod nulovym fadkem
jsou nulové.

Definice 1.3.4. Matice je v Gaussové-Jordanové tvaru, jestlize
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) v kazdém nenulovém fadku prvni (zleva) nenulovy prvek je 1,
(iii) v kazdém sloupku, ve kterém je prvni nenulovy prvek néjakého radku, ostatni
prvky jsou 0.

Definice 1.3.5. Gausstuv kanonicky tvar matice je

(5 o)

kde E je jednotkova matice a 0 oznacuje nulové matice prislusnych typt.

Priklad. (1) Necht

1 2 3 4 1 2 3 4 1 0 30
0 0 21 03 21 0120
A=10 01 2], B=|0 00 1|, C=]00 01
0 00O 0000 0 000
0 006 0000 0 000

Matice A neni ve schodovitém tvaru. Matice B je ve schodovitém tvaru, ale neni
v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice C' je v Gaussové—Jordanové tvaru.

(2) Kazda nulova matice je ve schodovitém tvaru i v Gaussové-Jordanové tvaru. Nulova
matice je v Gaussové kanonickém tvaru pravé tehdy, kdyz je ¢tvercova. O
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Definice 1.3.6. Méjme nenulovou matici. Gaussova eliminace je iprava matice podle
nasledujiciho algoritmu.
Budi=1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery mé néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
radek s vhodnym nizsim radkem.
(3) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky v fadcich pod i-tym fadkem pric¢te-
nim vhodnych nasobkt i-tého radku.
(4) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizsim radku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus konéi.

Tvrzeni 1.3.2. KazZdd matice je fadkové ekvivalentni matici ve schodovitém tvaru.

Dukaz. Nulova matice je ve schodovitém tvaru. Libovolnou nenulovou matici upravime
pomoci Gaussovy eliminace. VSechny provedené tipravy jsou fadkové elementarni tipravy
a z postupu pifi Gaussové eliminaci vyplyva, Ze kazdy nenulovy fadek, kromé prvniho
radku, zacina vice nulami nez radek predchozi. O

Z Tvrzeni a vyplyva, ze pocet nenulovych radkd v matici ziskané Gaus-
sovou eliminaci je urcen jednoznacné€, nezavisi na tom, jak byla Gaussova eliminace
pouzita, presnéji, k jaké vymeéné fadku doslo v bodé (2).

Definice 1.3.7. Sloupek matice je bdzovy, jestlize neni nulovy a neni linedrni kombi-
naci predchozich sloupki.

Béazové sloupky matice jsou pravé ty sloupky, které jsou uvazovany v bodé (1) v Gaus-
sové eliminaci.
Pozice (indexy) bazovych sloupkt v matici jsou matici uréeny jednoznacné.

Definice 1.3.8. Méjme nenulovou matici. Gaussova—Jordanova eliminace je tprava
matice podle nésledujiciho algoritmu.
Budi=1.
(1) Uvazujme prvni nenulovy sloupek, ktery mé néjaky nenulovy prvek v i-tém
nebo nizsim radku.
(2) Neni-li v i-tém fadku uvazovaného sloupku nenulovy prvek, vyménime i-ty
fadek s vhodnym nizsim radkem.
(3) i-ty fadek vynasobime prevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku.
(4) V uvazovaném sloupku vynulujeme prvky mimo i-ty fadek pri¢tenim vhodnych
nésobki ¢-tého radku.
(5) Vezméme i o 1 vétsi (i := i+ 1). Existuje-li nenulovy sloupek, ktery ma néjaky
nenulovy prvek v i-tém nebo nizs$im fadku, vratme se do bodu (1). Jestlize
takovy sloupek neexistuje, algoritmus konéi.

Gaussovu-Jordanovu eliminaci je mozné ekvivalentné definovat i tak, Ze matici upra-
vime pomoci Gaussovy eliminace (na schodovity tvar), kazdy nenulovy fadek vynaso-
bime pfevracenou hodnotou jeho prvniho nenulového prvku a vynulujeme vsechny prvky
nad vSemi prvnimi nenulovymi prvky radkd.

Tvrzeni 1.3.3. KaZdd matice je Tddkové ekvivalentni matici v Gaussové—Jordanové
tvaru.
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Diikaz. Nulovad matice je v Gaussové-Jordanové tvaru. Libovolnou nenulovou matici
upravime pomoci Gaussovy—Jordanovy eliminace. VSechny provedené tpravy jsou fad-
kové elementarni Gpravy a z postupu pri Gaussové-Jordanové eliminaci vyplyva, ze
vyslednd matice je v Gaussové-Jordanoveé tvaru. (]

Matici je jednoznacné urcena fadkové ekvivalentni matice v Gaussové-Jordanoveé
tvaru, tedy pro kazdou matici existuje pravé jedna matice v Gaussové-Jordanové tvaru
radkové ekvivalentni pivodni matici.

Tvrzeni 1.3.4. KaZdd nenulovd matice je ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém
tvaru.

Dikaz. S pouzitim rfadkovych i sloupkovych elementarnich tprav a vhodnou tpravou
Gaussovy—Jordanovy eliminace ziskame algoritmus, ktery prevadi libovolnou nenulovou
matici na ekvivalentni matici v Gaussové kanonickém tvaru. Podrobnosti ponechame
jako cviceni. O

1.3.3. Elementarni matice

Definice 1.3.9. Elementdrni matice jsou:
(1) proi # j
1 0 0 0
N 0 ... 1 ... ¢ ... 0] i-tyradek
E*(c) =
0 ... 0 ... 1 ... 0] j-tytadek
0 0 0 1
(2) proc#0
1 0 0
E'(¢)=10 ... ¢ ... 0]ty tadek
0 0 1
(3) proi#j
1 0 0 0
0 ... 0 ... 1 ... O] :ityradek
0 ... 1 ... 0 ... O] j-tyradek
0 0 0 1

Kazda elementarni matice vznikne z jednotkové matice provedenim vhodné radkové
nebo sloupkové elementarni tpravy.

Matice E%(c) vznikne z jednotkové matice F pfiétenim c-nasobku j-tého fadku k i-
tému fadku a od jednotkové matice se lisi jen tim, ze (E“ (c)); = ¢, zatimco EJZ =0.

Matice E*(c) vznikne z jednotkové matice E vynéasobenim i-tého fadku prvkem c a od
jednotkové matice se lisf jen tim, ze (E'(c))! = ¢, zatimco E! = 1.

Matice E% vznikne z jednotkové matice E v§ménou i-tého fadku a j-tého fadku a od
jednotkové matice lisi jen tim, ze i-ty a j-ty fadky jsou vzdjemné vymeénény.
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Lemma 1.3.5. Budte A, B matice.
(1) Matice B mize vzniknout z matice A pomoci jedné tadkové elementdrni dupravy
prdvé tehdy, kdyz existuje elementdrni matice Q) takovd, Ze B = QA.
(2) Matice B muze vzniknout z matice A pomoci jedné sloupkové elementdrni upravy
prave tehdy, kdyz existuje elementdrni matice Q takovd, Ze B = AQ.
Diikaz. P¥imym vypoctem lze ovérit, Ze pri¢teni c-nasobku j-tého fadku k i-tému radku
je totéz co vynasobeni matici E%/(c) zleva, vynasobeni i-tého fadku prvkem ¢ € P je
totéZ co vynésobeni matici E’(c) zleva a vyména i-tého fadku a j-tého fadku je totéz
co vynésobeni matici E* zleva. Viz také komentai za Definici soucinu matic.
Analogicky pro sloupkové ipravy a nasobeni zprava. Cviceni. U

Priklad. Budte

1 2 3 76 5 1 2 3 3 21
A=(4 5 4|, B =45 4|, B,=[4 5 4|, B3=1[4 5 4
3 21 3 21 6 4 2 1 2 3
Potom
10 2 12 3 1- AL +2- A3
By =E(2)-A=(0 1 0 4 5 4| = A?
00 1 3 21 A3
100 12 3 A}
By = A=10 1 0] -4 5 4| =] A2
00 2 3 21 2. A3
00 1 123 A}
By=FE».A=10 1 0 4 5 4 =1A2]|. O
1 00 3 21 Al

Lemma 1.3.6. Transponované matice k elementdrnim maticim jsou elementdrni ma-
tice.

Dikaz. Cvideni. 0

1.4. Inverzni matice

Definice 1.4.1. Bud A étvercova matice. Matice X je inverzni k matici A, je-li stej-
ného typu a plati

AX =XA=F.
Inverzni matice k matici A se znaci A~L Matice je invertibilni, existuje-li matice k ni
inverzni.

Piiklad. (1) Kazd4 jednotkova matice E je invertibilni a E~! = E.
(2)

A= <(1) (1)> je invertibilni, protoze A- A = F, a tedy A~! = A.

3)

A - 1 2 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
~\0 0 AX mé druhy radek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.
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A 0 1 neni invertibilni, protoze pro libovolnou matici X typu 2 x 2
~\0 2 X A ma prvni sloupek nulovy a neni to tedy jednotkova matice.

a=(i D) ex=(00)

Predpokladejme, Ze X je inverzni k A. Pak AX = F, tedy

1 -1\ (a b\ _(1 0
1 -1 c d)  \0 1)°
7 toho dostaneme rovnosti
a—c=1, b—d=0, a—c=0, b—d=1.
Ze tieti rovnosti mame a = ¢ a po dosazeni do prvni rovnosti mame 0 = 1, coz je spor.
Z toho vyplyva, Ze neexistuje matice X takova, ze AX = FE, a matice A tedy neni
invertibilni.
(6) Zadna nulova matice neni invertibilni.
(7) Elementarni matice jsou invertibilni a pfimym vypoctem lze ovéfit (cviceni), ze
(BI() = E(-c),  (Be)=F(), (B =EY D
Tvrzeni 1.4.1. Ke kaZdé matici existuje nejuyse jedna inverzni matice.

Diikaz. Piedpokladejme, ze X/, X" jsou inverzni matice k matici A. Tedy AX' = X'A =
AX"=X"A=FE.Potom X' = EX' = X"AX' = X"E = X". O

Tvrzeni 1.4.2. Necht A, Ay, ..., A, jsou invertibilni matice stejného typu. Potom
(1) Ay -...- Ay, je invertibilnd a (Ay-...- A,) "t = A .- ATY;
(2) A7L je invertibilng a (A~Y)71 = A;
(3) AT je invertibilnd a (AT)™1 = (A~H)T.

Dikaz. (1) (Ay-...-A,)- (A - AT =E= (A1 .- AN - (Ar-...- A,) a podle
definice inverzni matice tedy (Ay-...- A,)"' = A ... AT

(2) AA™! = A~'A = E a podle definice inverzni matice tedy (A71)~! = A,

(3) AATl = A"A=FE tedy E=ET = (A71A)T = ATAHT a F = (44T
(A~1)TAT a podle definice inverzni matice (AT)™1 = (A=HT.

Tvrzeni 1.4.3. Necht A, B jsou ¢tvercové matice takové, ze AB = E. Pak BA = F,
obé matice A, B jsou invertibilni a jsou vzdjemné inverzni (A= B! a B= A"1).

oo

Diikaz. Matici A upravme fadkovymi elementarnimi tpravami na Gausstuv—Jordantuv
tvar G, tedy G = Q... Q1 A4, kde @1, ..., Q jsou elementarni matice prislusné prove-
denym tpravam. Pak A =Q7'...Q;'G a AB=Q;'...Q;'GB = E. Matice G nem4
nulovy tadek, protoZze jinak by matice GB také méla nulovy fadek a takovou matici
nelze pomoci fadkovych elementdrnich tprav (v tomto pfipadé reprezentovanych mati-
cemi Qfl, - ,Q,;l) prevést na jednotkovou matici (cviceni). Jelikoz G je v Gaussové—
Jordanové tvaru a nemé nunovy radek, G = E. Pak A = Ql_l e Q;l je invertibilni
matice jakozto soudin invertibilnich matic a existuje tedy AL

Potom BA = EBA = A"'ABA = A"'EA = A™'A = E. Jelikoz AB = BA = E,

jsou obé matice A, B invertibilni a jsou vzajemné inverzni. O
Nyni zformulujeme dtlezité kriterium invertibility.

Tvrzeni 1.4.4. Matice je invertibilni prdvé tehdy, kdyz je Tadkové ekvivalentni s jed-
notkovou matict.
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Diikaz. ,=*“ Necht A je invertibilni matice. RAdkovymi elementarnimi tipravami ji pre-
vedme na Gausstuv—Jordaniv tvar G, tedy G = Qg ... Q1 A, kde Q1, . . ., Qk jsou elemen-
tarni matice piislusné provedenym tpravam. Kazda z matic Q1, ..., Qk, A je invertibilni
a jejich soucin G je také invertibilni. Potom G, jakozto invertibilni matice nem4 nulovy
fadek a G = E, jelikoz G je v Gaussové—Jordanové tvaru. Matice A je tedy fadkoveé
ekvivalentni s jednotkovou matici.

»,<=“ Predpokladejme, Ze matice A je Ffadkové ekvivalentni s jednotkovou matici F,
tedy Qr...Q1A = E, kde Q1,...,Q jsou vhodné elementarni matice. Oznac¢me si
Q=Qp...Q2Q1, tedy QA = E. Podle Tvrzeni je Ainvertibilnia A~ =Q. O

Predchozi tvrzeni ndm nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle dukazu totiz
A'=Q=Qk...Q2Q1 = Qi ... Q2Q1 E, co? je matice, ktera vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim fadkovych elementarnich Gprav odpovidajicich nasobeni elementarnimi
maticemi Q1, @2, ..., Qk. To jsou stejné tpravy (resp. matice), které prevedly A na E.

Vypocet inverzni matice. K matici A typu n x n zprava pfipojime jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

Al AL .0 ALl1r o0 ...00
A3 A3 ... A2|0 1 ... 0
AP AR 0 A0 0 ... 1

Réadkovymi elementarnimi iipravami ji pfevedeme na matici, kterd v levé ¢asti ma matici
B v Gaussové-Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilni a v pravé ¢4sti matice vyjde A%
(2) B # E (B ma nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.

Priklad. Vypocitejme inverzni matici k matici

01 2
A=11 2 3
1 01
01 2(1 00 1 0 1|0 01
(AIE)=11 2 3/{01 0 ]~123|/010]~
1 0 1/0 0 1 01 2(1 00
10 1/]0 0 1 101 00 1
~1022/{01 -1 ]~1010]-11 —-1]~
01 2(10 O 012 10 O
101 0 0 1 101, 0 0 1
~{010{-1 1 -1 ]~1010]-1 1 -1 ]~
002 2 -1 1 001 1 -5 1%
1o0o0/-1 & 3
~1010|-1 1 -1
0 0 1] 1 —% %
Takze A je invertibilni a
11
. (7h o2 2
A7=|-1 1 -1 (ovétte). O
1 -1 1
2 2
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Priiklad. Hledejme inverzni matici k matici

0 1 2
A=1[1 2 3
2 10
01 2|1 00 1 2 3[/010
(AE)=( 12 3/010|~[210[001]|~
21 0[/0 0 1 01 2/1 00
1 2 3/0 10 12 3/01 o0
~10 -3 —6/0 -2 1 |~[012[0 32 —3 |~
0 1 2|1 00 01210 0
1 2 3/0 1 0 10—10—%%
~0120§—%~01 20§—§.
0001 —% 3 00 o0f1 -2 1

Matice A tedy neni fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni invertibilni. [J

(%)

Cviceni. Pokud existuji, spoc¢téte inverzni matice k maticim

G %) 6 -)

—_
—_

ot

w
[S2 BTN o}
~N Ot W
= N
\

B~ =N
W W =

[\]
N =N
W W =

|

1.5. Hodnost matice
1.5.1. Linearni nezavislost
Stejné jako v pripadé linedrni kombinace v Definici nasledujici definice a tvr-

zeni formulujeme pouze pro fadky matice, ale vse lze obdobné formulovat pro sloupky,
usporadané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. Mnozina fadka {A%, A2, ... ,Aik} je linedrné nezdvisld, jestlize pro
libovolné ¢y, ca, ..., c, € P z rovnosti
1 AT £ A2 4o 4 A =0, vyplyva c1=cp=---=¢ =0,

tj. nulovy fadek ziskdme jediné takovou linedrni kombinaci danych radkd, ve které

jsou vsechny koeficienty rovny nule.

Mnozina fadkta {A%, A2 ... AY} je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné nezavisla.

Tedy, existuji c1, co,...,c; € P takova, ze aspori jedno z nich je nenulové a pritom
1A 4 g A o 4 AT = 0.

Tvrzeni 1.5.1. MnoZina vadki je linedrné zdvisld prdve tehdy, kdyz aspor jeden z nich
je linedrni kombinact ostatnich.
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Diikaz. Predpokladejme, Ze mnozina fadka {A%, A2, ... A%} je linearné zavisla. Exis-
tuji tedy koeficienty ¢y, ca, ..., cp € P takové, Ze aspon jeden z nich je nenulovy (napfi-
klad ¢;) a clAf} + -4 chf)j + -+ AF = 0,. Potom
ij ; i1 tj+1 i
CjAOJ = —ClAg1 — s — Cj_leJ — Cj+1AO] — s — CkAgk,
i [ Ci1 ii_ Citl ,is Ck i
AY = —An T g T e TR g
Cj Cj Cj Cj

a tadek Aij je tedy linearni kombinaci ostatnich radkii.
Piedpokladejme, 7e napiiklad Fadek A¢ je linedrni kombinaci ostatnich Fadkd, tedy
Aij = ClAil +---+ Cj_lAij_l + Cj.,_lAéjH + -+ CkAék.
Potom
c1AY 4t Cj—lAéFl - Aij + Cj+1Aij+1 + A =0,

a zarovell ¢; = —1. TakZze mnozina fadkd {A%, A2, ..., A} je linedrné zavisla. O

Priklad. Mé&jme

0 1 2
A=1|1 2 3
1 0 1
Necht
(01 2)+e(l 2 3)+e3(1 0 1)=
=(ca+c3 c1+2c2 2c14+3c2+c3)=(0 0 0).
Takze
c2+c3=0
1+ 2¢o =0

2c1 +3ca+c3=0

a to je mozné jediné v ptipadé, Ze ¢; = co = c3 = 0 (vyFesime soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych ¢y, cg, c3 a ziskame jediné, nulové Feseni).
Mnozina fadkd matice A je tedy linedrné nezavisla. O

Priklad. Méjme

01 2
A=1|1 2 3
210
Necht
(01 2)+e(1 2 3)4+¢3(2 1 0)=
= (02+203 1+ 2¢co + c3 2cl+302) = (0 0 0).
Soustava
co+2c3=0
c1+2c0+4+ c3=0
2¢c1 + 3co =0
ma kromé nulového i nenulova feSeni (napiiklad ¢; = 3, ca = —2, ¢3 = 1). Mnozina

rfadkt matice A je tedy linedrné zavisla. O
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Priklad. (1) Mnozina fadki jednotkové matice je linedrné nezavisla. Ovérte.
(2) Mnozina fadk, z nichz asponi jeden je nulovy, je linedrné zavisla. Ovéite.
(3) Jednoprvkova mnozina obsahujici fadek A% je linedrné nezavislé, jestlize z cAL = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linedrné nezavisla,
jestlize ten fadek je nenulovy, a je linearné zavisla, jestlize ten fadek je nulovy.

(4) Mnozina obsahujici jen fadky A%, A2 je linearné zavisla pravé tehdy, kdyz jeden
z fadkl je nasobkem druhého z radkt (ex1stuJe c € P takové, ze AL = cA2).

(5) Prézdnd mnozina fadki je linedrné nezavisla. (]

1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximéalni pocet prvki linearné nezavislé mnoziny
jejich fadka. Hodnost matice A znac¢ime rank A.

Méjme matici A typu mxn siadky AL, A2 ... A™. Vezmeme viechny mozné mnoziny
téchto fadkd, ¢ili prazdnou mnozinu (), jednoprvkové mnoziny {Al}, {A2%},..., {47},
dvouprvkové mnoziny {ALl, A2}, ... {AT~1 A™) ... az mnozinu {Al A% ... AT}

Z téchto mnozin vybereme ty, které jsou linearné nezavislé. U kazdé z nich si pozname-
name pocet prvki a maximalni z téchto po¢ta je hodnost matice A.
Hodnost matice s m radky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.

Priklad. (1) Hodnost matice

[\)

= = O
N =
w

01

je rovna 3. Ovéite.
(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovéite.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poétu jejich nenulovych fadki. O

Cviceni. Spoc¢téte hodnosti matic

(1 1 1) (6) (0 1 2)

( g |
5 3) ()

(

W N =

QLW =
»Jkl\v
N\
O N
|

— =
~_

[SAENGCINS
(@2 NN V]
N Ot W
— N
OIS
W W
O
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Tvrzeni 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenuloviyjch
radk.

Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd ma m fadkt, z nichz p je nenulovych.
Mnozina vSech nenulovych fadka je linedrné nezavisla (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemuze. Jestlize m > p, pak kazda mnozina s vice nez
p fadky obsahuje aspon jeden nulovy fadek, a je tedy linedrné zavisla, takze i v tomto
pfipadé rank A = p. O

Podle nasledujiciho tvrzeni je mnozina fadkt linedrné nezévisla pravé tehdy, kdyz je
linearné nezavisla mnozina radkd vznikla provedenim radkové nebo sloupkové elemen-
tarni tpravy ptvodni mnoziny radk.

Tvrzeni 1.5.3. Budte AL, A%,...  A™ #idky. Necht B, B2,... B jsou tddky, které
z fadki AL, A2, ..., AT vzniknou provedenim jedné vadkové nebo sloupkové elementdrni
dpravy. Potom mnoZina vadkd {AL, A2 ... A} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyz
mnoZina vadki {BL, B2,..., B™} je linedrné nezdvisld.

Diikaz. (1) Necht doslo k pficteni c-ndsobku j-tého fddku k i-tému fadku, kde i # j.
Tedy, B. = Al + cAL a BF = AF pro k # 1.

Predpokladejme, ze {Al, A2 ... AT} je linedrné nezavisla. Budte ci,...,c, € P

takové, ze c; Bl + - -+ + ¢;n BT = 0,. Pak
0o =B+ +¢,B™ =
=l AL+ (AL AL b AL e AT =
= AL+ AL (¢ ) A 4 e AT
Z linearni nezavislosti mnoziny {Al, A2 ... A"} vyplyva, Ze vSechny koeficienty po-
sledni linearni kombinace jsou nulové, tj. ¢ = ---=¢;=---=cci+c¢cj=---=cp =0.
Z toho dostaneme, Ze i ¢; = 0, a mnozina {Bl, B2,..., B} je linedrné nezavisl4.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky AL, A2, ... A™ vzniknou
z tadkt BL, B2, ..., B™ inverzni tpravou, které je stejného typu.

(2) Necht doslo k pfi¢teni c-nasobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je BF = A —i—cA? a BF = AF pro | # i. Tedy BfF =
(Af . Abgedb oA Ab).

Piedpokladejme, ze {AL A2 ... A™} je linedrné nezavisld. Budte ci,...,¢, € P
takové, ze c1 BL + -+ + ¢;n BT = 0,. Takze

Bl 4+ e BT =

:(ZkaAIf chk(Af—FCA?) ZkaAg’, ZkaAf;):
= (Cpadl ... chkAf—i-czkckA? ZkaA§ D D L
—(0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme
St o =Y A m =Y gaf = =Y Ak =,
k k k k

Pak

(Cecrdl YAl 0 YpaAR) =D e (AF AF L Ak) =
k

= Al = AL+t AT =0,
K
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a z linearni nezavislosti mnoziny {Al, A2 ... A™} dostaneme ¢; = cp = --- = ¢, = 0.
Mnozina {Bl, B2,..., B} je tedy linedrné nezavisla.

Opacna implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky AL, A2, ..
z tadkt BL, B2, ..., B™ inverzni upravou, které je stejného typu.

Pro ostatni upravy je dikaz obdobny a ponechdme ho jako cviceni. O

., AZ" vzniknou

Dausledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni konecéné mnoha elementdrnich iprav neméni hodnost.

(3) Vyndsobeni konecéné mnoha elementdrnimi maticemi zleva neméni hodnost.

(4) Vyndsobeni konecné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.

(5) Ekvivalentni matice maji stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki ekvivalentni matice ve schodovi-
tém tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickem tvaru.

(8) Mazimdlni pocet proki linedrné nezavislych mnozin sloupki matice je roven mazi-
mdlnimu poctu prvki linedrne nezavislych mnozin jejich rddku, tj. hodnosti matice.
(9) rank A =rank AT,

Priklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=1|1 2 3
1 01
01 2 1 0 1 1 0 1 1 0 1
A=1|1 2 3 1 2 3 02 2|~10 2 2
1 0 1 01 2 01 2 0 01
TakZe rank A = 3. U
Priklad. Spocitejme hodnost matice
0 1 2
A=1|1 2 3
210
0 1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=|1 2 3 210 0 -3 6]~10 -3 —6
210 01 2 0o 1 2 0 0 O
TakZe rank A = 2. O

Definice 1.5.3. Ctvercova matice je requldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poctu
jejich fadkd (tedy mnoZina vsech jejich fadki je linearné nezavisla). Ctvercova matice
je singuldarni, jestlize neni regulérni.

Priklad. (1) Vsechny jednotkové matice jsou regularni.

2

(2)
3)

VsSechny elementarni matice jsou regulérni.

Vsechny ¢tvercové matice s asponi jednim nulovym fadkem jsou singulérni. O
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Tvrzeni 1.5.4. Matice je requldrni prdvé tehdy, kdyZ je tadkové ekvivalentni s jednot-
kovou matict.

Dukaz. Cviceni. O

Dusledek. (1) Matice je invertibilni pravé tehdy, kdyz je reguldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem konecné mnoha elementarnich matic.
(8) Soucin reguldrnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni reguldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni reguldrni matici zprava neméni hodnost.

Tvrzeni 1.5.5. Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
guldrni prdavé tehdy, kdyZ matice AB je requldarni.

Diikaz. ,=“ Tato implikace je soucasti predchoziho Dusledku.

<= Dokézeme, ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singuldrni. Ekvivalentni matice S = Qg --- Q1 A4, kde Q1,...,Q jsou ele-
mentarni matice, ve schodovitém tvaru, mé nulovy fadek. Potom matice SB ma také
nulovy fadek, je tedy singularni a fadkové ekvivalentni matice AB = Qfl e Q,;lSB ,
kterd ma stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singularni je diikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. O

Tvrzeni 1.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Drikaz. Matici A pfevedeme pomoci fadkovych elementarnich iprav na schodovity tvar
Sa4 = Q- Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tprav na
tvar Sgp = BP; - - - P, takovy, zZe Sg je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = rank Ql_l e lelSASBPl_l . -Pl_1 = rank S4Sp, pficemz matice
S4Sp mé minimalné tolik nulovych radku, kolik jich mé matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupku, kolik jich mé matice Sp. Tedy rank S4Sp < rank S, = rank A
a rank S4Sp < rank Sg = rank B. O

Cviceni. Co se da Fict o rank(A + B)? O
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2. DETERMINANT

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud M kone¢nd mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —

M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pii permutaci o se
Casto znaci o,,.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, pfi niz se vzajemné vymeéni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 2.1.1. KaZdd permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci o € S, mizeme zapisovat jako usporddanou n-tici obrazi prvkt mnoziny I,,,
tedy o0 = (01,09,...,0p).

Definice 2.1.3. Bud o € S,,. Necht i,j € I, jsou takové, Ze i < j a 0; > o0;. Pak
dvojice (0, 05) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o zna¢ime inv o. Je zfejmé, Ze invo = invo L

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)""V° Permu-
tace s sgno = 1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.

JelikoZ invo = invo !, sgno = sgno L

Tvrzeni 2.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(mo p) =sgnm -sgnp.

Cvicéeni. Ukazte, Ze kazda transpozice je lich4 permutace. O

Vice o permutacich lze najit napiiklad v [?, 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty nékterych typt matic

Definice 2.2.1. Bud A matice typu n X n nad polem P. Determinant matice A je
det A = Z sgno- AL A2 - Al € P.
0c€Sn

Cislo n je 7dd determinantu.

Pro determinant matice A se pouziva znaceni
1 1 1 1 1 1
Al A2 ... An Al A2 DY A

A2 A2 .. A2 A2 A2 ... A2
det A = |A| = det R .2 h .1 .2

Ar Ap L AT |AT AR L AR

Diky tomu, Ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, mizeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny vSech fadkovych indextt do mnoziny vSech sloupkovych indexi
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matice A. Ke kazdému fadku je tedy vzadjemné jednoznac¢né pfifazen sloupek a v kazdém
soudinu A},l ~A?,2 - Ay je tedy pravé jeden prvek z kazdého radku a pravé jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soudet vSech takovychto soucint (pro
vSechny permutace o na mnoziné I,,) opatfenych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Piiklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = (a) je det A = sgnid 'Aildl =1-Al =a.

(2) Necht n = 2. Tedy, I» = {1,2}, Sy = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz
[permutace na [,)), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

A=)

jedet A =sgnid-Ajy A +sgn7 A} A2 =1-A1A3+(—1)- AjA} = ad—be. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druhého fadu je mozno odvodit z nasledujiciho obrazku:

K =
N/
Al 4

| =Alag - Ay

Af A3

(3) Necht n = 3. Tedy, I3 = {1,2,3}, S3 = {id, 01,09, 71,72, 73}, kde id = (1,2, 3), 01 =
(2,3,1),00=1(3,1,2), 1 = (1,3,2), = = (3,2,1), 13 = (2,1, 3) (viz |zapis permutace naj
, sgnid =sgno; =sgnog =1 a sgnm = sgnm = sgn73 = —1. Pro matici

b
I
Q Qe
>0 o
S 0

je
det A = sgnid -AildlAiQdQ A13d3 +sgnoy - Ail(l)Ai(z)Ail(gﬁ
+sgnoz - A$2(1)A§2(2)A§2(3) +sgny - A71'1(1)A72'1(2)A§_1(3)+
+sgnry - A71_2(1)A3-2(2)A§-2(3) +sgnTs - Alg(l)Azg(Q)Ais(?)) =
=1-AJA3A3 +1-A3A2A3 41 AJA243+
+ (1) - AJAZAS + (1) - AJASAS + (—1) - A3ATA% =
=aei+bfg+ cdh —afh — ceg — bdi.



Determinant 29

Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):

@

A

Al

N\
LA
3 3

Ay Aj
N\

A3

Nk

/

/

/

A3

A3

4

4

S

S|

ALAZAS + ALAZAS + ALA3 A3

—AJAZAS — A3ASAT — A ATA

P
Ay A
/7 \.

p N\

A7 A3 A3
(4) Necht n = 4. Na ¢étyfprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pifi vypoétu
determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zptsoby vypoctu

determinantu. O

Cviceni. Spoc¢téte determinanty matic

G %)

0)

()

(1 2)

£

)

S N
N—

w O
N———

DN DN

N W
~
/N
Ot W N
(@)
\]

1 2 3 4 6 3 4 5
3 4 5 2 4 5 1 2 3
5 6 7 5 6 7 5 6 7
1 2 3 1 01 1 00 1 2 3
000 2 0 3 01 2 01 2
3 4 5 1 0 3 0 3 4 0 3 4
1 20 1 21 1 2 3 1 2 2
340 3 4 2 4 5 6 4 5 5
00 3 0 0 3 1 2 3 7 8 8
1 2 3 1 00 1 20 1 20
0 4 5 2 30 0 4 5 0 40
0 0 6 4 5 6 0 0 6 0 5 6
1 20 1 00 1 21 1 21
040 0 40 2 1 3 21 3
0 0 6 0 0 6 1 -4 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 00 010 0 01 111 0
4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6
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Tvrzeni 2.2.1. Determinant matice s nulovym tadkem nebo nulovgm sloupkem je roven
nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € Sy, je v soudinu A(l,1 AE_Q -+ A} préavé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového radku
a pravé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto kazdy takovy soucin je
roven nule. O

Lemma 2.2.2. Pro matice lisict se pouze v jednom tadku plati

Al AL Al AL AL L AL

AT AT AT L A ATt At

¢, A+ | BY ... B.|=|Ai+B ... A +B|.

AL AR g il AL 4

An . An An . An An . An
Dikaz. Cviceni. O
Priklad.

123 123 123 1 2 3

1 0 O[+0 1 0[+]0 0 1|=34+(-6)+3=0=|1 1 1]. 0

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6

Definice 2.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojihelnikovd (nebo v (hor-
nim resp. dqlm’m) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagonalou mé jen
nuly, tedy A% =0 pro i > j resp. pro i < j.

Kazda ¢étvercova matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojihelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢tvercovou matici 1ze pomoci fadkovych elementarnich tprav pre-
vést na trojuihelnikovy tvar.

Tvrzeni 2.2.3. Determinant trojiuhelnikové matice je roven soucinu prvki na diago-
ndle.

Diikaz. Bud A horni trojuhelnikova matice typu n x n. Bud o permutace na mnoziné
I,,. Jestlize pro néjaké ¢ € I, plati o; < ¢, pak Aﬁ,i je pod diagonélou, tedy Af,z, =0
a také sgno - A},l e Af,i -+ Ay = 0. Jedind permutace o takova, ze o; > i pro kazdé i,
je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = A1 A2 ... A",

Pro dolni trojuhelnikové matice je dikaz analogicky. O

Dusledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soudinu prvki na
diagondle.

(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.
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Piiklad.
1 111 ]t o0oo0w0 |1tooo
0222 1200 10200
0033 11230 o030 -
000 4 |1 234 1000 4

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové.

Priklad. (1) E%(c) je trojuhelnikov matice a na diagonale m4 jen jednicky, proto
det E™(c) = 1.

(2) E'(c) je diagonalni matice a na diagonale mé jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém fadku a v kazdém sloupku matice E*/ je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

(Ei’j)il, o, (BY )7 rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspon jeden z téchto prvki
nulovy. Diky tvaru E%/ je T transpozice, takze sgn7 = —1. Proto
det ™ = (—1) - (E%)L - (B")? = —1. 0

Tvrzeni 2.2.4. Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v soucinu AJ'... A7%... A%" miizeme uspofddat podle vzristajictho

fadkového indexu A ,...A" ... A"_,, protoze o; 1—ty Cinitel v ptvodnim soucinu
oy o; on

o 1

. o ;

jeA 4 =A"_,. Potom
9 9

det AT = > " sgno- (A7)} ... (AT), ... (AT)2 =

oc€Sh

= Z sgno - ATt AT AT = (preusporadani)
gESy

= ; sgno - A(l,fl .. Afv;l . Aggl = (sgn ol = sgno)
g n

= Z Sgnail . A(lj__l .. 'A:;T-_l .. .A:_l =
UeSn 1 I3

=det A,
protoze kdy# o projde vSechny prvky S, tak o~ také. O

Tvrzeni 2.2.5. Determinant matice, kterd md bud dva Tddky stejné nebo dva sloupky
stejnée, je roven nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fadek stejny jako j-ty (i # j), tedy
A}; = Aj pro kazdé k € {1,2,...,n}.
Bud 7;; € S, transpozice vyménujici ¢, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € S, ozna¢me o' = o o 7;;. Pak sgno’ =sgno -sgn7;; = —sgno a ¢len determinantu
odpovidajici permutaci o’ je
SgnU/'A}y;"‘AZ;”'AfT;“’Ag’ =

:—sgno—-A},l---Af,j~--A{,i-~AZn = (Af,j :AZ,], aA{,Z_ :Af,i)
:_SgnU'Acln"'Agi"'Aij“'Agm
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a je tedy opacny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.

Mnozinu Sy, jez mé sudy pocet prvkii, mizeme rozlozit na podmnoziny {o, o'}, které
jsou dvouprvkové, protoze o’ # o a ¢’ = o (ovéfte), a kazd4 z nich pfispiva k determi-
nantu nulou. TakZe det A = 0.

Kdyz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni. O

2.2.2. Elementarni apravy

Tvrzeni 2.2.6. (1) Prictenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému tadku,
resp. sloupku se determinant nezmeént, cili

Al AL AL Al AL AL
Al 4 cAl Ab+cAL ... Al 4 cAl|=|AT AL ... AL,
An ArL An Av AR AR

P zdpisu s pouzitim elementdrnich matic
det(E%(c) - A) = det(A - E“I(c)) = det A.

(2) Vyndsobenim jednoho tddku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi prv-
kem c, cili

AL AL AL Aol oAl
cA} cAj cAl| =c|A} AL Al
A A3 An AT A3 Aq

pri zdpisu s pouzitim elementdrnich matic
det(E'(c) - A) = det(A - E'(c)) = cdet A.

(8) Vzajemnou vyménou dvou 7adki, nebo dvou sloupki determinant zméni znameénko,
cili

AL AL AL Al AL AL
Al Al ol oA oA
Al AL Al :/;{ Al Ail7
A Ay oa| o |ap o4y o

pTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(E% - A) = det(A - E") = — det A.

Dukaz. Uvedeme pouze diikkaz pro fadkové tpravy, pro sloupkové je analogicky.
Budte A ¢tvercova matice a B upravend matice.
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(1) Necht B vznikne z A pfic¢tenim c-ndsobku j-tého fadku k i-tému fadku, ¢ili
B! = A + cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= > sgno-B} ...Bj ...Bi ...B} =

g; gj On
O'ESn
= sgno- AL (AL +cAL). AL LLAT =
O'GSn
_ 1 A i n
= Z sgno - Ag o A AL LUAD
oc€Sh
te > sgno- AL ALLALLLAT L =
O'GSW,

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=det A+ c-0=det A.

(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, &ili B! = cA! a ostatni
Ffadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

det B = Z sgna-Bil...Bgi...Bgn:

O'ESn
= Z sgna-A},l...cAgi...Agn =
O'ESn
=c Z sgna-Aél...Agi...Agn =
oESy
= cdet A.

(3) Necht B vznikne z A vzajemnou vyménou i-tého fddku a j-tého radku, ¢ili B =
Al, B) = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako iddky matice A. Bud 7;; € S,

transpozice vymeénujici 4, j, €ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S, ozna¢me
o' = oor;j. Pak o} = 0j,0% = 0;a0;, =opprok #i,jasgno’ =sgno-sgnr; = —sgno.
Potom
detB= Y sgno-B} ...B, ...B} ...B} =
UES’n
= Z sgno - Al ... A‘J;Z, e Af,j AL = (komutativita sou¢inu)
O‘ESn
= sgno AL . AL LLALLLAT =
oESy
:Zsgna-A(lfi...AfT,_...Ai,v... o = (sgno’ = —sgno)
UES’n ' !
= — Z SgnU/A}ji AZ/ A]/ An’/n:
UESn '
= —det A,
protoze kdyz o projde vSechny prvky S,, tak o’ také. U
Cviceni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? O
Cviceni. Nechf A je matice typu n x n takové, 7ze AT = —A (takova matice se nazjvé

antisymetrickd). Ukazte, Ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. O
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Priklad.
1111 1111 1111 11 11
0 222 0222 0222 2444
0033 |00 33 |336¢6 |3 366
0 00 4 4 4 4 8 4 4 4 8 4 4 4 8
11 11 4 4 4 4 11 11 11 1 1 111 1
4'0222_0222_0888_0222_0222
003 3 0033 0033 |00 12 12/ [0 0 3 3
0 0 0 4 0 0 0 4 00 0 4 0 0 0 4 0 0 0 16
11 11 0 0 0 4 00 0 4
0 2 2 2 0 2 2 2 00 3 3
0033 Vo33 o222 =
00 0 4 1111 1 1 11
Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det Q - det A.
Diikaz. (1) det(E™(c)A) = det A =1-det A = det E"/(c) - det A.

(2) det(E'(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.

(3) det(E"A) = (—1) - det A = det E*7 - det A. O
Cviceni. Dokazte, ze det "/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dtsledku a toho, Ze vza-
jemnd vyména dvou fadkul je sloZzenim kone¢né mnoha fadkovych elementarnich tprav
ostatnich druht. (]

Tvrzeni 2.2.7. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyZ md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A regularni matice. Podle Dusledku Tvrzeni A= Q1Q2 - Qp, kde
Q1,Q2, ..., Qy jsou elementarni matice. Potom diky Dusledku Tvrzeni [2.2.6]

det A =det(Q1Q2- - Qx) =det Q1 -det(Qa2- - Qx) = -+ =
=det Q1 -det Q- --det Q.
A souéin nenulovych determinantti elementdrnich matic neni roven nule, viz kapitola [6]
Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich tiprav prevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Qi --- Q1 4, kde Q1, ..., Qr jsou prislusné elementarni matice. Potom
opét diky Dtsledku Tvrzeni a diky tomu, Ze soucin nenulovych prvkid pole je
nenulovy,

det B = det(Qy - Q1A4) = det Q. det(Qp—1---Q14) = --- =
=det Qrdet Qp_1---det Q1 det A # 0.
Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jeji determinant je tedy soucinem prvki na diago-

néle, na diagonéle neni z4dna nula, opét viz kapitola 6] To znamen4, Ze B nem4 nulovy
radek, je tedy regularni a A také. O

Dusledek. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyZ md nenulovy determinant, a to md
prave tehdy, kdyZ je invertibilni, a to je prdvé tehdy, kdyZ je ekvivalentni jednotkové
matici.

Tvrzeni 2.2.8 (Cauchyho véta). Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu. Pak
det AB = det A - det B.



Dikaz. (1) Je-li A regularni, tedy soudin Q1Q2 - - - Q elementarnich matic, pak
det AB =det(Q1---QrB) =detQ -det(Q2- - QrB) =---

Determinant

=det Q1 det Qy---det Qr det B = det(Q1Q2 - - Q) det B =

= det Adet B.

(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni je AB také singularni a tedy
det AB =0 =det A =det A-detB.

Cvigeni. Pro regularni matici A plati det A=1 = 1/ det A.
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O

Lemma 2.2.9. KaZda c¢tvercovd matice je ekvivalentni matici v trojuhelnikovém tvaru,
jejiz determinant je roven determinantu puvodni matice.

Dukaz. Na prevedeni matice na trojuhelnikovy tvar staci pouze dva typy elementarnich
aprav, pri¢teni nasobku jednoho fadku, nebo sloupku k jinému fadku, resp. sloupku,
coz neméni determinant, a vzajemna vyména dvou fadki, nebo dvou sloupkt, ¢imz se

zméni jen znaménko determinantu.

Pokud pii takovém pfevedeni matice na trojihelnikovy tvar pouzijeme sudy pocet
vymén tadkd, nebo sloupkd, determinant ziskané matice v trojihelnikovém tvaru je
roven determinantu ptvodni matice. Pokud pouzijeme lichy pocet takovych vymeén,
vynasobime jeden fadek ziskané matice prvkem —1 a determinant této nové matice
v trojihelnikovém tvaru je roven determinantu ptivodni matice.

Lemma 2.2.10.

Al

1 gl
k A

ko Ak
k A

k+1

s
s
Ak+1

n
Ak+1

Al
il |
Aicﬁl =1:
L
An

AkJrl

ATL

k+1

k+1

k+1
An

O

Determinant matice A v predchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Strucné ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadrit zadpisem

A X
0 A//
Priklad.
2 3 4
0 2 3
01 2
0 6 7

O = O N

O N O -

W W = W

o O O Ut

IS

Il
b
S =

= |4 |4

~N N

S O~ N

o O

S O N

W = W W

‘2 3
1 2

4

4

4

2 1
1 2

1 2
3 4

'-8:2-1~8:16

(-1)-3-(-2)=6 O
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2.2.3. Laplaceuv rozvoj

Definice 2.2.3. Bud A matice typu n x n. Determinant fadu n — 1 matice vzniklé z A
vynechanim jednoho fadku a jednoho sloupku je minor. Pfi vynechani i-tého fadku a
J-tého sloupku prislusny minor oznacujeme

A,
Kofaktor (nebo algebraicky doplnék) prvku A;- je

Al = (~1)"HI AL,

Tedy, kofaktor (algebraicky doplnék) prvku A;- je (—1)"J-nasobek determinantu ma-
tice, ktera vznikne z matice A vynechanim i-tého radku a j-tého sloupku.

Piiklad. Mé&jme

A:@ g).

a c
A=\|d e f
g h 1
Potom
a_le f a1 |d f 1 |d e i3_|a b
Al_hi’ _‘g 1|’ 3 'g h|’ ’ A3_d el’
A e A d
= (yma= e ) A= iy = - |1 1),
- d e - a b
1 143 71 _ 3 3+3 13
A (-1)""™A ’g nlo A (1) A3 4 el O

Tvrzeni 2.2.11 (Laplaceova véta o rozvoji determinantu). Bud A matice typu n X n.
Pro kazdé i € {1,...,n} plati
n
det A = AJA} + Ab AL + -+ ALAL =) ALAL =
j=1

= AJA} + AJAT + - APAT =" AL AL
j=1
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Dikaz.
AL AL, Al AL, AL
det A=|A] ... A%, A AL, ... A= (Lemma [2.2.2))
Ay AL AT AT, L AR
AL AL, Ab Al AL
= 0 0 A 0 0|=
=1 : : :
AY A7, AT AT A7
Al AL A} A} 41 AL
no : :
=> A% 0 0o 1 0 0
Jj=1 : :
A7 A7, A7 AR A7
Ukazme, ze
A Aja Ay A Ay
0 0 1 0 0| = Al
Ar oo A AT AT, L AR
Vyménujme i-ty fadek (0 .. 001 0 ... ()) s predchozimi radky tak dlouho, az
bude prvnim fadkem; k tomu je potifeba ¢ — 1 vymén. Poté vyménujme j-ty sloupek
. . T
(1 A} . A;._l A;H .. A;‘) s pfedchozimi sloupky tak dlouho, az bude prv-

nim sloupkem; k tomu je potfeba j —1 vymeén. Takto vznikly determinant je tedy nutné
vynésobit &slem (—1)""1(=1)7"1 = (=1)""1*7~1 = (~1)"*/ a navic, viz Lemma [2.2.10
se rozpadd na subdeterminanty det(1) a A’. Proto det A = 377 | A% - (-1)"7 A} =
2?21 A;/l§ a mame rozvoj podle i-tého radku.

Rozvoj podle i-tého sloupku ziskdme analogicky. O

Definice 2.2.4. Vztah v Laplaceové véteé je Laplaceiv rozvoj podle i-tého rdadku resp.
podle i-tého sloupku.

Priklad.

O = O N
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2.3. Adjungovana matice

Definice 2.3.1. Bud A é&tvercova matice. Oznaéme A matici kofaktort Az Matice

AT je matice adjungovand k matici A a znadi se adj A. Tedy,
adjA=AT.

Priklad. Méjme

a b
A,
N T
Al A} d —c\' d —b
AT 2 _ _
adjd=4 (A% Ag) _<—b a> _<—c a)‘ =

Tvrzeni 2.3.1. Pro libovolnou ctvercovou matici A
detA-E=A-adjA=adjA- A
Je-li A requldarni matice, pak
-1 _ 1
det A
Diikaz. V i-tém tadku a j-tém sloupku matice A - adj A je

(A adj A)} ZA’ AT)k ZAZAJ

adj A.

Pro i = j podle Laplaceovy véty
(A-adjA)! ZA’ ¢ = det A.

Je-li i # j, bud B matice, kterd z A vznikne tim, Ze j-ty fddek nahradime i-tym
fadkem. Potom

(A-adj A Z Al AJ = (B se lisi od A jen v j-tém fadku)
= ZBkBi = (Blic = Bi)
k
= Z Biéi = (podle Laplaceovy véty)
=det B = (B mé dva stejné radky)
=0.

Matice A - adj A je tedy diagonalni a vSechny prvky na diagonéle jsou rovny det A, ¢ili
A-adjA=detA-E.

Rovnost adj A - A = det A - E dostaneme analogicky.
Je-li A regulérni, pak det A # 0, takZe jim mitizeme délit a s pouzitim Tvrzeni [1.4.3]
dostaneme uvedeny vztah. O
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Priklad. Mé&jme regularni matici

A:(g 3).

dostaneme

1 4 -2 —2
-1 _ .
=5 )-8

39
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3. SOUSTAVY LINEARNICH ROVNIC

3.1. Soustavy linearnich rovnic a jejich feseni

Definice 3.1.1. Budte n € N, P pole, ay,as,...,a,,b€ P, 2, 22,... 2" ¢ P. Potom
a1zt + agzr? + -+ apz” =b

je linedrni rovnice nad polem P o n nezndmgjch ', 2%, ..., 2" (nejsou to mocniny, jen
horni indexy). Prvky ai,aqg,...,an,b € P jsou koeficienty.

Uvedenou linearni rovnici miizeme zapsat

n

) —
g a;z? =b.
j=1

Definice 3.1.2. Reseni rovnice
a1zt + asx® + - +apz” =b
je kazda uspotfadana n-tice (&%, €2,...,£") prvki pole P takova, Ze plati rovnost

&'+ agf® + -+ ap" = b,

Pii hledani feSeni rovnice tedy hledame prvky €L €2 .. €™ pole P takové, Ze po
dosazeni &' za x* pro kazdé i € {1,2,...,n} se z rovnice stane rovnost.

Priklad. Necht P je pole realnych ¢isel R.

1-2'+2.2240-2°+4-2° =6

je linearni rovnice o ¢tyfech neznamych x!, 22, 23, x4 ReSeni této rovnice jsou napiiklad

(6,0,1,0), (2,2,7,0), (—4,3,0,1), ale nejsou to zdaleka vSechna feseni. O

Tvrzeni 3.1.1. Bud ax = b linedrni rovnice nad polem P o jedné nezndmé x.
(1) Pokud a # 0, potom ax = b md prdvé jedno veseni, a to & = ba™L.
(2) Pokud a =0 a b# 0, potom ax = b nemd resent.
(8) Pokud a =b =0, potom kazdy prvek pole P je teSenim ax = b.

Diikaz. (1) Dosadime-li ¢ = ba~! za z, dostaneme aé = aba~! = b, takze £ je feSeni.
Na druhou stranu, je-li £ néjaké feseni, tedy aé = b, pak £ = ¢ -1 = £(aa™?) =
(€a)a™! = (a€)at = ba~L Cili kazdé Feseni je rovno ba~! a je tedy jediné.
(2) a (3) Vyplyvé z toho, ze 0 -z = 0 pro kazdé x € P, viz kapitola [6] O

Piiklad. Rovnice 3z = 6 nad polem realnych ¢isel ma jediné feseni 6 - 37! = 2. U

Definice 3.1.3. Budte m,n,i,j € N, i € {1,2,...,m}, j € {1,2,...,n}, P pole, pro
kazdé i, j necht aj,b' € P, zl 22 ..., 2" ¢ P. Potom

air’ + a3z’ + - +apa™ = b

airt +a3x® + -+ aZa" = b

al'z' +ay'x® + - +ala" ="

je soustava m linedrnich rovnic nad polem P o n nezndmyjch x',... x"
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Uvedenou soustavu linearnich rovnic mizeme zapsat

n

al  al al bt T
a? a3 a? b? x?
1 2 n
A= , b= o x=1| .,
m m m m n
al®* aj ay b x

mizeme soustavu linearnich rovnic psat jako rovnici

Az =b.

Definice 3.1.4. Matice A = (aé)an je matice soustavy, b = (b%),x1 je sloupek

pravych stran, © = (2*),x1 je sloupek nezndmsjch. Matice

al a ... a} b
2 2 2 32
_ ai a3 ... a; b
A=
al® ayt ... a)t b

je rozsirend matice soustavy. A se nékdy znaci (A|b) nebo (aé- | b%).

Definice 3.1.5. Reseni soustavy
airt + a3z’ + - +apa™ = bt

ajr' +a32® + -+ aia" = b

a'zt +ay'a® + -+ ala" ="
m lineadrnich rovnic nad polem P o n nezndmych je kazdé usporadand n-tice £ =
(€1,€2,...,&") prvki pole P takova, 7e pro kazdé i € {1,...,m} plati rovnost

ai€' +as® + -+ apg" = b,
nebo pfi maticovém zapisu je to sloupkovéd matice £ = (51 2 .. 5”)T takova, ze
plati rovnost

AE =b.

Souéin Az si mizeme rozepsat

al  al al rl atz! +ala? + - +ala
4 a? ad: ... a2 2’ a?zt + a3x® + -+ aZz”
a® ay ay x" aP'xl + afa? + -+ ala”

1 1 1

ay g O,

2 2 2

ay az an

=zt |+ T+ T =
ay’ ay’ ap’

=2t A} + 2% AG + - + 2" A
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a soustavu Ax = b pak miZeme prepsat

2t A + 22 A+ - 4 2" AS = b
Tedy, soustava linearnich rovnic Az = b ma feSeni pravé tehdy, kdyz existuje linearni
kombinace sloupkt matice A, kterd je rovna sloupku pravych stran b. Koeficienty tako-
vych linedrnich kombinaci tvori jednotliva feseni soustavy.

Jestlize soustava linedrnich rovnic ma néjaké feseni, tj. sloupek pravych stran je
néjakou linearni kombinaci sloupkd matice soustavy, potom hodnost rozsifené matice
soustavy je rovna hodnosti matice soustavy. Jestlize soustava nema feseni, tj. sloupek
pravych stran neni linedrni kombinaci sloupki matice soustavy, potom hodnost rozsifené
matice soustavy je o 1 vétsi nez hodnost matice soustavy.

Mnozina vSech feseni soustavy linearnich rovnic je prinik mnozin vSech feseni jed-
notlivych rovnic soustavy.

P¥iklad. (1) ReSeni linearni rovnice
alxl + a2x2 =b

s realnymi koeficienty o dvou neznamych z', 22 jsou usporddané dvojice (¢1, £2) realnych
¢isel takové, Ze po jejich dosazeni do rovnice za neznamé dostaneme rovnost. Mnozina
vSech feseni takové rovnice je tedy
{(61.€") e R*[arg’ + ag8” = b}

a bereme-li usporddané dvojice jako body v roviné, tato mnozina je

e prazdné, tj. rovnice nema feSeni — pokud a3 =as =0 a b # 0;

e piimka, tj. rovnice ma nekoneéné mnoho reseni — pokud aspon jeden z koeficient

a1, a9 je nenulovy;

e cela rovina, tj. rovnice ma nekonecéné mnoho feseni — pokud a3 = as =b = 0.
Je-li to pfimka prochézejici dvéma body u = (u1,u2),v = (v1,v2) a oznadime-li w =
u — v, muzeme ji zapsat také parametricky

{u+tw]|t € R} = {(u1,u2) + t(wi,we) |t € R} =
= {(u1 + twy, ug +tw2) |t S R}

(2) Mnozina vSech feSeni soustavy linedrnich rovnic o dvou neznadmych je prinik mnozin
vSech feseni jednotlivych rovnic. Takova mnozina je tedy

e prazdnd — pokud bud aspon jedna rovnice nemé feSeni, nebo mnoziny vsech feSeni
dvou rovnic jsou rovnobézné primky, nebo mnoziny vSech feSeni tfi rovnic jsou
pfimky s prazdnym prinikem;

e jednoprvkova — pokud mnoziny vSech feseni dvou rovnic jsou pfimky s jednoprv-
kovym prinikem, jehoZ prvek je feSenim i vSech ostatnich rovnic soustavy;

e primka — pokud to neni celd rovina a vSechny mnoziny vSech feseni jednotlivych
rovnic razné od celé roviny jsou tatdz primka, tedy vSechny rovnice jsou nasobky
jedné z nich;

e celd rovina — pokud vsechny rovnice maji vSechny koeficienty i pravé strany nulové,
tedy a% = a) = b’ = 0 pro kazdé 1.

(3) Reseni linearni rovnice o tfech nezndmych jsou uspoifddané trojice, po jejichz do-
sazeni do rovnice dostaneme rovnost, a bereme-li uspotfddané trojice jako body v troj-
rozmérném prostoru, mnozina vsech feseni je

e prazdna — pokud a1 =azs =a3=0a b # 0;

e rovina — pokud aspon jeden z koeficientu a1, as, ag je nenulovy;

e cely trojrozmérny prostor — pokud a; = a2 = a3 =b=0.

A také rovinu v prostoru mizeme vyjadfit parametricky.
(4) Mnozina vSech feSeni soustavy linedrnich rovnic o tfech nezndmych muze byt
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e prazdnd;

e jednoprvkova;

e primka;

e rovina;

e cely trojrozmérny prostor.
(5) ReSeni linearni rovnice o n nezndmych jsou usporadané n-tice a mnozina vsech
FeSeni je

e prazdni;

e .(n — 1)-rozmérnd rovina“, nazyva se nadrovina v n-rozmérném prostoru;

e cely n-rozmérny prostor.
MnoZina vSech feSeni soustavy linearnich rovnic o n neznamych je tedy pripadné prianik
nadrovin v n-rozmérném prostoru. O

Priklad. (1) Soustava
ol 4222 — 22 =1

—al+ 2?22 =1

20t — 2?4 23 =1
mé pravé jedno feseni, (0,5,0,5,0,5), tj. &8 = &2 = €3 = 0,5. Mnozina vSech Feseni je
{(0,5,0,5,0,5)}.
(2) Mgjme soustavu

r—y=1,

tedy jednu rovnici o dvou neznamgych x,y. Kazda uspofadana dvojice (t,t — 1), kde ¢
je libovolné realné ¢islo, je feseni soustavy, tj. &' = t, €2 =t — 1 pro libovolné ¢t € R.
Soustava mé tedy nekoneéné mnoho feSeni a mnozina vsech feseni je {(¢,t —1)|t € R}.

(3) Soustava

=0
rz=1
nem4 zadné feseni, mnoZina vSech feseni je tedy prazdnd mnoZina (). U

3.2. Gaussova eliminaéni metoda a obecné Feseni

Resit soustavu linedrnich rovnic, tj. hledat mnozinu vsech jejich feseni, je mozné tak,
ze soustavu upravime na takovy tvar, ze kterého vSechna TeSeni vycCteme. Je ovSem
nutné pouzivat pouze takové tpravy, po jejichz provedeni mnozina vSech feseni nové
soustavy je stejnd jako mnozina vSech feseni ptivodni soustavy.

Definice 3.2.1. Ekvivalentni uprava soustavy linedrnich rovnic je tprava, jejiz pro-
vedenim vznikne soustava linearnich rovnic s mnozinou vsech reseni rovnou mnoziné
vSech FeSeni pivodni soustavy.

Soustavy linearnich rovnic, jejichz mnoziny vSech feSeni se vzdjemné rovnaji, jsou
ekvivalentni.

Definice 3.2.2. Elementdrni upravy soustavy linearnich rovnic jsou
(i) pfic¢teni néjakého nasobku jedné rovnice k jiné rovnici,
(ii) vynésobeni nékteré rovnice nenulovym prvkem pole,
(iii) vzajemnd vyména dvou rovnic.
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Ke kazdé elementarni tipravé soustavy existuje elementarni tprava (stejného typu),
kterad soustavu prevede do puvodniho stavu.

Je ztejmé, Ze provedeni fadkové elementarni iipravy rozsirené matice soustavy je totéz
co provedeni obdobné elementarni ipravy soustavy.

Podle nasledujiciho tvrzeni elementarni tpravy jsou ekvivalentni.

Tvrzeni 3.2.1. Elementdrni upravy soustavy linedrnich rovnic jsou ekvivalentni.

Diikaz. Mé&jme soustavu linedrnich rovnic o n neznamjch z',z2,...,2" a bud & =
(61,62, ... €M) jeji FeSeni, tj. pro kazdé i plati rovnost

alél +abe® 4 al gt =0
Zvolme si jednu elementarni pravu, pricteni c-nasobku j-té rovnice k i-té rovnici,

kde i # j (pro zbylé dvé tpravy je dikaz analogicky). Po této tipravé dostaneme novou
soustavu, kterd se od té ptvodni lisi jen v i-té rovnici, ta v nové soustavé je

. 1 . 4 4 .
(ai +cal)x' + -+ (al, + cal)z™ = b" + cb’.
Je zfejmé, ze £ je feSenim i této nové soustavy, protoze je fesenim nové i-té rovnice
i Jy\el i J\en —
(a] +cay)§ + - + (ay, + cal,)§" =
_ (il ien J ¢l Jeny
= (ah€ ++ -+ k") + clal€ + - +afe") =
=b"+ cb’
i v8ech ostatnich, nezménénych rovnic soustavy. To znamené, ze kazdé feseni ptivodni
soustavy je feSenim i upravené soustavy.

Pri maticovém zapisu milzeme tvrzeni dokazat s vyuzitim toho, zZe fadkova elemen-
tarni iprava matice je totéZz co vynasobeni elementarni matici zleva. Upravou soustavy
Az = b dostaneme soustavu QAx = @Qb. Jestlize £ je fesenim ptvodni soustavy, tedy
A& = b, potom QAE = Qb a & je FeSenim i upravené soustavy.

Vzhledem k tomu, Zze upravenou soustavu muzeme prevést na tu ptivodni opét pomoci
jedné z elementarnich dprav, kazdé feseni upravené soustavy je také fesenim ptivodni

soustavy. Celkové tedy mnozina vSech feseni upravené soustavy je rovna mnoziné vSech
feseni puvodni soustavy. O

Tvary soustavy linedrnich rovnic, ze kterych 1ze snadno vy¢ist vSechna feseni soustavy,
jsou ty, jejichz rozsifené matice jsou ve schodovitém a jesté lépe v Gaussové—Jordanoveé
tvaru.

Gaussova elimina¢ni metoda. Radkovymi elementarnimi tipravami upravme rozsi-
Fenou matici soustavy na Gausstv—Jordanuv tvar (stacil by i schodovity). Je zfejmé, ze
pocet nenulovych fadk piislusné upravené matice soustavy neni vétsi nez pocet nezné-
mych, ¢ili pocet sloupkti matice soustavy. Jestlize upravené rozsifena matice soustavy
ma vice (o jeden) nenulovych fadkt nez pfislusnd matice soustavy, soustava (upravena
i piivodni) nema feseni. Jestlize po¢ty nenulovych fadka upravené rozsifené matice sou-
stavy i prislusné matice soustavy se rovnaji r (r < n), tj. rozsifend matice soustavy
a matice soustavy maji stejné hodnosti, pfislusna soustava rovnic (uvaddime jen ty ne-
nulové) je

e 0 +---4 0 _|_cll€r+1xkr+1+..._|_ C#x":dl
l‘k’,«71 _|_ e + 0 + Cz:ilxkr“"l + oo _|_ C:L_ll‘n = dT_l

wk'r + C};r+1xkr+1 NN C;.%'n —d.
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Z posledni rovnice mizeme pomoci 21, ... 2" vyjadFit
kr _ gr r kr+1 ron
7 =d —cp T = —epx
Z predposledni rovnice mtizeme pomoci zFr—1F1 gkl ghetl 0 am yyiddiit
kr—1 _ gr—1 _ r—1 kp—a+1 _ . _ r—1 _k—1__ r—1 k41 __ _ _ _ r—1.nmn
x =d Cp 11T 1T Cp 1T c, x".

Takto miizeme postupovat az k prvni rovnici, ze které vyjadiime z*1 pomoci neznamych
gl ™ kromé o2 L 2k

Ziskdme tak vyjadfeni r neznamych z*1, z%2, ... 2% pomoci n—r nezndmych 2’ s i €
{1,2,....,n} \ {k1, ke,...,kr}. KdyZ za neznamé ', i € {1,2,...,n} \ {k1, ko, ..., Kk},
zvolime libovolné prvky pole P, které pak dosadime do ziskanych vztaht pro neznamé
xF1 g2 b a tyto hodnoty dopocitame, dostaneme Fedeni soustavy Az = b.

Definice 3.2.3. Neznamé x*1, 22, ... 2% 7z pFedchoziho odstavce jsou hlavni (nebo
bdzové nebo bdzické), neznamé z', kde i € {1,2,...,n} \ {k1,ke,...,k }, jsou pa-
rametry (nebo nebdzické neznamé nebo volné proménné) a oznacujeme je po fadé
th ot

Definice 3.2.4. Reseni soustavy linearnich rovnic o n nezndmych, jejiz rozsifend ma-
tice ma hodnost 7, zapsané pomoci n — r parametri je obecné Teseni. ReSeni ziskané
z obecného feSeni libovolnou volbou parametrl je partikuldrni resent.

Je ziejmé, 7ze kazdé TeSeni soustavy linedrnich rovnic lze ziskat z obecného TfeSeni
vhodnou volbou parametri. Takze mnozina vSech feSeni ziskanych z obecného feseni
vSemi moznymi volbami parametri je rovna mnoziné vsech feSeni soustavy a obecné
feSeni reprezentuje vSechna feSeni soustavy.

Piiklad. Mé&jme soustavu
o222 +32% =1
22! + 322 + 423 =1
3rt 4+ 42 + 52° = 1

nad polem realnych ¢isel. Rozsifena matice soustavy je

1 2 31
2 3 41
3 4 5 1
Jeji Gausstiv—Jordaniv tvar je
1 0 -1 -1
o1 2 1
00 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gaussuv—Jordantv tvar reprezentuje soustavu
xt — 23 =1
2 + 223 = 1.
7Z prvni rovnice miZzeme vyjadfit ' pomoci 2>
gt =1+ 23
a z druhé rovnice mtizeme vyjadiit 22 pomoci 3

22 =1-— 223
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Maéme tedy 2 (= hodnost matice) neznamé vyjadieny pomoci jedné (= 3 — 2) nezndmé.
Neznamé z! a 22 jsou hlavni, neznadmé 3 je parametr a miizeme za ni dosadit libovolné
realné ¢islo a hlavni nezndmé dopocitat. Oznacime-li parametr ¢, dostaneme, ze

Et)=(-1+t,1-2t,t), teR,
je obecné Feseni soustavy. Pfi volbé ¢ = 0 ziskdme partikuldrni feseni £(0) = (—1,1,0).
Mnozina vSech feseni soustavy je

{(=1+4+¢t1-2t1t)|t € R}.
Uspotadanou trojici (—1 +¢,1 — 2¢,¢) mtzeme zapsat

(=1+¢t,1—2tt)=(-1,1,0) + (¢, —2t,t) =

=(-1,1,0) + t(1,-2,1)

a mnozinu vsech TeSeni soustavy pak muizeme zapsat

{(-1,1,0) + ¢(1,—-2,1) | t € R},

coz je pfimka v R® prochézejici bodem (—1,1,0), ktery je dan sloupcem pravych stran
soustavy v Gaussové—Jordanové tvaru, se smérovym vektorem (1, —2, 1). Pfi maticovém
zapisu mnozina vSech FeSeni je
—1 1
1 |+t -2 teR 3. O
0 1

Priklad. Mé&jme soustavu
ol 4202 4328 42t =1
2x' + 322 + 423 + 52 =1
3zl 4 42 + 523 +62% =1
4ot + 5% 4+ 625 + 72t =1

nad polem realnych ¢isel. Rozsifena matice soustavy je

Jeji Gausstiv—Jordaniiv tvar je

1 0 -1 -2 -1
0 1 2 3 1
00 o0 0 O
00 o0 0 O

a hodnost matice soustavy i hodnost rozsifené matice soustavy se rovnaji 2. Uvedeny
Gaussuv—Jordantv tvar reprezentuje soustavu

at R e |
22 + 223 + 32% = 1.

3&1'4

Z prvni rovnice mizeme vyjadfit #! pomoci x
zt = 1423 + 227

a z druhé rovnice miizeme vyjadiit 22 pomoci z3 a z*

22 =1-22% — 324
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Maéame tedy 2 (= hodnost matice) neznamé vyjadieny pomoci dvou (= 4 — 2) nezné-
mych. Neznamé z!' a 22 jsou hlavni, nezndmé 23 a z? jsou parametry a mizeme za né
dosadit libovolné realna ¢isla a hlavni neznamé dopodcitat. Oznacime-li parametry t!
a t2, dostaneme, ze

(1, 12) = (—1+tt 4212, 1 — 2tF — 382,41, 42), 11?2 e R,

je obecné feSeni soustavy. P¥i volbé t! = 1,t? = 0 ziskdme partikularni feseni £(1,0) =
(0,—1,1,0), pti volbé t! = 0,t? = 1 ziskdme partikularni feseni £(0,1) = (1,—2,0,1).
MnozZina vsSech feSeni soustavy je

{(—1 4+t + 2621 — 2t — 3t% ¢ ¢ | 1,2 € R}.
Usporadanou étvefici (—1 + 1 +2¢2,1 — 2¢1 — 32 ¢!, 4?) mtzeme zapsat
(=1 4+t 42621 — 21 — 3¢2 1 1?) =
= (—1,1,0,0) + (¢}, —2t1,t*,0) + (2t%, =3t2,0,%) =
= (~1,1,0,0) +t*(1,-2,1,0) + (2, —3,0,1)
a mnozinu vsech TeSeni soustavy pak muizeme zapsat
{(-1,1,0,0) 4+ t1(1,-2,1,0) + t2(2,-3,0,1) | t},#* € R},

pfi maticovém zapisu

-1 1 2

1 1] —2 2| —3 1,2

o [+ T+ S Ry 0
0 0 1

3.3. Frobeniova véta

7 ptedchozich pozorovani a tvrzeni vyplyva nésledujici véta.

Tvrzeni 3.3.1 (Frobeniova véta). Soustava linedrnich rovnic md aspor jedno fesent
praveé tehdy, kdyZ hodnost matice soustavy se rovnd hodnosti rozsirené matice soustavy.

Diikaz. Jestlize soustava Ax = b méa néjaké Feseni, pak sloupek b pravych stran je
linearni kombinaci sloupkt matice A a rozsifenim matice A o takovy sloupek se hodnost
nezméni. Takze matice A a A maji stejné hodnosti.

JestliZe se hodnosti matic A a A rovnaji, a rovnaji se tedy i hodnosti p¥islusnych matic
v Gaussové—Jordanové tvaru, pak pouzitim Gaussovy eliminacni metody a libovolnou
volbou parametri ziskame feSeni soustavy. O

Priklad. (1) Soustava
o222 - 2 =1
—at 2?23 =1
2zt — 224 23 =1
ma matici soustavy

1 2 -1
-1 1 2
2 -1 1
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a rozsifenou matici soustavy

1 2 -11
-1 1 2 1
2 -1 11

Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 3, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. JelikoZ hodnosti jsou rovny poctu neznamych, vSechny neznamé jsou hlavni,
zadna neni parametr a soustava ma pravé jedno feseni.

(2) Soustava
r—y=1
ma matici soustavy

1 -1
a rozsifenou matici soustavy

(1 -1 1).
Jejich hodnosti jsou stejné, obé se rovnaji 1, takze podle Frobeniovy véty soustava ma
feSeni. Jelikoz hodnosti jsou nizsi nez pocet neznadmych, jedna nezndma je hlavni, jedna
neznama je parametr a soustava ma nekonec¢né mnoho feseni.
(3) Soustava

z=0

=1

mé matici soustavy

()

a roz$ifenou matici soustavy

(1)

Hodnost matice soustavy je rovna 1 a hodnost rozsifené matice soustavy je rovna 2,
takze podle Frobeniovy véty soustava nemé feseni. O

3.4. Cramerovo pravidlo

Podle Frobeniovy véty soustava s regularni matici ma feSeni. Podle nasledujici véty
ma praveé jedno reSeni.

Tvrzeni 3.4.1. Bud Ax = b soustava se c¢tvercovou matici A. Potom A je requldrni
prdvé tehdy, kdyzZ Ax = b md prdvé jedno Tesent, a to

£=A"1.

Dikaz. ,=“ Necht A je regularni matice, tedy invertibilni, s maximélni hodnosti. Potom
podle Frobeniovy véty soustava Ax = b mé feSeni. A pro kazdé feSeni & plati A§ = b,
tedy € = A~LAE = A1, &ili FeSeni je jediné.

»,<="“ Necht A neni regularni matice, tedy je singularni, s hodnosti mensi nez pocet je-
jich fadk, ktery se rovna poctu nezndmych. Pokud hodnost rozsifené matice soustavy je
vétsi nez hodnost matice soustavy, soustava nema feseni. Pokud hodnost rozsirené ma-
tice soustavy je stejna jako hodnost matice soustavy, potom v obecném feseni soustavy
vystupuje aspon jeden parametr, za ktery lze dosadit libovolny prvek pole. Vzhledem
k tomu, Ze pole obsahuje vice nez jeden prvek, soustava ma vice nez jedno feSeni. [
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Tvrzeni 3.4.2 (Cramerovo pravidlo). Bud Ax = b soustava s requldrni matici A a Te-

senim £ = (fl £ ... §”)T Pak pro kazdé i € {1,2,...,n}
det A’
kde A; je matice vznikld z matice A vymeénou i-tého sloupku za sloupek pravych stran b:
ai ...aj_; b'oal, ... ap
af ...apy V" oallyy ... ay

Dikaz. Pfi rozvoji podle i-tého sloupku dostavame det A; = > ; flg b. Déle

E=A"1= (adj A) - b= L

det A

det A
a tedy

Zj(AT)é'bj _ > flibj _ Z](flz)fb] _det A;

&= detA  detA  detA = detA’

Tvrzeni miZzeme dokéazat také takto: Je-li £ FeSeni soustavy Ax = b, pak b je linedrni
kombinaci sloupkit A? s koeficienty &1,..., €7, tedy

b=ClAS + A+ + A =) LA
J
a matice A; ma v i-tém sloupku tuto linedrni kombinaci vSech sloupkt matice A. Potom

det A; = det (A5 ... A, b A%, ... A;;):
= det (A7 ... A7, FAT A3, .. Ap) =
=) ddet (A7 ... A7, AS AY, L AY) =
=¢det (A7 ... AT, AP A%, ... A% =
= ¢ det A,
z ¢ehoz dostaneme pozadovany vztah. O

Piiklad. Mé&jme soustavu
w422t - 2P =1
—zl 4 2?4223 =1
20t — 2?4 23 =1

Potom
1 2 -1 1 2 -1
A= | -1 1 2 Air=11 1 2
2 -1 1 1 -1 1
11 1 2 1
Ay =1[-1 1 Az = | -1 11
2 1 2 -1 1
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det A =14 det A1 =7 det A =7 det A3 = 7.

Proto

det A det A det A 7 1

1 2 3 1 2 3

- - - - - - - . \:‘
¢ ¢ ¢ det A det A det A 14 2

3.5. Homogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 3.5.1. Soustava linedrnich rovnic s nulovou pravou stranou je homogenni.

Priklad. (1) Soustava
ol +222 — 22 =0
—at+ 22423 =0
20 — 24+ 23 =0
je homogenni.

(2) Soustava

et — 2?4223 =0
je homogenni.

(3) Soustava

z=0
z=1
neni homogenni. O

Tvrzeni 3.5.1. (1) KaZdd homogenni soustava md tesen.
(2) Kazdda homogenni soustava md nulové Fesent.

(8) Homogenni soustava se ctvercovou matici mad pouze nulové resent pravé tehdy, kdyz
matice soustavy je requldrni.

(4) Homogenni soustava se c¢tvercovou matici ma nenulové teseni praveé tehdy, kdyz
determinant matice soustavy je roven nule.

(5) Homogenni soustava, ve které je méné rovnic nez nezndmych, md nenulové resent.

Diikaz. (1) Existence FeSeni homogenni soustavy vyplyvéa z Frobeniovy véty i z nésle-
dujiciho bodu (2).

(2) Vzhledem k tomu, ze 0-p = p-0 = 0 pro kazdé p z ptislusného pole, viz kapitola@
je ziejmé, Ze homogenni soustava mé nulové feseni.

(3) Vyplyva z Tvrzeni

(4) Tvrzeni je ekvivalentni pfedchozimu.

(5) V tomto pfipadé pti pouziti Gaussovy elimina¢ni metody kladny pocet neznamych
jsou parametry a vhodnou volbou libovolného parametru ziskdme nenulové feseni. [

MnozZina vSech Teseni homogenni soustavy linearnich rovnic mé nasledujici vlastnost.
Tvrzeni 3.5.2. Linedrni kombinace teseni homogenni soustavy je také reseni t€ sou-

stavy. Specidlné, nulovy sloupek je Tesent, soucet Tesent je Teseni a c-ndasobek Tesent je
resent.
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Dikaz. Necht &1,&s, ..., & jsou FeSeni soustavy Ax = 0. Tedy, A&y =0, A& =0,..., A& =
0. Budte a1, as,...,a; € P. Potom

Alorér + aglo + - + o) = 1Ay + Al + - + ap A&, = 0

a linedrni kombinace feSeni je tedy také feSeni soustavy. O

Definice 3.5.2. Fundamentdlni systém reseni homogenni soustavy je takova mnozina
feSeni té soustavy, ktera je linedrné nezavisla a kazdé feseni lze vyjadrit jako linearni
kombinaci feSeni z této mnoziny.

Tvrzeni 3.5.3. Fundamentdlni systém teseni soustavy rovnic Ax = 0 o n nezndmgjch
ma n —rank A prokd.

Diikaz. Obecné feseni £ soustavy Az = 0 o n neznamych je vyjadieno pomoci n—rank A
parametrti t, ..., " 7K A tedy € = £(¢1, ..., t" K A) Provedeme-li n — rank A voleb
parametrt

(... ek Ay — (1.0, ...,0),
(th, ... ek Ay —(0,1,...,0),

(th, ... evrank Ay — (0,000, 1),

dostaneme mnozinu partikularnich feseni
{¢£(1,0,...,0),£(0,1,...,0),...,£(0,...,0,1)},

ktera je linedrné nezavisla a
gt .. ek Ay —4le(1.0,. .., 0)4+126(0,1, ..., 0)+- - Tk AL 0,1),

takZe obecné Teseni, ¢ili kazdé feSeni, soustavy je linearni kombinaci téchto partikular-
nich feSeni. (]

Priklad. (1) Soustava
2t —22=0
ma 2 neznamé, matice soustavy ma hodnost 1, obecné feseni je
§(t) = (t,1), teR,
mnozina vSech feseni soustavy je
{(t,t) |t e R} ={t(1,1)|t € R}
a fundamentalni systém reseni soustavy je napiiklad
[},
(2) Soustava
ot 224222 =0
—at+ 224203 =0
a2t 43272 4+ 62% =0
mé 3 neznamé, matice soustavy ma hodnost 2, obecné feseni je
&(t) =(0,-2t,t), teR,
mnozina vSech Teseni soustavy je

(0, —2t,1) |t € R} = {+(0,~2,1) | € R}
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a fundamentalni systém reseni soustavy je napriklad
{(0,-2,1)}.
(3) Soustava
et — 2?42 =0
ma 3 neznamé, matice soustavy ma hodnost 1, obecné feseni je
) = (' -3t ), P eR,
mnozina vSech TeSeni soustavy je
{(t' =2, ¢4, ¢2) |t 2 € R} = {t'(1,1,0) — t3(—1,0,1) | t}, £ € R}
a fundamentalni systém feSeni soustavy je naptiklad
{(1,1,0),(-1,0,1)}.
(4) Soustava
zt+222 =0
32! + 422 =0
ma 2 neznamé, matice soustavy ma hodnost 2 a soustava mé jediné resSeni, ¢ili obecné
feSeni je
§=1(0,0),
mnozina vSech feSeni soustavy je
{(0,0)}

a fundamentédlni systém Feseni soustavy je ().
(5) Soustava

0z =0

ma 1 neznamou, matice soustavy ma hodnost 0, obecné feSeni je
£t)=t, teR,

mnozina vSech TeSeni soustavy je
{t|te R} =R

a fundamentalni systém feSeni soustavy je napriklad

{1}. O

Poznamka. Je-li {{1,£&2,...,& } fundamentalni systém FeSeni néjaké soustavy, potom
e+ 26+ 417, L. tT e P,

je obecné feseni soustavy a
{te + 26 + -+ 17, |th ¢, ..t € P}

je mnozina vSech feSeni soustavy.

Homogenni soustava rovnic k zadanému fundamentalnimu systému reseni.
Pro libovolnou linedrné nezavislou mnozinu {&1,&s,...,&} C P" existuje homogenni
soustava linearnich rovnic takova, ze {{1, &2, ..., &} je jeji fundamentalni systém FeSeni.
Takovych soustav, vzajemné ekvivalentnich, existuje vice. Uvedeme postup nalezeni
jedné z nich.
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Mnozina {{1, &2, . . ., & } uspofadanych n-tic prvka pole P mé byt fundamentélni sys-
tém feseni soustavy, takze hleddme homogenni soustavu

a%xl—i- a%:c2+~-—i— a

1
n
Azt + adri+- 4+ ala" =0 resp. Az =0

at et a4 4 al T =0

2 z) mé

;- -+, 2" jejiz matice A = (a}

linearnich rovnic nad polem P o n nezndmych z!, x
hodnost n — r. Je tedy potfeba najit vhodné koeficienty aé-.

Jednotlivé uspordadané n-tice £1,&o,...,&, maji byt feSeni soustavy Ax = 0, takze
po jejich dosazeni za = dostaneme 7 - (n — ) homogennich rovnic o celkem n - (n — r)
neznamych a;'., ie{l,....n—r}, j € {1,...,n}. OvSem, pro kazdé k € {1,...,r}
dosazenim &, za x dostaneme A, = 0, coz predstavuje n — r rovnic

Gai+  Gay+-+  &lay =0
&Gai+ Gaz+-+  ar =0

Gap T+ a4+ G =0,

z nichz kazda ma jinych n neznamych al,...,a}, j € {1,...,n — r}, ale vSechny maji
stejné koeficienty 5,1, ..., &, takZe vSechny maji stejnou mnozinu vsech feseni a staci
pro kazdé k € {1,...,r} uvazovat jen jednu rovnici

Gral +&a’ + -+ Ea" =0

2

s neznamymi a',a?,...,a" Dosazenim viech &i,&s,. .., &, tak dostaneme homogenni

soustavu
fla' +&a* + -+ Ea" =0
&a' +&a* + -+ &a" =0

ral +E2a? + o+ Ea" =0

r linedrnich rovnic o n neznamyjch a',a?,...,a" s matici Z, jejiz ¥adky jsou tvofeny

usporadanymi n-ticemi &1, &s, . .., .. Hodnost matice Z je tedy rovna r, fundamentalni
A Foden] 4 ° 1 1 1 2 2 2 n—r _n—r n—r

systém FeSeni méa n—r prvki (aj,a3,...,a,),(a3,a5,...,a5),...,(af" ", a5 ", ... an™")

a toto jsou radky hledané matice A.

P¥iklad. Necht & = (1,2,3,4),& = (4,3,2,1) € R% Najdeme homogenni soustavu
linearnich rovnic nad polem R, jejimz fundamentalnim systémem feSeni je

{61,862}

Hleddme tedy soustavu Az = 0 dvou rovnic o ¢tyfech nezndmych. Sestavime soustavu
=-a=0, kde

al
1 2 3 4 | a?
43 2 1) * 7|8
CL4

[1]
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Tedy,
al +2a® 4+ 3a® +4a* =0
4a' 4+ 3a® +2a® + a* =0.
Fundamentalni systém Tfeseni této soustavy je, napriklad,
{(2,-3,0,1),(1,—2,1,0)}.
Zvolime-li
Ao (a% ai a} ai) _ (2 -3 0 1>
a? a3 a3 a3 1 -2 1 0)°
dostaneme soustavu
x
(2 -3 0 1) NE
1 =2 10 x
x
tedy
2zl — 322 +2'=0
! — 222 + 23 =0.
Potom {(1,2,3,4),(4,3,2,1)} je fundamentalni systém FeSeni této soustavy,
t1(1,2,3,4) +t2(4,3,2,1), t1, 2 eR,
je jeji obecné feseni a
{t*(1,2,3,4) + t2(4,3,2,1) [t},1? € R}

je mnozina vSech Teseni soustavy. U

3.6. Nehomogenni soustavy linearnich rovnic

Definice 3.6.1. Soustava linearnich rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genni. Je-li Ax = b nehomogenni soustava, potom Az = 0 je homogenizovand soustava.

Piiklad. (1) Soustava
st 22— 2P =1
—zt4+ 2?4223 =0
20t — 2? + 23 =3
je nehomogenni.

(2) Soustava

R e |

je nehomogenni. O

Tvrzeni 3.6.1. (1) Pokud nehomogenni soustava linedrnich rovnic md pravé jedno
resent, potom homogenizovand soustava md jen nulove fesent.

(2) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno fesent
pravé tehdy, kdyZ homogenizovand soustava md jen nulové resent.

(8) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic se ¢tvercovou matici md pravé jedno resent
prave tehdy, kdyZ matice soustavy je requldrni.
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(4) Nehomogenni soustava linedrnich rovnic nemd nulové Tesend.

Dikaz. (1) Ma-li soustava pravé jedno feSeni, potom zadna z nezndmych neni parametr
a homogenizovana soustava ma jen nulové reseni.

(2) Vyplyva z predchoziho bodu a z Gaussovy elimina¢ni metody.

(3) Vyplyvé z piedchoziho bodu a z Tvrzeni [3.5.1]

(4) Ziejmé. O

Mnozina v§ech FeSeni nehomogenni soustavy nema vlastnosti uvedené v Tvrzeni[3.5.2]
které mé& mnozina vsSech feseni homogenni soustavy. Totiz, soucet feseni nehomogenni

vvvvvv

feSeni a linearni kombinace feSeni nehomogenni soustavy neni jeji feseni.

Tvrzeni 3.6.2. Necht &, je néjaké Teseni soustavy Az = b. Potom pro kaZdé teseni &
teto soustavy existuje jedin€ resent {o homogenizované soustavy takove, Ze & = &, + &o.

Na druhou stranu, pro libovolné Teseni § homogenizované soustavy je & = &, + &o
resend soustavy Ax = b.

Diikaz. Budte , a § feSeni soustavy. Polozme §y = § — &,. Potom Ay = A({ —&p) =
AL — Ay = b —b = 0. Tedy, & je Teseni homogenizované soustavy a § = & + &p.
Jednoznacénost &y je ziejma.

Je-li A&y =0, pak AL = A(&p + &) = A&y + Ao =b+0=10. O

Dusledek. (1) Ma-li nehomogenni soustava tesent, potom jeji obecné fesent je souc-
tem obecného Teseni homogenizované soustavy a néjakeho partikuldrniho Teseni neho-
mogenni soustavy.

(2) Je-li &, tesent soustavy Ax = b, potom mnoZina vsech Teseni této soustavy je

{& + &0 | o je Teseni homogenizované soustavy Ax = 0} .

Cviceni. Rozdil libovolnych dvou feseni nehomogenni soustavy je feSeni homogenizo-
vané soustavy. O

Priklad. (1) Jedno z FeSeni soustavy
et —2? =1
je (1,0). Mnozina vSech feseni homogenizované soustavy
et — 22 =0
je {(t,t) |t € R}. Mnozina vSech FeSeni nehomogenni soustavy
et —2? =1
je {(1,0)+ (t,t) [t e R} ={(1 + ¢, t) |t € R}.
(2) Soustava
2t +222 =0
3z' +42% =2
mé FeSeni (2, —1). Mnozina vSech FeSeni homogenizované soustavy
zt 4222 =0
3zt +42° =0
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je {(0,0)}. Mnozina vsech feseni nehomogenni soustavy
ot + 222 =0
3t + 42 =2
je {(2,-1) +(0,0)} = {(2, - 1)}.
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4. PoLYyNOMY

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, délitelnost

Definice 4.1.1. Bud P pole, n € N, ag,...,a, € P, x ¢ P. Polynom (mnohoélen)
jedné neurcité x nad polem P je vyraz tvaru

ant"™ + an_12" 1+ - + a1z + ap.

Zde z' jsou mocniny, nejedné se o horni indexy. Mocninu z° klademe rovnu 1 € P,
takze ag = ag-1 = apz’. MnoZinu vSech polynomii neuréité z nad polem P oznaéujeme
Plz].

Prvky ag,...,a, € P jsou koeficienty, a; je i-ty koeficient. Koeficient ag je absolutni
clen.

Polynom se vSemi koeficienty nulovymi je nulovy polynom a oznacujeme ho 0.

Séitance a;z’ s nulovymi koeficienty a; se v zapisu polynomu obvykle neuvadi, ty
s nenulovymi koeficienty se samoziejmé uvadi a neuvedené koeficienty a; jsou tedy
nulové.

Vyjadreni ,polynom nad polem P“ tedy znamenad, ze se jedna o ,,polynom s koefici-
enty z pole P

P¥iklad. 6% + 023 + 322 + 1o+ 6 € R[z], a9 =6, a1 = 1, ag = 3, a3 = 0, ag = 6, pro
1>4a; =0. O

Definice 4.1.2. Polynomy f,g € P[z],
f=ap 2"+ ap_12"1 + -+ a1z + ao,
9 =bmx"™ + by 1z™ 4 bz + by
se sobé rovnayji, jestlize se rovnaji jejich prislusné koeficienty. Tedy,

f =g, jestliZze a; = b; pro vSechna nezaporna celd .

Definice 4.1.3. Stuperi polynomu f = a,2" + ap_12" 1 + - + a1 + ap je nejvétsi
¢islo s takové, ze as; # 0, oznacujeme ho deg f. Koeficient as, kde s je stupen, je
vedouct koeficient polynomu f, oznacujeme ho Ic f.

Pro nulovy polynom neméame definovan ani stupen ani vedouci koeficient.

Ptiklad. Pro f = 62* +322 +z +6jedegf =4 alcf =6. O

Definice 4.1.4. Nulovy polynom a polynomy stupné 0 jsou konstantni, polynomy
stupné 1 jsou linedrni, polynomy stupné 2 jsou kvadratické, polynomy stupné 3 jsou
kubické, polynomy stupné 4 jsou bikvadraticke.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f,g € P[z],
f=ap 2"+ ap_12"1 + -+ a1z + ao,
g =bma™ + by 12™ L b by + by,
oznac¢me p = max{n, m}. Soucet polynomu f a g je polynom f + g € Plz],

f4g="(ap+b)aP + (ap_1+bp_1)xP 1+ -+ (a1 + b1)z + ag + bo.
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Definice 4.1.6. Soucin polynomu f,g € P|x],
f=anz" + an_12" '+ + a1z + ao,
9 =bp@™ + b1+ - 4 bz + by,
je polynom fg € Plz],

n+m

fa=> (> aibja’ =
k=0 i+j=Fk
= apbma" T+

+ (anbm—l + an—lbm)anrmil"’_

+ (agbo + a1by + agbe)x*+
+ (a1bo + aobr)z+
+ agby.
Tedy, pro k € {0,1,...,n+ m} k-ty koeficient polynomu fg je
Z a;b; = arby + ag—1b1 + - - - + arbp_1 + agby.
it+j=k
Je-li naptiklad f konstantni polynom, f = ag, pak
fg = aog = aobmz™ + agbm_12™ " + -+ + agbiz + agby.
Specialné, pokud f = —1, pak

1

fg:_g:_bmxm_bm—lwm_ — - =bix —bo

je polynom opacny k polynomu g.

Priklad. Pro
f =6zt +32% 46, g=2° -2 -z
je
f4+g=06z*+23+ 22—z +6,
fg=6a" — 1225 — 325 — 62% 4 32® — 1222 — 62. U

Tvrzeni 4.1.1. Budte f,g € P[x] nenulové. Potom

(1) fg je nenulovy polynom,

(2) deg(fg) = deg f + degg,

(3) le(fg) =1 f - leg.
Diikaz. Budte f, g nenulové polynomy. Necht deg f = n, degg =m, lcf = a, alcg =
b Jelikoz an, # 0 a by, # 0, také apby, # 0, viz kapitola [6] Oviem, anby, je (n + m)-ty
koeficient soucinu fg, takze fg je nenulovy polynom. Pro k > n + m je k-ty koeficient
roven nule, takze lc fg = anby, =lc f -leg a deg(fg) = n+m = deg f + degg. O

Cviceni. Soudin polynomi je nulovy pravé tehdy, kdyz aspoti jeden z nich je nulovy. O]

Tvrzeni 4.1.2. Budte f,g,h € Plz|. Potom
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(1) f+9=9+f, (5) f-9=9-f,
(2) f+(g+h)=(f+g)+h, (6) f-(g-h)=(f-g)-h,
(3) f+0=f, (7) f-1=Ff,
(4) f+(=f)=0, (8) f-(g+h)y=f-g+f-h
Dikaz. Cvideni. O

Tvrzeni 4.1.3. Necht f,g,h € Plz]|, fg = fh a f #0. Pak g = h.

Dikaz. Jestlize fg = fh, pak f(g—h) = 0 a aspoti jeden z polynomt f a g— h je nulovy.
Podle predpokladu f # 0, takze g — h =0 a g = h. O

Podobné jako v pripadé matic nebo v pfipadé prvka néjakého pole je mozné definovat
inverzni polynom.

Definice 4.1.7. Budte f,g € P[z]. Polynom g je inverzni k polynomu f, jestlize
fg = gf = 1. Inverzni polynom k polynomu f znac¢ime f~!. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzni, je invertibilni. Mnozina vSech invertibilnich prvka P[z]
nebo P se znaé¢i P[x]* resp. P*

Tvrzeni 4.1.4. Invertibilni polynomy jsou pravé nenulové konstantni polynomy (tedy
polynomy stupné 0).

Diikaz. Existuje-li k polynomu f inverze f~!, potom ff~! =1 a oba polynomy f, f~!
jsou nenulové. Déle deg f < deg f + deg f~! = deg(ff~!) = deg1 = 0. TakZe deg f =0
a f je tedy nenulovy konstantni polynom.

Na druhou stranu, pokud f je nenulovy konstantni polynom, mtzZeme ho ztotoznit
s prislusnym prvkem pole, ke kterému diky vlastnostem pole existuje prvek inverzni
a ten zase mizeme ztotoznit s prislusnym polynomem, ktery je tedy inverzni k f. [

Nyni se budeme vénovat délitelnosti polynomu. Teorie délitelnosti polynomi a teorie
délitelnosti celych ¢isel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. Budte f, g € Pz|. Polynom g déli polynom f, jestlize existuje poly-
nom h € P[z] takovy, ze f = gh. Pak také polynom g je délitel polynomu f a polynom
f je délitelny polynomem g. Zapisujeme g | f.

Cviceni. Jestlize g | f a f # 0, pak degg < deg f. O
P¥iklad. (1) z |22 — z, protoze 22 — z = x(x — 1).

(2) x nedéli #2 + 1. Aby x - h byl polynom stupné 2, h musi byt stupné 1, ale pro
jakykoliv polynom h = ajz + ag stupné 1 plati = - h = a;x? + ap. O

Cviceni. (1) Ukazte, ze x — 1 | 2™ — 1 pro kazdé celé n > 1.

(2) Ukazte, zZe relace | je reflexivni a tranzitivni. O

Tvrzeni 4.1.5. Budte f,g,h € Plx].
(1) f1faflo.
(2) Jestlize f | g a g|h, pak f | h.
(3) Jestlize f | g a f | h, pak f | (g+h).
(4) Jestlize f | g, pak [ | (gh).
(5) Jestlize fg | fh a f #0, pak g | h.
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Dukaz. Cviceni. O

Podobné jako v pfipadé celych ¢isel i v pfipadé polynomi existuje déleni se zbytkem
(nebo netplné déleni).

Tvrzeni 4.1.6. Budte f,g € P[z]|, g # 0. Pak existuje pravé jedna dvojice q,r € P[z]
takova, Ze

(i) f=ga+r;
(ii) bud r = 0 nebo degr < degg.
Dikaz. Jestlize f = 0, tak pro dvojici ¢ = 0, r = 0 jsou splnény podminky (i) a (ii).
Predpokladejme, ze f # 0. Polozme gy = 0 a rg = f a definujme rekurzivné

leri
lcg

Ier;

. $degri—degg7 . xdegm—degg .

Qi+1 = ¢i + Ti4l =T — g.

lcg
Potom pro kazdé ¢ plati f = gq; +r; a bud r;11 = 0 nebo degr; 1 < degr;. Proto pro
né&jaké i bud r; = 0 nebo degr; < degg. V takovém piipadé v rekurzi nepokracujeme
a posledni dvojice g;, r; je hledana dvojice g, r.

Jesté je tfeba dokazat jednoznacnost. Predpokladejme, ze pro dvojice q1,71 a g2,72
jsou splnény podminky (i) a (ii). Tedy,

f=9n+r1=gg+r, Cliglqn—q)=ro—r1aglra—mn (1)
r1 = 0 nebo degr, < degg (2)
ro = 0 nebo degrs < deg g. (3)

Kdyby 79 — r1 # 0, tak z vyplyva, ze degg < deg(ra — r1), zatimco z a
vyplyva, ze deg(ro — r1) < degg. Dostavame spor, takze ro —r; = 0, ¢ili 11 = ro.
Vzhledem k tomu, ze g # 0, z g(q1 — q2) = 0 vyplyva, ze 1 —q2 =0, ¢éilli 1 = qo. O

Definice 4.1.9. V pfedchozim tvrzeni ¢ je éastecny podil (podil, je-li r = 0) polynomt
f a g (v tomto pofadi) a r je piislusny zbytek.

Je ziejmé, 7e g | f pravé tehdy, kdyz zbytek pii (¢aste¢ném) podilu polynomu f a g
je roven nule.

Piiklad. Budte f,g € R[z],

f=2>+23+2c+4 a g=z*+az+2

Tedy qo = 0, 79 = f a polynomy q1,...,q4 ar1,...,74 je mozné ziskat pomoci schématu
Ex: 4+§xz) +2r+4): (2P +a+2) = 2° o4+l +75
—(x° + 2= + 2z @
r = —zt +2x+4 q2
—(—at — 2% - 22?) ™
q3
(S —
rg =% 4+ 222 + 2x + 4 a1
—(2® + x4+ 2x)
ry = a2 +4
—(z%+ z+2)

rg =—x+2
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Cili
q =0 r0:$5+2m3+2m+4
@ =1x° ry=—a*+ 2 +4
q2:x3—x2 r2:$3+2$2+2x—|—4
q3:m3—x2+x r3:x2+4
u=2"—2>+z+1 T4 =—2 + 2

a je snadné ovétit, ze f = gq; + r; pro kazdé i € {0,1,2,3,4}.
Jelikoz degry =1 < 2 =degg,

Casteény podil = qu =a2® — 22+ +1 a zbytek r =ry = —x + 2.
Tedy
f=a"4+23 420 4+4=gq+r=(4+2+2) - (@3 —2?+2+1)+(—2z+2). O

‘Deﬁnice 4.1.10. Nenulovy polynom, jehoz vedouci koeficient je 1, je normovany. ‘

Je-li f =ana™ + an_12" '+ -+ 4+ a1 + ag nenulovy polynom s lc f = a, # 0, pak
_ 1 _
fzi :xn+Mn—l+...+ﬂx+@
].Cf an an an

je normovany polynom. Polynomy f, f jsou z hlediska délitelnosti rovnocenné (f | f a
1)
Lemma 4.1.7. Budte f, g normované polynomy takové, Ze f | g a g | f. Potom f = g.

Dikaz. Predpokladejme, ze f | g a zaroven g | f. Potom existuji polynomy p,q € P|z]
tak, ze g = fpa f = gg. Mame f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, ¢ jsou tedy nenulové
konstantni polynomy a 1 =lcg =1lc(fp) =lcf-lep=1-p=p. Takze g = fp=f. O

Relace délitelnosti mezi normovanymi polynomy je tedy navic antisymetricka, cili je
to usporadani a mame uspoiradanou mnozinu vSech normovanych polynomi.

4.2. Nejvétsi spoleény délitel

Definice 4.2.1. Budte f,g € P[x]. Polynom d € P[z] je nejvétsi spolecny délitel
polynomu f, g, jestlize

(1) d| fad]g;

(2) kdyz h € Plz], h | f a h | g, pak h | d;

(3) d je normovany.

Zapisujeme d = D(f, g).

‘Deﬁnice 4.2.2. Polynomy, jejichz nejvétsi spolecny délitel je 1, jsou nesoudélneé.

Piiklad. (1) D(2z,2?) = z.

(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudélné. Oba polynomy jsou stupné 1, proto jejich
délitele jsou stupné bud 1 nebo 0. Linearni délitele polynomu x jsou cx, kde ¢ € P, ale
zaddny z nich neni délitelem x + 1. Spolecné délitele polynomt = a = + 1 jsou tedy jen

nenulové konstantni polynomy a jelikoz nejvétsi spoleény délitel je navic normovany,
D(z,x+1) =1
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(3) Pokud f = g = 0, pak neexistuje jejich nejvétsi spolecény délitel.
(4) Pro f #0 D(£,0) = J. O

Tvrzeni 4.2.1 (Eukleidiv algoritmus). Budte f,g € P[z] nenulové polynomy. Bud
r0,T1,72,73, ... posloupnost polynomi takovd, Ze ro = f, r1 = g a jsou-li zndmy r;, ri11,
pak ;1o ziskame neuplnym délenim polynomu r; polynomem r;41:

Ty = Ti41qi + Tiv2,  bud riza =0 nebo degriio < degriyy.
Potom existuje index N takovy, Ze rny—1 # 0 ary = 0.

Diikaz. Jelikoz deg g = degry > degry > degrs > ... je klesajici posloupnost nezapor-
nych celych &isel, existuje N € N takové, ze ry_1 #0 ary =0. U

Priklad. Budte f,g € R|z],
f=a®+223+22+4 a g=x>+1z+2.

Tedy ro = f, 71 =g a uz vime, ze f = g- (23 — 22 + 2+ 1) + (—z + 2), takze
ro = —x + 2 a q0:x3—x2+x+1.

Délenim polynomu r; polynomem 79

(22 + 24+2): (—24+2)= -2 -3+ L2

)
—(2% — 27) ‘
3r+2
—(—3z —6)
8
dostaneme
r3 =8 a g1 =—x—3.

Délenim polynomu 79 polynomem 73

(—z+2):(8)=-2+2
—(=2)

2
-2
0
dostaneme
0 r 2
Ty = a go = 3 + 3
V tomto pripadé tedy N = 4. O

Tvrzeni 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichZ aspori jeden je nenulovy, existuje
prave jeden jejich nejvétsi spolecny délitel.

Diikaz. Budte f,g € P[x]. Je-li f #0a g =0, D(f,0) = f. Piedpokladejme, Ze f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleidiv algoritmus. Bud N € N takové, ze ry_1 # 0 a ry = 0.

Ozna¢me d = 7ny_1 (normovany polynom). Ziejmé d | ry—1 a d | ry. Je-li d délitel
polynomil r;41 a rjy2, pak je délitel i polynomu r; = 7;11q; + rit+2. Postupné tedy
dostaneme, ze d | r; pro vSechna i € {0,..., N}, véetné d | =g ad|ro=f.

Bud h € Plz| takové, ze h | f =19 a h | g = 1. Je-li h délitel polynomi 7; a r;y1,
pak je délitel i polynomu r;y2 = r; — 7i+1¢;. Takto postupné dostaneme, ze h | r; pro
vSechna i € {0,..., N}, véetné h | ry_1 = d. Tedy, d = D(f, g).

Budte d1, ds nejvétsi spoleéné délitele polynomt. Podle definice nejvétsiho spoleéného
deélitele d; | dy a do | d; a jelikoZ dy,dy jsou normované, d; = da. O
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Priklad. Budte f,g € R|z],
f=a+223+22x+4 a g=x2+z+2.
Uz vime, ze N =4 a r3 =38, ¢ili D(f,g9) =73 = 1. |

Tvrzeni 4.2.3 (Bézoutova véta). Budte f,g € Plx] polynomy, z nichZ asporn jeden je
nenulovy. Pak existuji polynomy u,v € P[z] takové, Ze D(f,g) = fu + gv.

Diikaz. Oznac¢me I = {fu+ gv | u,v € Plx]}. V mnoziné I existuje normovany prvek
minimalniho stupné, ozna¢me jej d. Tedy, d = fu + gv pro néjaka u,v € P[z].

Po déleni se zbytkem dostaneme f = dq + r, kde bud r = 0 nebo degr < degd.
Zarovenr = f —dq = f— (fu+gv)qg = f(1 —uq) +g(—vq) € I. Kdyby r # 0, byl by to
nenulovy prvek I stupné nizsiho nez degd. Takze r = 0 a tedy d | f. Analogicky d | g.

Bud h € P[x] spoleény délitel f a g. Pak h je délitel i polynomu fu + gv = d. Tedy,
d=D(f,9). O

Pomoci Rozsifeného Eukleidova algoritmu lze ziskat nejen D(f,g), ale i polynomy
u,v z predchoziho tvrzeni.

Tvrzeni 4.2.4 (Rozsifeny Eukleidiv algoritmus). Budte f,g € P[x] nenulové poly-
nomy. Budte ro,r1,79,...,TN_1 @ q0,q1,q2, . ..,qN—_3 posloupnosti polynomi z Euklei-
dova algoritmu. Budte

Uy = 1,U1 ZO,U,Q,...,UN_l,

vo =0,v1 =1,v9,...,UN_1,

posloupnosti polynoma takové, Ze u; = uit1q; + Uira @ V; = Vi+1q; + Vg2 pro vSechna

i€{0,...,N —3}. Potom ry_1 = fun—1+ gun—1 a oznacime-li
1 1
= UN-1 a v = UN-1,
lery—1 lery—1

pak D(f,g) = fu+ gv.
Dikaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle predpokladt
ro=1/f, m=g, u =1, uw =0, vp=0, vi=1

aproic {0,...,N —3}

Ti = Tip1qi + Tit2, tedy rip2 =7 — riga16i, (4)
Ui = Uit1qi + Uit2, tedy wit2 = u; — uir1q;, (5)
Vi = Ui+1Gi + Vit2, tedy vit2 = vi — vi11Gi- (6)
Matematickou indukci ukazeme, ze r; = fu; + gv; pro vSechna i € {0,..., N —1}. Plati
ro=f=f-1+g-0=Ff-up+g-wo,
n=g=f0+tg-1=fu+g-v.
Predpokladejme, ze pro néjaké k plati
Tk = fuk + guk, (7)

Tht1 = fUp41 + GUk11. (8)



66 Polynomy

Potom
Thi2 = (podle (4))
=T| = Th41Gk = (podle (7), ()
= fuk + g — (fuk+1 + gUk+1)qk =
= flug — ukt1qr) + 9(Vk — Vkr1qk) = (podle (B)), (6))
= fugt2 + gUkt2

Takze, vztah r; = fu; + gv; plati pro i = 0,i = 1 a kdyz plati pro¢ =k a i = k + 1,
pak plati pro i = k + 2. Z toho vyplyva, Ze plati pro kazdé i € {0,..., N — 1}. Zbytek
tvrzeni je ziejmy. O

Priklad. Budte f,g € R|z],
f=ab+223 +20+4 a g=a>+z+2.
Uz vime, ze D(f,g) =1, N =4,

r0:x5+2x3+2x+4 q0:m3—x2+x+1
rm=al+z+2 qQ=-x—3
ro = —x +2
7"328
UO:1 U():O
up =0 v; = 1.
Dale
Uup = u1qo + U2
1=0-qg0+us implikuje wug =1,
Vg = V1qo + V2
0=1-qo+ v implikuje vy = —qo = —2° + 22 —x — 1,
Ul = u2q1 + u3
0=1-¢1 +us implikuje w3 = —q; = x + 3,

V1 = V2q1 + U3
l1=—q-q+vs implikuje v3=1+qq = —a* —22° +22% — 4z — 2.

Lze snadno ovérit, ze r3 = fus + gvs, a kdyz

3
u—§+§
_ 2t 2 2?2 o 1
R
pak D(f,g) =1= fu+ gv O

4.3. Ireducibilni polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilni nad polem P, jestliZe je sou¢inem dvou nekon-
stantnich polynomtd nad polem P. Polynom je ireducibilni nad polem P, jestlize neni
konstantni a neni reducibilni nad polem P.
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Pro polynom z P[x] oznac¢enim reducibilni, resp. ireducibilni se mysli reducibilni nad
P, resp. ireducibilni nad P.

Je-li polynom f reducibilni a f = g - h, kde g, h jsou nekonstantni polynomy, fika se
také, ze g-h je rozklad polynomu f na soucin polynomi g, h nebo také, ze g-h je rozklad
polynomu f na cinitele g, h.

Priklad. (1) Kazdy polynom stupné 1 je ireducibilni, nebof neni konstantni a sou¢in
dvou nekonstantnich polynomt je polynom stupné aspon 2.

(2) Polynom 22 —1 = (z — 1)(z + 1) je reducibilni nad R. Polynomy z — 1 a x + 1 jsou
ireducibilni nad R. U

Cviceni. Normovany reducibilni polynom je souc¢inem normovanych nekonstantnich
polynomi. U

Tvrzeni 4.3.1. Necht jsou f,g € P|x] normované polynomy, g je ireducibilni a f | g.
Potom bud f =1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilni, pak f = g.

Dikaz. Kdyz f | g, existuje h € P[x] takové, ze fh = g. Jelikoz ¢ je ireducibilni,
pravé jeden z polynomu f, h je konstantni. Je-li normovany polynom f konstantni, pak
f = 1. Je-li h konstantni a fh je normovany polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilni, pak neni konstantni, a zbyva tedy jen f = g. (]

Lemma 4.3.2. Budte g,h1,...,h, € P[z] normované ireducibilni polynomy a necht
g | hi---hy. Pak ezxistuje index j takovy, Ze g = hj.

Diikaz. Ozna¢me d = D(g, hy). Jelikoz d | g a g je ireducibilni, podle Tvrzeni bud
d = g anebo d = 1. Jestlize d = g, pak g | h1 a g = hy. Jestlize d = 1, pak Tvrzeni [4.2.3]

1=gu+ hv
pro vhodné u,v € P[x]. Vynéasobime-li obé strany polynomem hs - - - hy,, dostaneme
ho---hy, =ghg---hyu-+ hihs--- hyv.

Podle predpokladu g | hy - - hy, takZe prava strana je délitelnd g, proto i leva strana
je délitelna g, ¢ili g | hg---hy,. Stejnym postupem ukazeme, ze bud g = hy anebo
g | h3---hy,. Opakovanim tohoto postupu najdeme j, 1 < j < n, takové, ze g = h;. O

Tvrzeni 4.3.3. Kazdy nekonstantni polynom je soucinem konstanty a mormovanych
ireducibilnich polynomi, pricemZz vsechny cinitele jsou urceny jednoznacné az na poradi.

Diikaz. Bud f € P[z] nekonstantni polynom a oznaéme f = ﬁ - f. Je-li f ireduci-

bilni, pak f =1lc f - f. Je-li f reducibilni, pak je sou¢inem normovanych nekonstantnich
polynomt nizsiho stupné. Kazdy z téchto polynomt je také bud ireducibilni nebo re-
ducibilni, ve druhém pripadé je opét soucinem normovanych nekonstantnich polynomt
nizsiho stupné. Opakovanim tohoto postupu po koneéné mmnoha krocich dojdeme ke
kone¢nému poctu normovanych ireducibilnich polynomi. Jejich pocet je shora omezen
stupném polynomu f a jejich souéin je roven f.

Jesté je potfeba dokéazat jednoznaénost. Pfedpokladejme, ze f = g1 -+ gn = h1 -+ him
a vSechny ¢initele jsou normované ireducibilni polynomy. JelikoZ g1 | hy - - hy, podle
piedchoziho lemmatu existuje index ¢ (1) takovy, ze g1 = h(1). Takze rovnost g - - - g, =
hi -+ hy, mUZeme zkratit g1 a na obou stranach rovnosti tedy bude o jednoho ¢initele
méné. Obdobné dostaneme, Ze existuje index ¢(2) takovy, ze g2 = h,(2), a postupné az
ze existuje index p(n) takovy, ze gn = hy(n)-

Navic, n < m, protoze jinak by gp11---gn = 1, coz neni mozné, kdyz vsechny g; jsou
nekonstantni polynomy. A obdobné dostaneme, ze m < n. TakZze n = m. O
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Pi¥iklad. Polynom 22 + 1 je reducibilni nad polem C, protoze 2 + 1 = (z + i) (x — i).
Tentyz polynom je ireducibilni nad polem R, protoze jakykoliv jeho hypoteticky rozklad
2+ 1= (x+&(x+n), &n € R je soudasné rozkladem nad C riznym od 22 + 1 =
(x4 4)(z — i), ve sporu s jednoznac¢nosti rozkladu. O

Dusledek. Bud f € P[z] a budte g1,...,gm € Plx] normované ireducibilni a po dvou
o , . . . oy k k
ruzné, tj. g; # g; proi # j. Jestlize gi* | f, ..., gk | f, pak gll---gszb" | f.

4.4. Koreny a jejich nasobnost

Pro f = apa™ + ap—12" 1+ -+ a17 + ap € Plx] a £ € P, oznaéme

f(€) = an&" + an—1§n71 4+ +arl+ag € P

Tvrzeni 4.4.1. Pro libovolné polynomy f,g € P[z] a libovolny prvek & € P plati
(f+9)(&) =f&)+9(&), (=) =-f&). (f9)&)=F(&g(&)-

Dukaz. Cviceni. O

Definice 4.4.1. Prvek & € P je koten polynomu f € P[z], jestlize f(§) = 0.

Tvrzeni 4.4.2. Necht f € Plx] a £ € P. Potom £ je koten polynomu f prdvé tehdy,

kdyz x — & déli f.

Dikaz. Predpokladejme, Ze £ je kofen polynomu f. Délenim f : (z — &) dostaneme
f=(@—-&q+r, kdebudr=0nebo degr < deg(zx—¢&) =1, ¢li degr =0.

Takze v obou piipadech r je konstantni polynom a 0 = (&) = (& — &)q(&) +r =r. Cili

r=0,f=(x—-¢§qaxz—¢dél f.
Predpokladejme, ze = — £ déli f, tedy f = (z — £)q pro né&jaké ¢q. Potom f(&)

(& —¢€)q(&) =0, ¢ili € je kofen polynomu f.

o

Definice 4.4.2. Necht f € P[z] a £ € P. Pokud ¢ je kofen f, potom polynom x — ¢
je kotenovy c¢initel polynomu f.

Definice 4.4.3. Prvek ¢ € P je k-ndsobny kofen polynomu f € P[z], jestlize (z — &)F
deli £, ale (z — €)F*! nedgli f.

Tvrzeni 4.4.3. Budte &,...,&, € P ruzné koteny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po 1adé ki, ..., k,. Potom

(1) (x = &) (z = &)™ | f;
(2) ki + - +k, <degf.

Dikaz. Cvideni. ]

Tvrzeni 4.4.4 (Zékladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md
aspor jeden koren.

Vsechny znamé dikazy vyuzivaji vysledky matematické analyzy, proto zde dikaz
neuvadime.



Polynomy 69

Dusledek. KaZdy nekonstantni polynom nad polem C ma rozklad na linedrni cinitele.
Korent se zapoctenim ndsobnosti md prdve tolik, kolik ¢ini jeho stupen, a mavzdjem
ruznych kotent md nejvyse tolik.

Ptedchozi diisledek znamena, ze pro kazdy nekonstantni polynom f = a,a"+a,_12" 1+
-+ -+ a1z + ap stupné n s komplexnimi koeficienty existuji ¢isla &1, o, . . ., &, (nemusi byt
po dvou rtznd), pro ktera plati

anx™ + ap 12" a4 ag = an(z — &) (z — &) ... (z —&).
Kazdé z cisel &1,&o,...,&, je kofenem polynomu f.

Tvrzeni 4.4.5 (Vlastnosti kofent (Vietovy vzorce)). Budte f = 2™ +a, 12" 14+
a1z + ag € Clx] a &1,&,...,&, jeho koteny (nemusi byt vSechny rizné). Potom

an-1=—(G +&+ - +&) Z—Z&'
i=1

s = €16+ 6185 -+ E16n 4 Eaby + o+ oy oot 1l =

=) &

ij=1
1<j

an-3 = —(§1&283 + &1&2&a + - - + &1&n—1bn + - - + En—2&n—1&n) =

n
=— > &g
ij,k=1
i<j<k

a1 = (1" Enabno1 H € bnabn oo
&St bn)
ap = (—=1)"&1&2 -+ &n-
Diikaz. Polynom f muzeme rozlozit na soucin jeho kofenovych c¢initelt
"+ ap 1z o bartag=(z— &) (- &)

Po roznasobeni pravé strany porovnanim koeficientti s prislusnymi koeficienty na levé
strané ziskdme uvedené vztahy. O

Ptiklad. Kofeny polynomu 22 — 5z + 6 jsou 2 a 3 a
ap =—(2+43) = -5,
ap = (—1)%-2-3 =6. O

4.5. Polynomy s realnymi koeficienty
Komplexni éisla
Komplexni cislo je cislo a + bi, kde a, b jsou redlna cisla a ¢ je imagindrni jednotka,

¢ili 42 = —1.
Komplexni ¢isla 21 = a + bi, 22 = ¢+ di se rovnaji pravé tehdy, kdyz a = c a b =d.
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Prozi=a+bi, 2o =c+ di
21+ 22 = (a+bi) + (c+ di) = (a+ ¢) + (b + d)i,
21— 22 = (a+bi) — (c+di) = (a —¢) + (b — d)i,
2129 = (a +bi) - (¢ + di) = (ac + bdi?) + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i.

Cislo komplexné sdruzené k ¢islu z = a + bi je ¢islo a — bi a oznacujeme jej z*.

Cvicéeni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi plati

(1) (z7)" =2

(2) z = z* pravé tehdy, kdyz z je redlné éislo,

(3) z+ 2" = 2a, tedy realné ¢islo,

(4) zz* = a® + b?, tedy realné éislo. O

Cviceni. Pro komplexni ¢isla z1, zo plati

(1) (21 + 22)" = 27 + 25,
(2) (z122)* = 2725. O

Cvicéeni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi
(z — 2)(z — 2%) = 2° — 2ax + a® + b*
je polynom s redlnymi koeficienty a pokud z ¢ R, ¢ili b # 0, potom diskriminant tohoto

polynomu je zaporny. O

Polynomy s realnymi koeficienty

Tvrzeni 4.5.1. Je-li £ € C kotenem polynomu s redlnymi koeficienty, potom £* € C je
take korenem tohoto polynomu, a to stejné ndsobnosti.

Diikaz. Nechf f = ap,2™ + ap_12" "1+ -+ 4 a1x + ag je polynom s realnymi koeficienty
a & € C je jeho kofen, ¢ili f(§) = 0. Potom

FE) = an(E)V" +an 1 ()" -+ a1 +ag= (a =a* pro a € R)
= ap (€ +ap 1 (E)H +aiE tag = (a™0" = (ab)")
— (anE")" + (n ) ot (@) F = (0B = (a4 D))
= (an€" + an1" T+t a1 +ag) =
= f(§)"=0"=0.

Na druhou stranu, pokud £* je kofen polynomu f, potom z pravé dokizaného vyplyva,
ze & = (£%)* je také koten.
Takze, je-li £ = a + bi kofen f, potom £* = a — bi je také koren f a
f= (=8 —¢&)h.
Diky tomu, Ze & 4+ £* = 2a a ££* = a® + b? jsou realné &isla,
(=@ —¢&) =" - (§+ &)z +£¢
je polynom s redlnymi koeficienty, a proto h je také polynom s redlnymi koeficienty.
Proto, je-li £ k-nisobny koten f,
f=@-9"=-&",
kde g je polynom s redlnymi koeficienty, jehoz kofenem nejsou ani & ani £*, takze £* je
také k-nasobny koren f. O
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Rozklad normovaného polynomu f s redlnymi koeficienty na ireducibilni ¢initele nad
C tedy obsahuje linearni ¢initele « — a; s redlnymi kofeny «; a dvojice linearnich ¢initelt
z —¢&j, ¢ — & s dvojicemi komplexné sdruzenych kofent &j, &

f=(—a)t - (z—a)r (e - &)z - (2= &) (z - )F
Takze deg f =11+ -+ 1 + 2(k1 + -+ - + ks).
Pokud rozndsobime vsechny dvojice (z — &;), (z — &), dostaneme rozklad polynomu
f na ireducibilni ¢initele nad R, ktery obsahuje linedrni ¢initele © — a; a kvadratické
¢initele 2?2 — (&5 + 45;):6 + ;&5 se zapornymi diskriminanty:

f=@—a)(z—ap)r(@® = (G +E&)z+ &M - (27— (G + &) a+ &)

Cviceni. (1) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné mé aspon jeden
redlny koren.

(2) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty stupné vétsiho nez 2 je reducibilni nad R. O

Cviéeni. Rozlozte polynom z* + 1 na ireducibilni &initele nad C a nad R. O
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou celd ¢isla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.5.2. Budte f = ana™ + an_12"" ' + - + a1 + ag polynom s celociselnymi
koeficienty a p,q nesoudélnd celd cisla. JestliZe g je korenem polynomu f, potom ag je
delitelné p a ay, je délitelné q.
Dukaz. Predpokladejme, ze % je korenem polynomu f, tedy

f(g) = a‘n(g)n + an—l(g)n_l + -+ G;l% + ap = 0.
Vhodnymi tpravami lze ziskat uvedené vlastnosti. Cviceni. U

Disledek. Celociselné koreny polynomu s celociselnymi koeficienty jsou délitele abso-
lutniho clenu.

4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud
f=anz" +an 12"+ +ayx +ap € Clz].
Polynom

' = na,z" ' + (n— l)an,lzcn_2

4. +ay €Cla)

je derivace polynomu f.

Tvrzeni 4.6.1. (1) (f+9)=f"+7,
(2) (f9)'="rfg+1g,
(3) (f*¥) =kf1f".

Dikaz. Cvideni. 0

Tvrzeni 4.6.2. Necht k > 2, f € Clx] je polynom a & € C je jeho k-nasobny koren.
Potom

(1) ¢ je (k — 1)-ndsobny koren f’,
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(2) € je (k — 1)-ndsobny koten nejvétsiho spolecného délitele D(f, f).

Diikaz. (1) Piedpokladejme, ze ¢ je k-nasobny kofen polynomu f, ¢li (z — €)% déli f
a (x — &)1 nedéli f. Pro n&jaky polynom q tedy f = (z — &)*q. Potom

fr=k@- g+ @- 9 =@-" (kq+ (z—&d).

Takze, (z — &)1 déli f/. Kdyby (x — €)* délilo f, potom x — ¢ by délilo kq + (z — £)¢'
a vzhledem k tomu, Ze z — £ déli (z — &€)q’, muselo by = — & délit také kq, tedy i gq.
V takovém piipadé (z — &)**! by délilo f, coZ je spor s predpokladem.

(2) (z — &F 1 je délitel f i f', takze (z — &)*1 | D(f, ). Kdyby (x — £)* délilo
D(f, "), pak by (z — &)* | f ve sporu s pfedchozim bodem. O

Tvrzeni 4.6.3. Budte f € Clz] a £ € C jeho koten. Potom £ je 1l-ndsobny koren
polynomu

f
D(f, f")

Diikaz. Nechf ¢ je k-nasobny kofen polynomu f, tedy f = (z — &)¥q, ale (z — &)F+!
nedéli f, &li z — & nedéli ¢. Podle ptedchoziho tvrzeni D(f, f') = (z — &)*~1r. Takze

€ Clx].

D(f, f") =(z— f)% a jelikoz x — & nedéli ¢, nedéli ani g O

Dusledek. Bud f € C[x].

(1) MnoZina vsech kotent polynomu f/D(f, f') je rovna mnoZiné viech korenii po-
lynomu f.
(2) Vsechny koteny polynomu f/D(f, ') jsou 1-ndsobné.

Dukaz. Cviceni. O

4.7. Hornerovo schéma
Bud f € P[z] a £ € P. Podle Tvrzeni existuje pravé jedna dvojice polynomi
q,r € Px] takova, Ze

(i) f=(@—-8q+r;
(ii) bud r = 0 nebo degr < deg(x — &) = 1.

Takze r je konstantni polynom a f(§) = r.
Je-li f konstantni polynom, potom ¢ = 0 a r = f. Je-li deg f > 1, potom degq =
degf —1. Necht deg f=n>1a

f=anz" + an12" 4+ + asz® + a1z + ag
g=bp 12" L+ bp_ox™ 2+ 4 box® + bz + bo.
Potom,
anx™ + ap 12" gz + a1z + ag =
= (@ — &) (bp12" P bpoz™ 24+ o2 + bz + bo) + 7 =
= by 12" + (bpog — Ebp_1)z" " - (b — Eb)a? 4 (b — Eby)x + (1 — Ebp).
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Kdyz se polynomy vzajemné rovnaji, rovnaji se jejich koeficienty u stejnych mocnin ne-
urc¢ité x. Diky tomu dostaneme soustavu linearnich rovnic s neznamymi b,,_1, ..., b1, bg, 7,

jejiz feseni lze snadno vyjadrit pomoci ay,,...,a1,a9 a &.
an = bp_1 = bn_1=anp
ap-1 = bn—a — Ebp—1 = bn—2 = an—1+ &Ebp—1
Gn_o9 ="bp_3—Eby_o = bp—3 = an—2 + &by_2
az = by — &by = b1 = ag + &by
ay = by — &by = bo = a1 + &by
ag =1 —Eby = r=ag+ &by

bp—1 =an
bp—2=an_1+8&an
bn—3 = ap—2+ é(an—l + fan)

by =az +&(az +&(ag+ -+ {(an—2 + (an—1 +Ean)) - +))
bo = a1 +&(ag +&(ag + - + {(an—2 + {(an—1 +Ean)) - +))
r=ag+&(ar +&(az + -+ E(an—2 + {(an—1+&an))--)).

Pro vypocet je praktické usporadat si koeficienty, jak znamé a,,...,a1,ag, &, tak hle-
dané b,_1,...,b1,bo,r, do tabulky (schématu) tak, ze v prvnim fadku jsou koeficienty
polynomu f, do druhého fadku postupné piseme £-ndsobky vypocitanych koeficientu
polynomu ¢ a do tfetiho faddku napiSeme £ a potom postupné soucty hodnot v prislus-
nych sloupcich v prvnich dvou fadcich, tedy koeficienty polynomu ¢ a také hodnotu

r = f(&)

Qn anp—1 ap—2 a2 ai ag
Ebn_1 Ebp_2 §bo §by §bo

§ an ap—1+Ebn—1 | an—2 +Ebp—2 ag 4+ &ba | ap + &b | ap + by
— bnfl = bn72 = bn73 = bl = bO =T

Takto lze tedy spocitat ¢asteény podil g a zbytek r pti déleni polynomu f polynomem
x — &, ¢ili také f(€) = r, a ovéfit tak, napfiklad, zda £ je kofenem polynomu f.

Navic, Hornerovo schéma lze pouzit pro nalezeni hodnot derivaci polynomu f v bodé
¢ a k prevodu cisla z nedesitkové do desitkové soustavy.
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5. GRUPY

5.1. Binarni operace

‘Deﬁnice 5.1.1. Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X. ‘

Jednd se tedy o zobrazeni, které libovolné dvojici (z,y) prvka z X pfifazuje néjaky
jednoznac¢né uréeny prvek z X. Binarni operace se ¢asto oznacuji symboly *, 4, -, 0 a hod-
nota takového zobrazeni ozna¢eného napiiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto

(2, y))-

Priklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnozina vSech celych nezédpornych ¢isel. Zobrazeni
+: Ny x Ng — Ny, které usporadané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezédpornych ¢isel
prifadi jejich soucet x 4+ y € Ny, je binarni operace na Np.

(2) Soucet a soucin na mnozinach Ny, Z,Q, R, C.

(3) Na mnoziné R? vsech usporadanych dvojic redlnych ¢isel bindrni operace séiténi:
(z1,72) + (y1,92) = (¥1 + Y1, 72 + Y2).

(4) Na konefné mnoziné lze zadat binarni operaci tabulkou. Napfiklad necht X =
{0,1,2} a binarni operace + na X je zadana takto

tedy naptiklad 1+ 2 = 0.

(5
(6
(7
(
(

Mnozina M, (P) matic stejného typu s operaci sou¢et matic.
Mnozina M, (P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci souéin matic.

Mnozina P[x] v8ech polynomi s operaci soucet nebo soucin polynomii.

~— ~— ~— ~—

8

9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu vSech podmnozin mnoziny X. Sjedno-
ceni, prinik a symetricky rozdil mnozin jsou bindrni operace na mnoziné P(X). O

Mnozina XX vsech zobrazeni X — X s operaci o skladani zobrazeni.

Definice 5.1.2. Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,2 € X plati

rx(y*xz)=(r*xy)*z.

Mtizeme tedy psat bez zavorek x * y * z.

Definice 5.1.3. Binarni operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
x,y € X plati

TxY =Y *T.

Priklad. (1) Soucet a sou¢in na mnozinach Ny, Z,Q, R, C jsou asociativni i komuta-
tivni.

(2) Soucet na mnoziné R? je asociativni i komutativni.

3)

(4) Soucin matic na mnoziné M,,(P) je asociativni, ale neni komutativni.
(5)

Soucet matic na mnoziné M, «,(P) je asociativni i komutativni.

Soucet a soufin polynomi na mnoziné P[z] jsou asociativni i komutativni.
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(6) Skladani zobrazeni na mnoziné XX je asociativni. Komutativni je pravé tehdy, kdyz
X je jednoprvkova mnozina (cviceni).

(7) Sjednoceni, prinik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. (]

Definice 5.1.4. Bud * bindrni operace na mnoziné X. Prvek e € X je neutrdini prvek
operace *, jestlize pro kazdy prvek x € X plati

r*e=Tr=exx.

Tvrzeni 5.1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Dukaz. Jsou-li e, es neutrdlni prvky operace *, pak eq = e1 * ea = e3. O

Priklad. (1) Neutralni prvek operace sou¢et na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 0.

(2) Neutralni prvek operace sou¢in na mnozinich Ny, Z, Q,R, C je 1.

(3) Neutralni prvek operace soucet na mnoziné R? je (0,0).

(4) Neutralni prvek operace soucet matic na mnoziné M,,x,(P) je nulovd matice pfi-
slusného typu, tedy 0., xp-

(5) Neutralni prvek operace sou¢in matic na mnoziné M, (P) je jednotkovd matice
prislusného typu, tedy E,.

6) Neutralni prvek operace sou¢et polynomi na mnoziné P[z| je polynom 0.

7) Neutralni prvek operace souéin polynomt na mnoziné P|x] je polynom 1.

9

10) Neutralni prvek operace prunik mnozin na mnoziné P(X) je X.

(
(
(8) Neutralni prvek operace sklddani zobrazeni na mnoziné X X je identita idx.
(9) Neutralni prvek operace sjednoceni mnozin na mnoziné P(X) je (.

(

(

11) Neutralni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je (. O

Definice 5.1.5. Bud * bindrni operace na mnoziné X, e € X jeji neutrdlni prvek.
Prvek x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, ze

THxY=Y*xxT =e€.

Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku z vzhledem k operaci .

Tvrzeni 5.1.2. Kazdy prvek mnoZiny s asociationi bindrni operaci md vzhledem k této
operaci nejvyse jeden inverzni prvek.

Dikaz. Je-li e neutrdlni prvek operace * a jsou-li y;,y2 inverzni prvky k prvku z, pak
Y1 =y1xe=y1x(Txy2) = (Y1 xT) xy2 = e * Yy = ya. U
Inverzni prvek k prvku z se obvykle znaci 2L Pouze u operace + se zna¢i —z a ¥ika
se mu opacny.
Ptimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze

el=e a () 1=u

Priklad. (1) Inverzni prvek k ¢éislu x vzhledem k operaci sou¢et na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opacné —z (pokud v pfislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu z vzhledem k operaci sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je
pievracend hodnota ! (pokud v pfisluné mnoziné existuje).
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(3) Inverzni prvek k dvojici (z,y) € R? vzhledem k operaci soucet je (—z, —y).

(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci soucet matic na mnoziné M, (P)
je opacna matice —A.

(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci sou¢in matic na mnoziné M, (P) je
inverzni matice A~! (je-li A invertibilni).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci sklddani zobrazeni na
mnoziné XX je inverzni zobrazeni f~!, pokud toto inverzni zobrazeni existuje.

(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. O

Piiklad. Na mnoziné {0, 1,2} mé&jme binarni operaci * zadanou tabulkou

Neutralni prvek operace * je 0 a
1x2=2%x1=0 a 2x2=0.

Cili 1 a 2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni to znamena, ze operace * neni
asociativni. A skute¢né, napriklad,

(1%1)*2=2%2=0 zatimco 1% (1%2)=1%0=1. O

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Mnozina G s binarni operaci *: G x G — G je grupa, jestlize
(1) operace * je asociativni,
(2) v mnoziné G je neutrélni prvek operace *,
(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci .

Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativni.

Grupa G s binarni operaci *, neutralnim prvkem e a oznac¢enim inverzniho prvku !
se nékdy zapisuje (G, *, e, ~1), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jedna, nékdy se hovofi jen o grupé G.

Grupa s bindrni operaci ozna¢enou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s bindrni operaci oznacenou - se nazyva multiplikationi.

Ozna¢me Q* = Q\ {0} a obdobné v pfipadech R* C*.

Priklad. (1) Mnozina Z s operaci soucet je grupa. Stejné tak Q, R, C.

2) Mnozina Ny s operaci soucet neni grupa.

w

Mnozina Q* s operaci soudin je grupa. Stejné tak R*, C*, R, (kladné realna ¢isla).

W

Mnozina Z \ {0} s operaci soucin neni grupa. Stejné tak Q, R, C.

Mnozina R? s operaci soucet je grupa.

AN N N N N N/
D Ot
S N e e N N

Mnozina M, «,(P) s operaci soucet je grupa.

3

Mnozina M, (P) s operaci sou¢in neni grupa.

co

Mnozina GL,,(P) invertibilnich matic typu n X n s operaci souéin je grupa (nazyva
se obecnd linedrni grupa).
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(9) Mnozina X s operaci skladani zobrazeni neni grupa.

(10) Mnozina vsSech bijektivnich zobrazeni X — X s operaci skladani je grupa. O

Tvrzeni 5.2.1. Bud (G, *,e, ') grupa. Pak pro libovolnd z,y € G plati:

1 1

(1) Jestlize xxy =e, paky=x"", =y "

(2) (@xy) T =y L xal

Diikaz. (1) Jestlize xxy = e, pak y = exy = z~
druhé rovnost (cviceni).
(2) Plyne z rovnosti z x y * y t xx71 = e a (1). O

1 1

xx*y = ' xe =z L Podobné

Poznamka. Bez predpokladu existence inverze ke kazdému prvku nejde o grupu a im-
plikace v bodé (1) v Tvrzeni nemusi platit, viz nasledujici piiklad (1), ale v né-
kterych piipadech i pfesto plati, viz nasledujici piiklad (2).

Piiklad. (1) Oznaéme I = [0,1] a m&me mnozinu I viech zobrazeni I — I s operaci
skladani a neutralnim prvkem id;. Necht f,g € I’ jsou takova, ze

[ 2z proz€[0,1], 1
f(;g)_{ | proze (L] g(x)—zx proz € I.

Potom sice f o g =1idy, ale

Jz promG[O,%], 1 1 L
(QOf)(a:)—{% prowe[%,l], a f7,¢ " neexistuji.

(2) Mmnozina M, (P) s operaci souéin sice neni grupa, pfesto pro libovolné dvé matice
z

M, (P) bod (1) v Tvrzeni plati, viz Tvrzeni[1.4.3] O

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud (X, x,e, ") grupa, bud Y C X podmnozina takova, Ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 x y2 € Y]
(2) eeY;
(3) jestlize y € Y, pak y~ ! € Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy fikd uzavienost mnoziny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavrenost mnoziny vzhledem k inverzi.

Je-1i Y podgrupa grupy (X, *, e, 1) a je-li ¥y zZeni operace * na podmnozinu Y XY,
pak (Y, *y,e, ~1) je grupa. Ztzeni operace na podmnozinu se obvykle znaci stejné jako
puvodni operace.

P¥iklad. (1) Kazda grupa (X, *,e, ~!) ma podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se na-
zyvajl trividalng podgrupy.

(2) Aditivni podgrupy (Z,+,0,—) C (Q,+,0,—) C (R,+,0,—) C (C,+,0,—).

(3) Multiplikativni podgrupy (Q*-,1,71) c (R*-,1,71) c (C* -, 1,7 1).

(4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*
(5)
(6)

Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*.
Mnozina {(z,2r) € R?|z € R} je podgrupa grupy R? s operaci soucet.
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(7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(z,y) € R?|z,y € R,22+y? < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci soucet. O

Tvrzeni 5.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.
(2) Budte X grupa oY, Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.

Dikaz. Cviceni. 0

Cviceni. Pokud prinik prazdného systému podmnozin mnoziny X je mnozina X, po-
tom prunik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. ]

5.4. Podgrupy aditivni grupy Z

Najdeme vSechny podgrupy aditivni grupy Z = (Z,+, 0, —). Pro celé nezaporné ¢islo
m € Ny oznaCme

mZ ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.

Tvrzeni 5.4.1. MnoZiny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivni grupy Z, a jiné podgrupy
v Z nejsou.

Dikaz. Bud m € Ny libovolné. Ukéazeme, ze mZ je podgrupa. Pro libovolné mk, ml €
mZ plati mk+ml = m(k+1) € mZ, ¢imz je dokazana uzavienost mnoziny mZ vzhledem
ke sc¢itani. Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk € mZ plati —(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ
vzhledem k inverzi (opaénym prvkam).

Bud B C Z libovolna podgrupa grupy Z. Ukézeme, Ze B je rovna nékteré podgrupé
mZ. Jelikoz B je podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). Pfedpokladejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje
kladné ¢islo by € B, bud by = b, nebo by = —b (—=b € B, protoze B je podgrupa).
Oznacme m nejmensi kladné ¢islo v B (v kazdé neprazdné mnoziné kladnych celych
¢isel existuje nejmensi ¢islo).

Dokéazeme, Ze toto ¢islo m je hledané c¢islo, pro néz B = mZ. Nejdrive ukaZeme,
ze mZ C B. Jiz vime, ze 0 € B a m € B. Predpoklddejme, Ze mk € B. Potom
im(k+1) = mk+m € B a diky matematické indukci dostdvame, ze mk € B pro kazdé
k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi v B, a tim je ukézéano, Ze vSechny prvky
mnoziny mZ lezi v B.

Zbyva dokazat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a predpokladejme, ze b ¢ mZ. Pak
existuji q,r € Z takova, ze

b=mg+r a 0<r<m.

Potom r = b — mq = b+ m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coZ je v rozporu
s definici prvku m. Proto b € mZ. O

5.5. Faktorové grupy

‘Deﬁnice 5.5.1. Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského souc¢inu X x X.

Je-li p relace, misto ,(x,y) je v relaci p“ se obvykle fikd ,z je v relaci p s y“ a misto
(z,y) € p se obvykle pise z p y.
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Definice 5.5.2. Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je
(1) reflexivni, tj.  p x pro kazdé z € X,
(2) symetricka, tj. x py implikuje y p x,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje z p z.

Definice 5.5.3. Budte = relace ekvivalence na mnoziné X a z,y € X. Jestlize z = v,
potom z je ekvivalentni y vzhledem k =. MnoZina

{ye X|z=y}
vSech prvkia ekvivalentnich prvku x je tida ekvivalence piislusnd x vzhledem k =,
oznacujeme ji [x]= nebo jen [z], je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jednd, tedy

[zl= ={y e X |z =y}

Definice 5.5.4. Bud = relace ekvivalence na mnoziné X. MnoZina
{[zlz]z € X}

vSech piislusnych trid ekvivalence je faktorovd mnoZina vzhledem k =, oznacujeme ji
X= nebo jen X, je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedna, tedy

Xo = {[z]=|z € X}.

Poznamenejme, ze X je rozklad mnoZiny X, to znamena, 7e mnoziny [z] jsou ne-
prazdné, po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je X.

Definice 5.5.5. Budte X mnozina s bindrni operaci * a = relace ekvivalence na
mnoziné X. Relace = je kongruence na X s x, jestlize plati podminka kompatibility,
¢ili implikace

jestlize x1 = x9 a y1 = y2, pak x1 * Y1 = o * Yo,

nebo ekvivalentné

jestlize [x1] = [x2] a [y1] = [y2], pak [z1 * y1] = [72 * ya].

Tvrzeni 5.5.1. Budte = kongruence na mnoZiné s asociativni bindrni operaci a x,y
invertibilni proky. Pak plati implikace

jestlize x =y, pak x ' =y7!

nebo ekvivalentné zapsdno

jestlize [x] = [y], pak [z7'] = [y"].

Diikaz. Necht x = y. Jelikoz 2 ! =z tay =y !
neme r*xz l=yxz Ltedye=yxaxLay lxe=y"

, z podminky kompatibility dosta-
LyysaLtedyy =2t O

Priklad. (1) Mg¢jme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou pfedpisem: z = y pravé
tehdy, kdy? x, y jsou obé& suda nebo obé licha, tedy Z = {[0], [1]}. Potom = je kongruence,
protoze soucet jakychkoliv sudych ¢isel je sudé ¢islo, soucet jakychkoliv dvou lichych ¢isel
je sudé cislo a soucet jakéhokoliv sudého cisla a jakéhokoliv lichého ¢isla je liché ¢islo.
(2) Méjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou piedpisem: x = y pravé tehdy,
kdy?z x,y jsou obé zdporna nebo obé kladna nebo obé nulové, tedy Z = {[—1],[0], [1]}.
Potom = je relace ekvivalence, plati implikace

jestlize x =y, pak —x = —y,
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ale existuji 1, x2, y1,y2 € Z takova, ze x1 = T2 a y; = Y2, ale x1 +y; # w2 + yo. Cili =
nespliuje podminku kompatibility a neni to tedy kongruence na Z.

(3) Méjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou pfedpisem: = y pravé tehdy,
kdyZ z, y jsou ob& zaporna nebo obé& nezaporné, tedy Z = {[—1], [0]}. Potom = je relace
ekvivalence, ale existuji x,y € Z takova, ze x = y, ale —x # —y. Podle Tvrzeni =
neni kongruence na Z, a nespliuje tedy podminku kompatibility. O

Méme-li kongruenci a t¥idy [z], [y], pak diky podmince kompatibility t¥ida [z * y] je
jednozna¢né urcena tiidami [z], [y], ¢ili nezavisi na konkrétnim vybéru jejich prvka z,y
(reprezentanti). Na mnoziné X tedy muzeme zavést binarni operaci * pfedpisem

[2]x[y] = [z = y]. 9)

Priklad. Méjme grupu (Z, +, 0, —) a kongruenci = danou predpisem: = = y pravé tehdy,
kdyz x,y jsou obé& suda nebo obé liché, tedy Z = {[0], [1]}.

. Eva 7Z mame binarni operaci + definovanou predpisem (9), tedy [z]+[y] = [z + y].
[0]+[0] = [0+ 0] = [2+ 6] = [8 + (—14)] = [0],
[0+[1] = [0+ 1] = [2+ 7] = [(—6) + 11] = [1],
[1]+[0] = [1 +0] = [7 + 6] = [17 + (=2)] = [1],
[1]+1] =141 =[3+13] =[(—7) + 5] = [0]. O

Tvrzeni 5.5.2. Méjme kongruenci na mnoziné X s bindrni operaci . Bud % bindrni
operace na X definovand predpisem (@ Potom
(i) je-li * asociativni, pak % je asociativni;
(i1) je-li e neutrdlni proek *, pak [e] je neutrdlni prvek %;
(iii) je-li x=% inverze k x vzhledem k *, pak [x7!] je inverze k [x] vzhledem k %;
(iv) je-li x komutativni, pak * je komutativni.

Diikaz. (i) Jestlize * je asociativni, potom pro libovolné tiidy [z], [y], [2] € X plati
[z ([yl¥[2]) = [2]¥ly * 2] =

takZe * je asociativni. 3
(ii) JestliZe e je neutralni prvek oparace *, potom pro libovolnou tfidu [z] € X plati
[z]*[e] = [z * €] = [z],
[e]*[x] = [e * 2] = [x],
takze [e] je neutralni prvek operace *.
(iii) Jestlize 2~ je inverzni prvek k = vzhledem k *, pak
)3z ™) = [ 2] = [e],
o3 [2] = [t x 2] = [e],

takze [z7!] je inverzni prvek k [z] vzhledem k operaci .
(iv) Z (9) je ziejmé, ze je-li * komutativni, pak i % je komutativni. O



82 Grupy

Dusledek. Pro kazdou (komutationi) grupu a kaZdou kongruenci na této grupé pri-
slusnd faktorovd mnozina s operaci definovanou predpisem (@ je (komutativni) grupa.

Dikaz. Tvrzeni je jednoduchym dusledkem predchoziho tvrzeni. O

Jelikoz kazdy prvek mmnoziny s asociativni operaci ma nejvyse jeden inverzni prvek,
viz Tvrzeni nebo Tvrzeni ttida [z71] je v takovém pifpadé jednoznaéné

urcena tfidou [z], ¢ili nezévisi na konkrétnim vybéru jejiho prvku z, a proto je korektni

ji oznacovat [z]~L

Definice 5.5.6. Faktorova mnozina s operaci definovanou predpisem @]) z ptredcho-
ziho Dusledku je faktorovd grupa.

Priklad. Mé&jme grupu (Z, +,0,—) a kongruenci danou pfedpisem: z = y pravé tehdy,
kdy? x,y jsou obé suda nebo obé liché, tedy Z = {[0], [1]}.

Na Z méme asociativni binarni operaci : [z]+[y] = [z + ], neutralni prvek operace
+ je [0] a opa¢ny prvek —[z] k prvku [z] je [—z], ¢ili —[0] = [0], —[1] = [-1]=[1]. O

5.6. Zbytkové tridy

Méjme aditivni grupu (Z,+,0,—) a bud m libovolné pfirozené (kladné celé) ¢islo.
Definujme relaci =,,, na Z piedpisem:
T =y, y pravé tehdy, kdyz x — y je celoc¢iselny nasobek ¢isla m
(¢ili m | (z — y) a existuje tedy k € Z takové, ze z —y =km a z =y + km).
Potom =,, je relace ekvivalence (cvi¢eni), prislusné tfidy ekvivalence [i]=  se znadi
[i]m a

(2] ={-2+km|keZ}={...,—2—2m,—2—m,—2, -2+ m, -2+ 2m,...},
(1l ={-1+km|keZ}={...,-1-2m,—1—m,—1, -1+ m,—142m,...},
0], = {km|k e Z} ={...,—2m,—m,0,m,2m, ...},
N]p ={14+km|keZ}={..,1-2m,1—m,1,14+m,1+2m,...},

]

2lm={2+km|kecZ}={...,2—2m,2—m,2,24+m,2+2m,...},
[ilm ={i+km|keZ}={...,i—2m,i—m,i,i+m,i+2m,...},

Proi € {0,...,m—1} tfida ekvivalence [i],, obsahuje praveé ta celé ¢isla z, po jejichz ce-
lo¢iselném déleni éislem m éislo 7 je zbytek. Ttidam [i],, kde ¢ € {0, ..., m—1}, se proto
tiké zbytkové tridy. P1i déleni cislem m vSechny mozné zbytky jsou praveé 0,1,...,m—1,
takze kazdé celé éislo lezi v pravé jedné ze zbytkovych tiid [0, [1]m, - - -, [ — 1] PFi-
slusné faktorova mnozina 2Em se znaci Z,, tedy

Zm = {0, L ms -« -y [m — 1}

Ovérime, zda =, je kongruence na 7Z, ¢ili podminku kompatibility. Pfedpokladejme,
ze [z1]m = [T2]m a [Y1]m = [y2]m. To znamend, ze za € [z1]m a Y2 € [Y1]m, Cili zo2 =
x1 + km, yo = y1 + Im pro vhodnd k,l € Z. Potom xo +yo = 21 + km + y1 +Im =
z1+y1+ (k+0)m € [z1+ y1lm, a tedy [21 4+ y1lm = [22 + yalm-
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Na mnoziné Z,, tedy mame binarni operaci + (znaci se obvykle stejné jako ptvodni
operace) podle @
[#]m + [Ylm = [z + Ylm

a prislusnd faktorova grupa (Z,,+, [0lm, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych
trid modulo m.

Na mnozin€é Z uvazujme operaci -, ktera je asociativni a ma neutralni prvek 1. Ovéfime
podminku kompatibility pro operaci -.

Piedpokladejme, ze [z1]m = [x2]m a [Y1]m = [y2]m. To znamend, ze xo = z1 + km,
y2 = y1 +Im pro vhodna k,l € Z. Potom x2 - y2 = (x1 +km) - (y1 +1Im) = z1y1 + (ky1 +
lx1 + klm)m € [21y1]m, a tedy [z1y1]m = [T2y2]m-

Na Z,, tedy mame i binarni operaci - podle

Podle Tvrzeni operace - na mnoziné Z,, je komutativni, asociativni a ma neut-
ralni prvek [1],,. Faktorova mnozina Z,, s operaci - a neutrélnim prvkem [1],, je komuta-
tivni multiplikativni monoid zbytkovych trid modulo m (monoid je mnozina s asociativni
bindrni operaci a neutrdlnim prvkem). Otézka existence inverzi vzhledem k operaci -
neni tak jednoducha jako v ptfipadé operace +.

Tvrzeni 5.6.1. Prvek [z, € Z,, md inverzi vzhledem k operaci - prdvé tehdy, kdyz x
a m jsou nesoudélnd, tedy jejich nejuétsi spolecny délitel D(xz,m) je 1.

Dikaz. Predpokladejme, Ze [y]n, je inverze k [z],,, tedy [z]m - [y]m = [2Y]m = [1]m. Takze
xy + km = 1 pro vhodné k € Z a kazdy spoleény délitel ¢isel x a m je délitel i cisla 1.
Proto D(z,m) = 1.

Predpokladejme, ze D(x, m) = 1. Podle Bézoutovy véty existuji ¢isla y, k € Z takova,
ze D(xz,m) = xy + km, tedy 1 = zy + km, takze [1],, = [zy]m = [&]m - [Ylm & [y]m je
inverze k [z],. O

Priklad. Necht m = 5. Néasledujici tabulka naznacuje rozloZzeni mnoziny vSech celych
Cisel do péti tFid:

[0]s 5 0 5

s 4 1 6

205 3 2 7

3]s 2 3 8

[4]5 1 4 9
Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky

+ |05 [1s [25 [3]5 [4]s - [0 (s 25 [3]s [4]s

[0]s | [0]5s [1]s [2]5 [3]5 [4]s [0]5 | [0]5 [0]5 [0]5 [O]5 [O]s

s | 15 [25 3]s [4]5 [0]5 resp. [s [[0s (s [2ls [8s [s

25 | [2]5 [3]s [4ls [0]5 [1]5 25 | [0]5 [25 [4]s [1]s [3]s

Bls | Bls [4ls [0]5 [1]5 [2]s Bls | 05 (3815 [1]s [4]5 [2]5

[4]5 | [4]5 [0]s [1]s [2]5 [3]s [4]5 | [0]5 [4]s [3]s [2]5 [l]s5

P¥iklad. Nechf v nékterém roce piipada Stédry den na ttery. Neni-li nasledujici rok
prestupny, potom v ném Stédry den pfipada na stfedu, protoze 365 = 52 -7 + 1, tedy
[365]7 = [1]7. Je-li nasledujici rok piestupny, potom v ném Stédry den piipadd na
¢tvrtek, protoze 366 = 52 - 7 + 2, tedy [366]7 = [2]7. O
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6. OKRUHY A POLE

Definice 6.0.1. MnozZina P se dvémi bindrnimi operacemi + a - je okruh, jestlize
(1) + a - jsou asociativni a komutativni operace,
(2) + ma neutralni prvek, zna¢ime ho 0,
(3) - mé neutrélni prvek rtizny od 0, zna¢ime ho 1,
(4) ke kazdému prvku z existuje inverzni prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné z,y,z € Pplatiz-(y+2)=x-y+x- 2.
Pokud navic
(6) ke kazdému prvku x # 0 existuje inverzni prvek vzhledem k operaci -,

mnozina P s operacemi + a - je pole.

Inverzni prvek k x vzhledem k operaci + se nazyva opacny k = a znaci se —x. Inverzni

prvek k z vzhledem k operaci - se zna¢i z L

Podminka (5) v predchozi definici je distributivni zdkon.

Priklad. (1) Mnoziny Q,R,C s operacemi soucet a soucin jsou pole.

2) Mnozina Z s operacemi soucet a soucin je okruh, ale neni pole.

3) Mnozina Ny s operacemi soucet a soucin neni okruh.

4) Mnozina P[z] s operacemi soucet a soucin polynomi je okruh, ale neni pole.
)

5

(6) Prokazdé m € N mnozina Z,, zbytkovych tfid s operacemi soucet a soucin je okruh.
Totiz, Zy, spliiuje podminky (1)—(4) z definice okruhu podle kapitol a a to, ze
spliiuje i distributivni zédkon (5), lze snadno ovéfit (cviceni).

~~ I~ —~

Mnozina M, (P) s operacemi soucet a sou¢in matic neni okruh.

(7) Okruh Z,, zbytkovych t¥id je pole préavé tehdy, kdyz m je prvocislo (viz Tvr-
zeni [6.0.1]).

Necht P = {0,1} a bindrni operace + a - na P jsou takové, ze

+10 1
010 1 a 0[{0 O
111 0 110 1

Pro operaci + neutralni prvek je 0 a inverzni (opa¢né) prvky jsou —0 =0a —1 = 1.
Pro operaci - neutralni prvek je 1 a inverzni prvek k 1 je 1 (1=! = 1), inverzni prvek k 0
neexistuje. Mnozina {0,1} s témito operacemi je pole.

(9) Necht P ={0,1,2,3} a binirni operace + a - na P jsou takové, ze

+]/0 1 2 3 -]0 1 2 3
0/0 1 2 3 0[{0 0 0 O
111 2 3 0 a 110 1 2 3
212 3 01 210 2 0 2
313 01 2 310 3 21
Potom neutralni prvek operace + je 0, neutralni prvek operace - je 1 a
—-0=0 07! neexistuje
-1=3 11=1
—2=2 & 271 neexistuje
Mnozina {0, 1,2,3} s témito operacemi je okruh, ale neni pole. O

Tvrzeni 6.0.1. Mnozina Z,, zbytkovijch trid je pole pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.
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Diikaz. Podle predchoziho Prikladu @ Zy, je okruh. Cislo 1 neni prvoéislo a Z; neni
pole (cviceni). Bud m > 1. Zbyva ukézat, Ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje
inverzni prvek vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz m je prvocislo.

Predpokladejme, ze ke kazdému prvku [z],, # [0],, existuje inverze. Podle Tvr-
zeni kazdé takové z je nesoudélné s m, tedy m je prvocislo.

Na druhou stranu, je-li m prvocislo, pak kazdé = € Z takové, ze [x],, # [0m, je
nesoudélné s m. Opét podle Tvrzeni [5.6.1] [z],, ma inverzi.

Jiny dikaz tohoto tvrzeni lze nalézt v [?, 3. Pole]. O

Takze, napiiklad, Z4 neni pole. Ctyiprvkové pole ale existuje, viz nasledujici piiklad.

Piiklad. Necht X = {0,1,a,b} a bindrni operace + a - na X jsou takové, ze

+]0 1 a b [0 1 ab
0]/]0 1 a b 0(0 0 0 O
1/1 0 b a a 110 1 a b
ala b 0 1 al0 a b 1
b|b a 1 0 b0 b 1 a
Mnozina X s témito operacemi + a - je pole. O

Poznamka. Bud n libovolné prirozené ¢éislo. Potom existuje n-prvkové pole pravée tehdy,
kdyZ n je mocnina prvoéisla, ¢ili n = p* kde p je prvocislo a k je pfirozené &islo.

Tvrzeni 6.0.2. Bud P okruh. Pak pro libovolné prvky x,y,z € P plati
(i) -0=0;
(ii) x-(—1) = —x;
(iti) - (y—2)=x-y—x- 2.
Dikaz. (i)
z-0=x-04+0= O0=z-0+4(—(z-0)))
=z-0+2-04+(—(x-0)) =
=z-(0+0)+ (—(z-0))
=z-04+(—(z-0))=0

(i)

z+z-(-l)=z-14z-(-1)=z-(14+(-1))=2-0=0
z-(-)+z=2-(-1)+z-1=2-(-1+1)=2-0=0
takze x - (—1) = —x.
(iii) Cviceni. O

Cvicéeni. Dokazte, ze v kazdém okruhu plati:
1) - (=) =1,
2) (—z)-y=z-(-y)=—(z-y) 0

Tvrzeni 6.0.3. Bud P pole a budte z,y,z € P.
(1) x -y =0 prdvé tehdy, kdyZ x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestlizex-y=x-z ax#0, paky = z.
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Dikaz. (1) Jestlize x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzeni i) také z -y = 0.
Necht x - y = 0. Pfedpoklddejme, Ze jeden z prvka x,y je nenulovy, naptiklad = # 0.
Potom s vyuzitim Tvrzeni[6.0.2(i) dostaneme

y:ly:(g}_]‘x)y:x_l(xy):x_l():()

y=1-y= (1=2"""2)
—ztz.y= (z-y==x-2)
=zt 2= (z7t -z =1)
=1l-z=2z (]

Piiklad. (1) V pifkladu (9) méme okruh, v némz 2-2=0a 2-1=2- 3. To ukazuje,
ze predchozi tvrzeni neplati pro okruhy.

(2) Pro okruh P[x] ale predchozi tvrzeni plati, viz kapitolu o polynomech. O

Obdobné jako v kapitole |5| P* oznac¢uje mnozinu P\ {0}.

Je-li P okruh, pak P s operaci + je komutativni grupa. Pro pole mame navic nasle-
dujici tvrzeni.

Tvrzeni 6.0.4. Je-li P pole, pak P* s operact - je komutativni grupa.

Diikaz. Budte z,y € P* tedy © # 0 a y # 0. Podle Tvrzeni [6.0.3(i) = -y # 0, tedy
x -y € P¥ a mnozina P* je uzaviena vzhledem k operaci -. Zbytek tvrzeni plyne z toho,
Ze operace - je asociativni a komutativni, 1 € P* je neutralni prvek, kazdy nenulovy
prvek je invertibilni a piislusné inverze jsou nenulové. U

Stejné jako méme podgrupy grup (a podstruktury dalsich algebraickych struktur),
existuji podokruhy okruhi a podpole poli. Zminime jen podpole.

Definice 6.0.2. Bud P pole. Bud ) C P podmnozina takova, Ze

(1) 0,1 € @;

(2) jelliz,ye Q,pak x+y € Q axy € Q;

(3) je-lli z € Q, pak —z € Q;

(4) jelliz e @,z #0,pak 7! € Q.
Potom @ je podpole pole P.

Aby podmnozina pole byla podpole, musi obsahovat neutralni prvky obou binarnich
operaci, musi byt uzaviena vzhledem k obéma binarnim operacim a musi byt uzaviena
vzhledem k inverzim vzhledem k obéma binadrnim operacim.

Kazdé podpole je pole.

Priklad. (1) Pole Q je podpole poli R a C. Pole R je podpole pole C.

(2) Z neni podpole pole Q, nebot neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci -.

(3) Mnozina {0,1} neni podpole pole Q (a samoziejmé ani R a C), protoze 1+ 1 =
2 ¢ {0,1}. Ackoliv, jak uz vime, na mnoziné {0, 1} 1ze definovat operace soucet a soucin
tak, Ze to je pole. O

Definice 6.0.3. Podpole pole C je ciselné pole.
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7. USPORADANI A SVAZY

7.1. Usporadané mnoziny

Definice 7.1.1. Relace p na mnoziné X je usporddant, jestlize je
(1) reflexivni, tj. x p x pro kazdé x € X,
(2) antisymetricka, tj. z py, y p x implikuje = = y,
(3) tranzitivni, tj. x py, y p z implikuje = p z.

Potom dvojice (X, p) je usporadand mnozina.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X relace = je uspofadani.

(2) (N,<), (Z,<) (R, <), kde < je obvyklé usporadani podle velikosti, jsou usporadané
mnoziny.

(3) Budte X mnozina a P(X) mnozina vSech podmnozin mnoziny X. Inkluze C je
uspofadani na P(X).

(4) Relace | (déli) na mnoziné N (tj. = | y pravé tehdy, kdyz existuje n € N takové,
Ze x -n = y) je usporadani, nazyva se relace délitelnosti. Je zfejmé, ze tato relace je
reflexivni a tranzitivni.

Ukazeme, Ze | je i antisymetricka relace. Pfedpokladejme, ze = | y a y | z, tedy
existuji m,n € N takovéa, ze xm = y a yn = x. Potom xmn = x a jelikoz x #£ 0, mn = 1.
V prirozenych cislech to lze jedin€ tak, ze m=1lan=1.Tedyx =z-1=1y.

Upozorneme, ze obdobné definovana relace délitelnosti na Z neni antisymetricka,
protoze 1 # —1, pfestoze 1 | —1 a —1 | 1 (rovnice mn = 1 ma v celych ¢islech dalsi
feSeni m = —1 an = —1). O

Bud p uspofddani na mnoziné X. Inverzni (opa¢na) relace p~! (tj. relace definované
piedpisem ,x p~!y pravé tehdy, kdyz y p 2“) je také usporadani. Nazyva se dudini
uspordddni. Mame-1i uspofadani <, potom dualni usporadani <~! se oznacuje symbolem
>. Podobné je to se symboly C atp.

Definice 7.1.2. Bud (X, <) uspofddand mnozina, ¥ C X. Relace <y na mnoziné YV’
zadana pfedpisem x <y y < = < y je indukované uspordddni na mnoziné€ Y a znaci
se rovnéz <.

Definice 7.1.3. Prvky x,y usporadané mnoziny jsou srovnatelné, plati-li x < y nebo
y < z. Uspofaddand mnozina je retézec, jsou-li kazdé dva jeji prvky srovnatelné.

Priklad. (R, <), (Z,<) (N, <) jsou fetézce. O

Bud < uspofddani na X. Oznaéme x < y, jestlize x < y a zaroven x # y. Dale
zavedme oznadeni x <y, jestlize x < y a neexistuje z € X takové, ze r < z, z < y. Je-li
x <y, pak fikdme, Ze = je bezprostrednim predchudcem y, nebo y pokryvd x.

Priklad. (1) V mnoziné N s pfirozenym uspofadanim podle velikosti plati 1 < 2 a 1<2,
1 < 3, ale neplati 1 < 3.

(2) V mnoziné N s relaci délitelnosti 6 pokryva 3.

(3) V mnoziné Q vSech racionalnich ¢isel s pfirozenym usporadéanim podle velikosti
neplati z <y pro zadnou dvojici z,y € Q. Pro libovolné x,y € Q takové, ze x < y, plati
z=3r+y)eQar<zz<y. O
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Koneénou usporadanou mnozinu (X, <) mizeme znazornit diagramem. Prvky mno-
ziny X znazornime jako body v roviné. Prvky x,y spliujici x <y vyznacime tak, Ze x
lezi niZe nez y a spojime je useckou.

7 diagramu pak mutzeme urc¢it usporadani mnoziny X: x < y praveé tehdy, kdyz x lezi
nize nez y a existuje zdola nahoru smérujici kone¢na posloupnost na sebe navazujicich
asecek z bodu = do bodu y.

Piiklad. V uspofddané mnoziné Y = {a,b,c,d} s diagra- a b
mem vpravo plati: \\ /
e ddc, c<a, cab, c
e d < a, ale nikoliv d < a,
e prvky a, b nejsou srovnatelné. d O

Definice 7.1.4. Bud (X, <) uspofddand mnozina, ¥ C X. Prvek x € X je
e dolni zdvora mnoziny Y, je-li x <y pro kazdé y € Y;
e horni zdvora mnoziny Y, je-li y < x pro kazdé y € Y.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e ¢,d jsou dolni zavory podmnoziny {a,b},
e podmnozina {a,b} nema zaddnou horni zavoru. O

Definice 7.1.5. Bud (X, <) uspofddand mnozina. Prvek z € X je
e nejmensi (minimdln?) prvek mnoziny X, je-li x <y pro kazdé y € X, v tako-
vém pripadé piSeme x = min X;
o nejuétsi (mazximdlni) prvek mnoziny X, je-li x > y pro kazdé y € X, v takovém
pfipadé piSeme x = max X.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e d je jeji nejmensi prvek,
e jeji nejvétsi prvek neexistuje. U

Cviceni. Kazda usporadand mnozina ma nejvyse jeden nejvétsi prvek a nejvyse jeden
nejmensi prvek. O

Definice 7.1.6. Bud (X, <) uspofddand mnozina, ¥ C X. Prvek x € X je
e infimum mnoziny Y, je-li x nejvétsi prvek mnoziny vsech dolnich zavor mnoziny
Y, v takovém pripadé piSeme z = inf Y,
e supremum mnoziny Y, je-li x nejmensi prvek mnoziny vsSech hornich zavor
mnoziny Y, v takovém pfipadé piseme x = supY.

Priklad. V uspofddané mnoziné Y z predchoziho pfikladu plati:
e mnozina dolnich zavor podmnoziny {a, b} je {c, d}, jeji nejvétsi prvek je ¢, a proto

inf{a, b} = c,
e podmnozina {a,b} nema zadnou horni zavoru, ¢ili mnozina hornich zavor je
prazdna, nemé tedy nejmensi prvek, a proto sup{a, b} neexistuje. O

Cviceni. (1) Kazdd podmnoZina ma nejvyse jedno supremum a nejvyse jedno infi-
mum.



Usporadéani a svazy 91

(2) Jestlize x < y, pak inf{z,y} = = a sup{z,y} = v.
(3) Jestlize inf{z,y} = z, pak = < y.
(4) Jestlize sup{z,y} =y, pak x < y. O

Cviceni. Bud X usporddand mnozina. Supremum prazdné mnoziny je nejmensi prvek
mnoziny X (pokud existuje) a infimum prazdné mnoziny je nejvétsi prvek mnoziny X
(pokud existuje). O

7.2. Svazové usporadané mnoZiny a svazy

Definice 7.2.1. Uspofadana mnozina je svazové usporddand, jestlize kazda jeji dvou-
prvkova podmnozina ma infimum i supremum.

Kazda kone¢nad podmnozina svazové uspordadané mnoziny ma infimum i supremum.
Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X je (P(X),C) svazové uspordadand mnozina,
pfi¢emz pro libovolné YV, Z € P(X) inf{Y,Z} =Y NZ asup{¥,Z} =Y U Z.

(2) (N,]|) je svazové usporddand mnoZina, pficemz inf{z, y} je nejvétsi spoleény délitel
Cisel x,y, sup{x, y} je nejmensi spoleény nasobek ¢isel z,y.

(3) ({1,3,5,6,9,10,12}, ) neni svazové usporadana mnozina.

(4) Kazdy fetézec je svazové uspofdadand mnozina, pficemz inf{z,y} = min{z,y} je
mensi z prvkl z,y, sup{z,y} = max{z,y} je vétsi z prvka z,y. O

Definice 7.2.2. Mnozina X se dvéma binarnimi operacemi A a V je svaz, jestlize pro
kazdé z,y, z € X plati

TNy =yAu, xVy=yVuz, (komutativita A a V)
(xAy)ANz=xzAN(yAz), (xVy)Vz==xV(yVz), (asociativita A a V)
zA(yVe)=uz, zV(yAz) ==z (zdkon absorpce)

Binarni operace A je prisek, binarni operace V je spojent.

Priklad. (1) Pro libovolnou mnozinu X mnozina P(X) s operacemi N a U je svaz.

(2) Mnozina N s operacemi D a N, kde z D y je nejvétsi spoleény délitel éisel z,y a Ny
je nejmensi spolecny nasobek cisel x,y, je svaz.

(3) Mnozina R s operacemi min a max je svaz.

(4) Mnozina {0, 1} pravdivostnich hodnot s operacemi konjunkce a disjunkce je svaz. O

Tvrzeni 7.2.1. Bud (X, A, V) svaz. Pro libovolné x € X plati

r ANz =, xVzr=ux. (idempotentnost N a V)
Diikaz.
rAx = (zdkon absorpce)
=zA(xV(yAx)) = (komutativita V)
=zA((yAz)Vz)= (zdkon absorpce)
=zx.

Druhou ¢ast tvrzeni nechame jako cviceni. O
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Ve svazové usporadané mnoziné X pro kazdé x,y existuji inf{x, y} a sup{x,y} a jsou
jednoznac¢né urcena, proto mizeme na X definovat binarni operace A a V:

z Ay :=inf{z,y}, xVy:=sup{z,y}.
Podle nasledujiciho tvrzeni kazda svazové usporddand mnozina s témito operacemi je
svaz.
Tvrzeni 7.2.2. Svazové usporddand mnoZina X s bindrnimi operacemi N\, x Ny =

inf{z,y}, a Vv, xVy=sup{z,y}, je svaz.

Dukaz. Cviceni.

Asociativita V: Navod: Ukazte, ze x V (y V z) = sup{z,y, 2} = (x Vy) V z. O
Cviceni. Dokaite, ze ©1 Vo V -+ V x, = sup{z1,29,...,z,}. (Vlevo nezalezi na uza-
vorkovani). O

Podle nasledujiciho tvrzeni kazdy svaz je svazové uspoirddand mnozina.

Tvrzeni 7.2.3. Bud (X,A,V) svaz.
(1) Poloime x <p y pravé tehdy, kdyz x Ny = x. Pak <, je uspotaddini na X.
(2) Poloime x <\ y pravé tehdy, kdyz xV y =1y. Pak < je usporaddni na X.
(8) Uspordddni <, je shodné s usporadanim <, a (X,<A) je svazové uspord-
dand mnoZina, pricemz
inf{z,y} =z Ay, sup{z,y}=2xVy.

Dikaz. Cviceni. O

Svazy i svazové usporadané mnoziny tedy mizeme chapat jak jako algebraické struk-
tury tak jako usporddané mnoziny. Usporadani totiz jednoznacné urcuje algebraickou
strukturu a algebraicka struktura zase jednoznac¢né urcuje usporadani.

Bud (X, A, V) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzdjemné
zdméné A a V, proto (X, V,A\) je také svaz. Nazyva se dudlni svaz a znali se X*

Cvicéeni. Ovéite, ze dudlni svaz méa dudlni usporadani. O

Tvrzeni 7.2.4. Bud X svaz. Pro kaZdé x,a,b € X plati
(i) jestlize a <b, pak a Nx < bAx;
(i) jestlize a <b, pakaVx <bVx;
(iii) jestlize x < a, x < b, pak v < a Ab;
(iv) jestlize x > a, x > b, pak x > a V' b.

Dikaz. (i) Necht a < b, pak a Ab = a, nacez (a Nz) A (bAx) =aAbAx=aAx;odtud

tvrzeni. (ii) Cviceni. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviceni). [

Obsahuje-li podmnozina svazu vSechna infima a suprema vsech dvojic svych prvki,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X, A, V) je podmnozina Y C X takovd, ze pro kazdé
zyeYplatizcAyeYaaxVyey.
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Priklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

@] @] )
O
Cviceni. (1) Kazd4 podmnozina fetézce je podsvaz.
(2) Kazda podmnozina svazu, kterd je Fetézcem, je podsvaz. U

Podmnozina svazu muze byt svazem vzhledem k indukovanému usporadéani, aniz by
byla podsvazem.

Priklad. Svaz X a jeho podmnozina Y, kterd je svazem, ale neni podsvazem.

VAN
N

Supremum x Vy y v Y je rtizné od suprema z Vx y v X. U

7.3. Uplné svazy

‘Deﬁnice 7.3.1. Svaz je uplny, ma-li kazda jeho podmnozina supremum i infimum.

Priklad. (1) Kazdy koneény svaz je Gplny a plati inf{z1, za,...,zn} = z1AZ2A. . AZp,
sup{z1,z2,...,xn} =x1 VX2 V...V Iy
(2) Svaz (P(M),C) je uplny. Infima jsou priuniky, suprema jsou sjednoceni.

(3) Svaz (N, <) neni tuplny. Schézi naptiklad supremum celé mnoziny N. O

Kazdy Uplny svaz mé nejvétsi prvek, je to jeho supremum, i nejmensi prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzeni 7.3.1. Bud X uspotddand mnoZzina, jejiz kazdd podmnozina md infimum. Pak
X je uplny svaz.

Dikaz. Staci ukazat, ze kazdd podmnozina méa supremum. Bud Y C X. Oznacme Z
mnozinu vSech hornich zavor mnozZiny Y a polozme s = inf Z. DokaZme, %e s = supY.
Kazdy prvek mnoziny Z je horni zavora mnoziny Y, takze kazdy prvek mnoziny Y
je dolni zévora mnoziny Z. Jelikoz s je nejvétsi dolni zadvora mnoziny Z, tak y < s pro
kazdé y € Y, ¢ili s je zaroven horni zavora mnoziny Y. A kdyz s € Z a soucasné s je
(nejvétsi) dolni zadvora mnoziny Z, je to nejmensi prvek mnoziny Z, ¢ili nejmensi horni
zévora mnoziny Y. O
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Priklad. Predpoklad, ze kazda (i prdzdna) podmnozina mnoziny X md infimum, zna-
mend, ze X ma nejvétsi prvek. Napiiklad (N, <) neni uplny svaz, prestoze kazda ne-
prazdnd podmnozina ma infimum. O

Piiklad. Bud G grupa. Ozna¢me P(G) mnozinu vSech podgrup grupy G. Pak (P(G), Q)
je uplny svaz.

Bud {A,|. € I} € P(G), tedy néjaky systém podgrup grupy G. Potom [,c; A, je
také podgrupa (cviceni), kterd je zaroven inf{A, |t € I} (cviceni). Podle pfedchoziho
tvrzeni je (P(G),C) Gplny svaz. Proto existuje i sup{A, |t € I} a je to prinik vSech
podgrup, které obsahuji vSechny podgrupy A,.

Priklad je zformulovan pro grupy, ale jeho analogie plati i pro jiné algebraické struk-
tury. O

Cvi€eni. Ozna¢me F(X) mnozinu vSech relaci ekvivalence na mnoziné X. Protoze
E(X) € P(X x X), vznikd na E(X) indukované usporadani. Dokazte, ze E(X) je
uplny svaz. O
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&. HOMOMORFISMY

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. Budte (X, *,ex, '), (Y, o,ey, ') grupy. Zobrazeni f: X — Y je
homomorfismus grup, jestlize
(i) pro kazdé x1,x9 € X plati f(z1 * z2) = f(x1) © f(22),
(ii) f(ex) = ey,
(iii) pro kazdé z € X plati f(z71) = (f(z))7~
Znaéise f: (X, x,ex, 1) = (Y, o,ey, ).

Priklad. (1) f2: (Z, +,0,—) — (Z, +,0,—), n — 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud X grupa, X faktorové grupa. Potom zobrazeni X — X, z — [z] (faktorova
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Budte X ={0,1,2,3} aY ={0,1} s binarnimi operacemi + takovymi, ze

+]/0 1 2 3

0/0 1 2 3 +10 1

111 2 3 0 a 010 1

212 3 01 111 0

313 01 2
Potom mnoziny X a Y s témito operacemi jsou grupy. Zobrazeni X —Y,0— 0,1+ 1,
2+ 0, 3 — 1, je homomorfismus téchto grup. O

Tvrzeni 8.1.1. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, 1) grupy. Bud f: X — Y zobrazeni
takové, Ze pro kazdé x1,x9 € X plati f(z1xx2) = f(x1)o f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X7 *76X771) — (Y7 07 eYvil)'

Dikaz. Podminka (i) z definice homomorfismu grup je podle pfedpokladu splnéna.
Ukazme, Ze f(ex) = ey.

flex) = flex)oey =
= flex) o flex) o (flex)) ™' =
= flex xex)o (flex)) ™ =
= flex) o (flex)) ™ =
=ey.

Ukazme, ze f(x™1) = (f(z))~! pro kazdé = € X.
fa™h) o f(z) = fla™ v 2) = flex) = ey,
f@)o fa™h) = flzxa™") = flex) = ev.
Takze f(x~1) je inverze k f(x). O

Cviceni. Bud f: X — Y homomorfismus grup. Ozna¢me

Imf={f(x)|z € X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. O
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Tvrzeni 8.1.2. Budte f: X —Y ag:Y — Z homomorfismy grup. Pak jejich sloZeni
go f: X — Z je homomorfismus grup.

Diikaz. Budte (X, x,ex, 1), (Y, o,ey, 1), (Z, -,ez, ') grupy. Pro kazdé z1,20 € X
plati
(g0 f)(w1*x2) = g(f(z1 % 22)) =
g(f(@1) ¢ fz2)) =
9(f(z1)) - g(f(22)) =
=(go f)(x1)- (g0 f)(2).
Zbytek vyplyva z predchoziho tvrzeni. U

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivni homomorfismus grup je izomorfismus grup. ‘

Tvrzeni 8.1.3. Bud f: X — Y izomorfismus grup. Pak f~':Y — X je izomorfismus
grup.

Diikaz. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, 1) grupy. Inverzni zobrazeni je bijektivni. Pro
libovolné 1, y2 € Y oznac¢me x1 = f~1(y1) a w3 = f~1(y2). Takze f(x1) =1 a f(z2) =
1y2. Potom

F yioya) = FH(f(a1) o fw2)) = fTH(f w1 % 22)) = 21 % 19 =
= M) * f 7 (w2)-
Zbytek vyplyva z Tvrzeni O

Priklad. (1) Kazda identita je izomorfismus.
znacme mnozinu vSech kladnych redlnych cisel. Pa - 1,7%) je grupa
(2) Ozna¢me R, 7 Sech kladngch realnjch é&isel. Pak (R,,-,1,71) je grup
(cvigeni). Zobrazeni exp: (R, +,0,—) — (R4, -,1,71), 2 — e je homomorfismus grup,
protoze pro libovolné z,y € R plati exp(z + y) = e*¥ = e%e? = (expx) - (expy). Tento
homomorfismus je bijektivni, tedy i izomorfismus.
Inverzni izomorfismus je logaritmus

In: (R+7 '717_1) - (Ra +,0, _)' Ol

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus X — Y.
Zapisujeme X =Y.

Tvrzeni 8.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z plati
(i) X = X (reflexivita),
(ii) jestlize X 2Y, pak' Y = X (symetrie),
(iii) jestlize X 2 Y oY =2 Z, pak X = Z (tranzitivita).

Dikaz. Cvideni. 0
P¥iklad. (R, +,0,—) = (R, -,1,7!). Pro libovolné a € R, ,a # 1, zobrazeni R — R,
x + a® je izomorfismus (R, +,0,—) — (R, -, 1,71). Ovéite. O

Cviéeni. Bud h: X — Y homomorfismus grup.
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(1) Ukazte, ze relace ~ zadana predpisem
xT1 ~ Ty & h(l‘l) = h(wg)

je kongruence na grupé X.
(2) Ukazte, ze faktorova grupa X podle kongruence ~ je izomorfni podgrupé Im h.
Névod: X — Imh, [z] — h(z). O

8.2. Homomorfismy a izomorfismy poli

Definice 8.2.1. Budte P, ) pole. Zobrazeni f: P — Q je homomorfismus poli, jestlize
(i) pro kazdé py,ps € P plati f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),

)
(iii) pro kazdé p € P plati f(—p) = —f(p),
(iv) pro kazdé p1,ps € P plati f(p1 - p2) = f(p1) - f(p2),
)
)

(vi) pro kazdé p € P, p # 0, plati f(p~') = (f(p)) ™~

O zobrazenich poli plati nasledujici tvrzeni obdobné Tvrzeni o zobrazenich grup.

Tvrzeni 8.2.1. Budte P,Q pole. Bud f: P — Q zobrazeni takové, Ze pro kazdé p1,ps €
P plati
(i) f(p1+p2) = f(p1) + fp2),
(it) f(p1-p2) = f(p1) - f(p2),
(iii) f(1) # 0.
Pak f je homomorfismus poli P — Q.

Dukaz. Cviceni. O

Definice 8.2.2. Bijektivni homomorfismus poli je izomorfismus poli. Pole jsou izo-
morfni, jestlize mezi nimi existuje izomorfismus.

Piiklad. Dvouprvkové pole {0,1} je izomorfni s polem Zs. Izomorfismem je zobrazeni
00— [0]2, 1— [1]2. O

8.3. Izotonni zobrazeni, homomorfismy a izomorfismy svaza

8.3.1. Izotonni zobrazeni a izomorfismy usporadanych mnoZin

Definice 8.3.1. Budte (X, <), (Y, <) uspofddané mnoziny. Zobrazeni f: X — Y je
1zotonni, jestlize plati implikace
z<y= f(z) < f(y)

Je-li zobrazeni f bijektivnia fi f~! jsou izotonni, pak f je izomorfismus uspoiddangch
mnozin a usporadané mnoziny (X, <), (Y, <) jsou izomorfni.

Priklad. Identické zobrazeni id: (N,|) — (N, <) je izotonni. Skutec¢né, jestlize a | b,
pak b = na pro néjaké n € N, ale n > 1, a proto b = na > a.

Inverzni zobrazeni id: (N, <) — (N, |) neni izotonni, protoze neplati implikace z <
y = x | y (napfiklad 2 < 3, ale 21 3). O
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Priklad. Budte X =Y = {0, 1} s uspofadanimi a zobrazenim f podle obrazku:

1
X f | Y

0——0

Tedy f: X — Y je identické zobrazeni. Pak f je izotonni bijekce, jejiz inverze f~! neni
izotonni. O

Cviceni. SloZeni izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni. O

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svazu

Definice 8.3.2. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy. Zobrazeni f: X — Y je homomor-
fismus svazi, jestlize pro kazdé z1,x0 € X

flr Nag) = f(x2) A f(x2)
f(@rVag) = f(z1) V f(z2).

Tvrzeni 8.3.1. KaZdy homomorfismus svazi je izotonni zobrazend.

Dikaz. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy, f: X — Y homomorfismus a z1, 22 € X takové,
ze v1 < x9, tedy 1 A w3 = x1. Potom f(z1) A f(x2) = f(z1 A 22) = f(21), tedy
f(z1) < f(22). O

Izotonni zobrazeni svazt vSak nemusi byt homomorfismus svazi:

Priklad. Bud f zobrazeni podle obrazku:
zVy o

LN
N

AN o

\o

Pak f je izotonni zobrazeni svazi, ale neni homomorfismus svazi, protoze

f@)V fly) = fly) # f(xVy). O

‘Deﬁnice 8.3.3. Bijektivni homomorfismus svazi je izomorfismus svazi.

Cvicéeni. Bud f zobrazeni svazii. Dokazte, ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) f je izomorfismus uspofadanych mnozin;
(2) f je izomorfismus svazi. O
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9. VEKTOROVE PROSTORY

9.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Vektor je bézné znazornovan v roviné nebo v prostoru jako orientovana usecka (Sipka),
kterd méa pocateéni bod a koncovy bod. Pokud je mozné jeden takovy vektor prevést na
druhy takovy vektor rovnobéznym posunutim, rika se, ze tyto dva vektory jsou totozné
nebo ekvivalentni, nebo Ze jsou to dvé umisténi jednoho vektoru. Takové vektory se
s¢itaji pomoci pravidla rovnobézniku a nasobi se redlnym c¢islem tak, Ze Sipka se prislusné
prodlouzi nebo zkrati a pri nasobeni zapornym c¢islem navic zméni smér na opacny.

Obecné definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorovy prostor nad
néjakym polem jako mnozinu s operaci s¢itani a s nasobenim prvkd mnoziny prvky
pole s takovymi vlastnostmi, které umoznuji predstavu vektoru jako Sipky a predstavu
s¢itani vektori a nasobeni vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v predchozim odstavci.

Definice 9.1.1. Bud V neprdzdnd mnozZina, P pole. Vektorovy prostor V nad polem
P je mnozina V spolu s binarni operaci +: V x V — V, (u,v) — u + v, a zobrazenim
< PxV =V, (p,v) — p-v, takovymi, ze

(1) pro kazdé u,v,w € Vplati (u+v) +w =u+ (v + w),

(2) existuje 0 € V takovy, ze pro kazdé v € V plati v+ 0 = v,
(3) pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) =0,
(4) pro kazdé u,v € Vplati u+ v =v+u,
(5) pro kazdé v € Vplati 1-v = v,
(6) pro kazdé p,q € Pav e Vplati (p-q)-v=p-(q-v),
(7) pro kazdé p,g e Pav e Vplati (p+¢q)-v=(p-v)+ (¢-v),

(8) pro kazdé p € Pau,v € Vplatip- (u+v) = (p-u)+ (p-v).
Prvky mnoziny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaldry. Binarni operace + je scitdni,
zobrazeni - je ndsobeni skaldrem, vektor 0 € V je nulovy vektor nebo nula, vektor —v
je opacny vektor k vektoru v.

)
6
7

Podminky (1)—(8) jsou aziomy vektorového prostoru. Podminky (1)—(4) znamenaji,
ze V s operaci + je komutativni grupa.

Jelikoz kazdé binarni operace mé nejvyse jeden neutrdlni prvek, ve vektorovém pro-
storu existuje jediny nulovy vektor. Obdobné, jelikoz kazdy prvek méa vzhledem k asoci-
ativni binarni operaci nejvyse jeden inverzni prvek, ke kazdému vektoru existuje jediny
opacny vektor.

Nasobeni skaldrem -: P xV — V| (p,v) — p-v, neni bindrni operace (neni-li P = V),
ale nazyva se vnéjsi operace, a misto p - v se ¢asto pise jen pv. Binarni operace se nékdy
nazyva vnittni operace.

Vektorovy prostor nad polem R, nebo C je redlng, resp. komplexni vektorovy prostor.

Priklad. (1) Vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmérné i trojrozmérné,
kde vektor je tfida ekvivalentnich Sipek a je reprezentovan jednotlivymi sipkami, jak je
uvedeno v prvnim odstavci této kapitoly.

Nulovy vektor je reprezentovan degenerovanou tseckou nulové délky. Vektorovy pro-
stor v roviné resp. prostoru zna¢ime E? resp. E°.
(2) Bud V jednoprvkovd mnozina, P pole. Jediny prvek mnoziny V ozna¢me 0 a po-
lozme 0+0 =0, =0 =0 a p-0 = 0 pro kazdé p € P. Dostavame vektorovy prostor
nazyvany nulovy prostor nebo trividlni prostor.
(3) Kazdé pole je vektorovy prostor nad sebou samym. Polozime-li v definici vektoro-
vého prostoru V' = P, budou vSechny axiomy vektorového prostoru disledky axiomt
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pole (ovéite). Ziskdvame tak napiiklad vektorovy prostor R nad R, vektorovy prostor
C nad C, vektorovy prostor Q nad Q a vektorovy prostor Zy nad Zs.

(4) Kazdé pole je vektorovy prostor nad libovolnym svym podpolem. Jediny rozdil
oproti predchozimu piikladu spociva v tom, Ze nasobeni skaldrem je dovoleno jen pro
skalary z podpole.

(5) Bud n € N, P pole. Na mnoziné P" vSech uspofadanych n-tic prvkd P zavedme
s¢itani a nasobeni skalarem predpisem

(u1,u2, ... un) + (v1,v2,. .., vn) = (U1 + V1, Uz + V2, .., Up + Vp),

p(u1>u2> cee 7un) = (pu1>pu27 cee 7pun)
Vznika vektorovy prostor P nad polem P (ovéite). Napiiklad fadky a sloupky matic
jsou prvky takovych vektorovych prostori.
(6) Vektorovy prostor P" nad podpolem @ C P.

(7) Vektorovy prostor matic typu m x n nad polem P s operacemi séitani a néso-
beni skalarem. Znaci se P™*" nebo M p,xn(P) (resp. M., (P) nebo gl(m, P) v piipadé
¢tvercovych matic).

(8) Vektorovy prostor polynomt stupné nejvyse n nad polem P s operacemi s¢itani
a nasobeni skalarem.

(9) Vektorovy prostor polynomii nad polem P s operacemi s¢itani a nasobeni skalarem.
(10) Vektorovy prostor vSech feseni homogenni soustavy rovnic.
(11) Bud X mnoZina, P pole. Na mnoziné PX viech zobrazeni X — P zavedme s¢itani
a nasobeni skaldrem piedpisem

(1w 0)(&) = u(@) + v(2),

(pu)(z) = p - u(z).
Vznika vektorovy prostor P~ nad polem P (ovéite). Specialni piipady jsou mnozina
vsech funkci z R do R, mnozina vSech spojitych funkci na R, mnozina diferencovatelnych
funkeci na R, mnozina v8ech spojitych funkei na intervalu [a, b]. O

Tvrzeni 9.1.1. Bud'V vektorovy prostor nad polem P. Pak pro kaZdé u,v € V, p,q € P
platt
(i) 0-v =0,
(ii) (~1) v = v,
(iti) (p—q)-v=p-v—q-v,
(iv) p-(u—v)=p-u—p-v,
(v) Je-lip-v=0, pak bud p =0 nebo v =0.

Dikaz. Cviceni. 0

9.2. Linearni kombinace, generatory, linearni nezavislost

Bud V vektorovy prostor nad polem P.

Definice 9.2.1. Budte n € N, v1,v9,...,v, € Vaph,p?,...,p" € P. Linedrni kombi-
nace vektort vy, va, ..., v, s koeficienty p',p?,...,p" je vektor

pror + pPug + -+ po, € V.

Linedrni kombinace prdzdné mnoziny je nulovy vektor 0 € V.
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Priklad. (1) Soucet vektoru u, v je jejich linedrni kombinace s koeficienty 1, 1. Opacény
vektor k v je jeho linedrni kombinace (skalarni nasobek) s koeficientem —1:

u+v=1-u+1-v, —v=(-1)-v.

(2) Linearni kombinace vektoru 1,6 € R s koeficienty 3,1 € Rje3-1+1-6=09.
(3) Linearni kombinace vektori (1,2,0),(2,3,1) € R? s koeficienty —3,2 € R je

(—3)-(1,2,0) +2-(2,3,1) = (1,0,2). O

Definice 9.2.2. Bud U C V. Linedrni obal mnoZiny U je mnozina [U] vSech linearnich
kombinaci kone¢né mnoha vektortt mnoziny U. Pro U = {uj,ug,...,u,} je

[U] = [ui,uz,...,un] = {p1u1 + pPug + - - - + p"uy| plp?... ph e P}.

Linearni obal prazdné mnoziny je [#] = {0} C V.

Definice 9.2.3. Mnozina {v1,va,...,v,} C V generuje V, je-li kazdy vektor v € V
linearni kombinaci vektort wvy,wve,...,v,, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V
existuji skalary pl',p?,...,p" € P takové, ze v = plv; + p?va + - - + p"up, to jest,
jestlize [vi,va,...,vp] = V.

V takovém piipadé také {vq,ve,...,v,} je mnoZina generatori prostoru V nebo vek-
tory vi,vs,...,v, € V generuji V nebo V je generovdn vektory vi,ve, ..., Un.

Pi¥iklad. (1) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Skuteéns, li-
bovolny vektor (z,y, z) € R3 je jejich linedrni kombinaci s koeficienty x, v, 2:

(a:,y,z):a?(1,0,0)+y(0,1,0)+z(0,0,1)

(2) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1). Skute¢né, libovolny vek-
tor (z,y,z) € R3 je jejich linearni kombinaci s koeficienty = — y,y — 2, 2:

(.’E,y,Z) = (Ji—y) ’ (17070) + (y—Z) ’ (17170) t+z- (17171)
(3) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1),(3,4,5). Libovolny vektor
(x,7,2) € R? je jejich linearni kombinaci s koeficienty z, y, z, 0:

(x,y,2) =x-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z-(0,0,1) + 0- (3,4, 5).

V tomto piipadé mtzeme najit dokonce nekoneéné mnoho vyjadieni ve tvaru linearni
kombinace, pro libovolny parametr ¢ € R plati

(x,y,2) = (x —3t) - (1,0,0) + (y — 4¢) - (0,1,0) + (2 — 5¢) - (0,0,1) + ¢ - (3,4,5).

(4) Prostor R? neni generovan vektory (1,2,0),(3,4,0), (5,6,0). Ovéite.
(5) Vektory vy, vs,...,v, € R™ kdev; = (vi,v2,...,v"), generuji R™, jestlize soustava
vizt +oda? 4 ol = ol

viz! +v3x? + - vl = 0P

o't 4o o T = ™
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o neznamych ', 22, ..., 2" ma FeSeni pro kazdou pravou stranu v',v?, ..., v™ Soustava
je totiz ekvivalentni s podminkou
1 1 1 1
vy vy vy, v
v3 v3 v2 v?
1 2 n n
x N e =1
m m m m
vy vy vy v

(6) Prostor Ra[x] polynomu neuréité = s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 2 je gene-
rovan vektory x2, z + 1, 1. Ovéite. O

Definice 9.2.4. Prostor, ktery ma koneénou mnozinu generatort, je konecneéroz-
meéerng.

Piiklad. Vektorovy prostor R[x] vSech polynomt s redlnymi koeficienty neni konec-

nérozmérny. Pro libovolné pi,...,p, € Rz] existuje pfirozené ¢islo m, které je vétsi
neZ stupen kteréhokoliv z polynomi py,...,p,. Pak polynom 2™ € R|z] neni linearni
kombinaci polynomti py, ..., py,, takze polynomy pi, ..., p, negeneruji R[z]. U
Cviceni. (1) Jestlize vi,...,v, generuji V a v; je linedrni kombinaci ostatnich, pak
Vly.ee s Vim1,Vitl, - - -, Un také generuji V. Dokazte.
(2) Necht kazdy z vektorti vi,...,v, je linedrni kombinace vektori wui,...,u, € V.
Jestlize vy, ..., v, generuji V, pak ui,...,u, také generuji V. Dokazte. O
Definice 9.2.5. (1) Mnozina vektort {vi,ve,...,v,} C V je linedrné nezdvisld,
jestlize z rovnosti
zlo; + 22y + -+ 2", =0, kde 2%, 22, ..., 2" € P,

plyne z! =22 =... = 2" = 0.

(2) Mnozina vektort {vi,ve,...,v,} C V je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné
nezéavisla.

Casto se zjednodusend a nepiesné tikd, ze néjaké vektory jsou linedrné (ne)zavislé.
Mysli se tim, Ze pfislusna mnozina vektort je linedrné (ne)zavisla.

Priklad. (1) Mnozina {7} C R je linedrné nezavisla. Je-li = - 7 = 0 pro néjaké z € R,
pak z = 0 (pro nenulové = uvedend rovnost z - 7 = 0 neplati).

(2) Mnozina {2,3} C R je linearné z4visld. Linedrni kombinace z! - 2 + 22 - 3 miize byt
rovna 0, i kdy# je néktery z koeficientt ', 2% nenulovy, napiiklad z! = 3, 22 = —2.

(3) Mnozina {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? je lineArné nezévisl4. Linearni kombinace
x+(1,0,0)4+y-(0,1,0)4+2-(0,0,1) je vektor (z,y, z), ktery je roven (0,0,0) pravé tehdy,
kdyz © = y = z = 0 (ovéite).

(4) Mnozina {(1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)} C R? je lineArné nezévisla. Linearni kombinace
z-(1,0,0)+y-(1,1,0) +2-(1,1,1) je vektor (z +y+ 2,y + 2, z), ktery je roven (0,0, 0)
pravé tehdy, kdyz x = y = z = 0 (ovéite).

(5) Mnozina {(1,0,-1),(0,1,2),(2,1,0)} C R3? je linedrné zavisld. Linedrni kombinace
z-(1,0,-1)+y-(0,1,2) + z-(2,1,0) je vektor (z + 22,y + z, —x + 2y), ktery je roven
(0,0,0) i pro nenulové koeficienty z,y, z, napfiklad x = 2,y = 1,z = —1. Ovéite.

(6) Libovolnd mnozina vektorti obsahujici nulovy vektor je linedrné zavisla. Linedrni
kombinace 0 - v; +0-vy 4+ ---+0-v, +1-0 je nulovy vektor a pritom aspoil jeden
koeficient je nenulovy.
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(7) Mnozina {vi,...,v,} C R™, kde v; = (v},...,v"), je linedrné nezavisld prave
tehdy, kdyz soustava
vizt +via? + -+ uha" =0

vizt +viz? + -+ ula" =0

vf'at +of'a® 4+ olla™ =0
ma pravé jedno feseni, a to sice 2! =22 = ... = 2" = 0.
(8) Mnozina {22, x,1} C Ray[z] je linedrné nezavisla. Ovéite.

(9) Prazdna mnozina je linedrné nezavisla, protoze vsechny koeficienty z prazdné mno-

ziny koeficientl jsou nulové. O

Cviceni. (1) Libovolnd podmnozina linedrné nezavislé mnoziny vektoru je linedrné
nezéavisla. Dokazte.

(2) Jednoprvkova monzina {v} C V je linedrné nezavislda pravé tehdy, kdyz v # 0.

Dokazte. 0
Tvrzeni 9.2.1. Mnozina vektori {vi,...,v,} je linedrné zavisla pravé tehdy, kdyz
asporn jeden z nich je linedrni kombinact ostatnich, tj. prdve kdyz existuje index i takovy,
Ze vektor v; je linedrni kombinaci vektord vy, ..., Vi—1,Vi+1,...,Un.

Dikaz. ,,=“ Predpokladejme, ze mnozina {v1,...,v,} je[linearné zavisla) tedy Ze exis-
tuji koeficienty a',...,a" takové, ze a'vy + -+ + a'v; + --- + a™v, = 0 a asponi jeden

z nich je nenulovy (napiiklad a'). Potom

al az—l az—i—l an
Uz——gvl—"'— o Uz—1—77)1+1—"‘—;"0m
a vektor v; je tedy linearni kombinaci ostatnich.
»,<=“ Necht vektor v; je linearni kombinaci vektorit vi,...,vi—1,Vit1,.. ., Un, tedy
existuji koeficienty a',...,a'"t a't1, ..., a" takové, Ze

1 —1 +1 n
vi=av+-o4a T v+ a T v+ -+ a .
Potom

alvg 4+ +ad i — v a4+ a™, =0

s nenulovym koeficientem (—1) u vektoru v;. Tedy, mnozina {v1,...,v,} je linedrné
zéavisla. O
Tvrzeni 9.2.2. MnoZina vektori {vi,...,v,} je linedrné zdvisla pravé tehdy, kdyz
aspon jeden z mich je linedrni kombinaci predchozich, tj. prdavé kdyz existuje index i
takovy, Ze vektor v; je linedrni kombinact vektori vy, ...,v;_1.

Diikaz. ,=*“ Postupujeme jako v ditkazu piedchoziho tvrzeni, jen nenulovy koeficient a’
vybereme s nejvys$im moznym indexem. To znamend, %e a’t! = ... = a™ = 0 a zbytek
je ziejmy.

Jako cviceni rozeberte podrobné pripad ¢ = 1, kdy bude mnozina pfedchazejicich
vektort prazdna.

»<=" Tvrzeni je specidlnim pfipadem predchoziho. O
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Definice 9.2.6. Elementdrni uprava n-tice vektort (v, ..., v,) je:
(i) vynasobeni vektoru nenulovym skaldrem c;
(ii) pFi¢teni c-ndsobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i # j;
(iii) vyména i-tého vektoru s j-tym vektorem.

Pri tom vznikaji po fadé n-tice

(’Ul, ey Ui—1,C0;, Vj41, - - .,Un),
(U1, -, Vim1, V5 + CUj, Vig 1y - Vjy e, Vp),
(U1, Ve 1, U, Vg1 - o5 Vi1, Vs Vg1 - - - 5 Un)-

Ke kazdé z téchto uprav existuje uprava inverzni, ktera je rovnéz elementarni a stejného
typu (ovérte).

Definice 9.2.7. Dvé n-tice vektord jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
konecnou posloupnosti elementarnich Gprav.

Cviceni. Ukazte, ze pravé zavedend relace mezi n-ticemi vektori je reflexivni, symet-
ricka a tranzitivni. O

Priklad. Mé&jme matici typu m x n nad polem P. Jeji fadky jsou uspoifadané n-tice
prvki pole P, tj. vektory z prostoru P Celd matice je pak m-tice takovych n-tic,
tedy m-tici vektord z prostoru P™. Elementarni Gpravy této m-tice vektorl jsou prave

elementarni fadkové tipravy dané matice. U
Tvrzeni 9.2.3. Necht n-tice (uy,...,u,) je ekvivalentni s n-tici (vy,...,vy,). Pak vek-
tory uy, ..., u, generuji V prdvé tehdy, kdyzZ vektory vi,...,v, generuji V.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vi,...,vy,) z n-tice (u1,...,uy,) jednou z elementarnich

uprav, vybereme si ipravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy, pro k # i.
Predpokladejme, ze vy, ..., v, V. Pro libovolny vektor w € V tedy existuji
koeficienty p',...,p" takové, ze w = plvy + - - - + p™v,,. Pak

w = prug + -+ p'(u; +cug) + oo+ plug o+ pluy, =
=plug + -+ pu 4+ (@ epug 4+ Py,

je linearni kombinace vektoru uq, ..., Uy,-

Opacné implikace vyplyva z pravé dokdzané, nebot n-tice (uy, ..., u,) vznika z n-tice
(v1,...,vy,) inverzni upravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou kone¢nou posloupnost
elementarnich uprav. O
Tvrzeni 9.2.4. Necht n-tice (uy,...,uy) je ekvivalentni s n-tici (vy,...,v,). Pak mno-
zZina {uy, ..., u,} je linedrné nezdvisld pravé tehdy, kdyz mnozina {vy,...,v,} je linedrné
nezavisld.

Diikaz. Necht lze ziskat n-tici (vi,...,vy,) z n-tice (u1,...,u,) jednou z elementarnich
uprav, vybereme si ipravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # i.
Piedpokladejme, ze {u1,...,u,} je linedrné nezéavisldl Budte z,...,2" € P takovs,

ze xlvy + - + 2"v, = 0. Pak
0=zalvy + -+ 2", = ztug + -+ 2wy + cuy) + -+ 2w+ -+ 2y, =

=alup 4+ 2tu o+ (@ eruy + e+ 2 .
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Z linedrni nezavislosti mnoziny {ui,...,u,} vyplyva, Ze vSechny koeficienty posledni
linedrni kombinace jsou nulové, tj. 2! = --- =2t = ... =2/ + e’ = - = 2" = 0.
Z toho dostaneme, ze i 27 = 0.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokdzané, nebot n-tice (uy, ..., u,) vznika z n-tice
(v1,...,vy,) inverzni upravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou kone¢nou posloupnost
elementarnich uprav. O
Tvrzeni 9.2.5. Necht vektory vy, ..., v, generuji prostor V. a {u1,...,un} C V je
linearné nezdvisla. Pak m < n.

Dikaz. Kazdy z vektoru uq, ..., u,, je linedrni kombinaci vektora v1, ..., v,, takze pro
kazdé i € {1,...,m} existuji koeficienty a},...,al takové, Ze u; = alvy + -+ + alv,.
Matici
a% ...af
A= :
al, ... a"

upravme pomoci fadkovych elementarnich tprav na matici A’ ve schodovitém tvaru.

Provedeme-li stejné elementarni tpravy s m-tici uy,...,u,,, dostaneme ekvivalentni
m-tici u),...,ul,. Linedrni kombinace vektori vy, ...,v, s koeficienty z jednotlivych
Fadkt matice A’ jsou rovny pravé vektortim uf,...,u,,. Z linedrni nezavislosti mnoziny
{u,...,un} plyne linedrni nezévislost mnoziny {u},...,u,,} a také linedrni nezavislost,

tedy i nenulovost fadkt matice A’. Jelikoz A’ je ve schodovitém tvaru a vSechny fadky
ma nenulové, neméa vice fadku nez sloupku, tedy m < n.

Tvrzeni je také soucasti Tvrzeni U
Lemma 9.2.6 (Lemma o vyméné). Budte vi,...,v, €V au= atvy + -+ +a"v,. Pak
pro kazdé i takové, Ze a' # 0, plati vy, ...,v,] = [v1,. .., Vi1, U, Vit1, ..., U]

Diikaz. Piedpokladejme, 7e a' # 0 (pro jiné indexy je diikaz stejny). Potom
1 "
v =qus Z i
i=2
Bud w € [vy,...,v,]. Existuji tedy b, b?,...,b" takové, Ze
w = bty + bPvg + - - + by, =

n

bt blal
= —U—Z?vi+b%g+--'+b”vn:

al ;
=2
b! "/ bl
= Eu—l—z bz—? v; € [u,va,...,vp].
i=2
Bud w € [u,va,...,v,]. Existuji tedy c!,c?, ..., c" takové, ze

w=cu+ v+ -+ vy, =
n n
=c! Zaivi + Zcivi =
i=1 i=2

n
=clatv, + Z(clai + g € Jor, ..., o). O
=2
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Tvrzeni 9.2.7 (Steinitzova véta o vyméné). Necht vektory vy, ..., v, generuji prostor
Va{uy,...,un}t CV je linedrné nezavisla. Pak m < n a existuji indexy i1, ..., in—m €
{1,...,n} takové, Ze

[oi, .. on] = [ut, ooy Um, vig,y -y vi, ]

Dikaz. Mnozina {ui,...,un} je linedrné nezavisla, takze vSechny wu; jsou nenulové.
Vektor u; je linedrni kombinaci vektorid vy, ..., v, s aspon jednim nenulovym koeficien-
tem a stejné jako v predchozim dtkazu predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u vy.
Z Lemmatu o vymeéné dostaneme [v1,va, ..., v,] = [ui,ve,...,vy].

Potom vektor us je linedrni kombinaci vektorti ui, v, ..., v, s aspon jednim nenulo-
vym koeficientem u vektori vs, . .., vy, (jinak by mnozina {u;, uz} byla linedrné zavisla).
Opét pro jednoduchost predpokladejme, ze nenulovy koeficient je u ve. Z Lemmatu
o vymeéné dostaneme [uy, v, ..., v,] = [ui,ug,vs, ..., v,].

Takto pokrac¢ujeme, dokud bud nepouZijeme vSechny vektory ui,...,u,;, nebo nevy-
meénime vSechny vektory vy, ...,v, za vektory uq,...,u,. Kdyby bylo m > n, vektory
Upg1, - - - 5 Uy DY byly linedrni kombinace vektort wy, us, . .., u, ve sporu s linedrni neza-
vislosti mnoziny {u1,...,un}. Takze m < nafvi,...,vn] = [u1, ..., Um, Vig, .-, 05, . ]-

O

9.3. Baze

Definice 9.3.1. Bdze vektorového prostoru je libovolna usporadand linedrné nezavisla
mnozina jeho generatort.

Obvykle tedy budeme bazi vektorového prostoru zapisovat jako uspotradanou n-tici
vektorl. Pokud nebude zélezet na usporadani vektort v bazi, budeme ji nékdy zapisovat
jen jako mnozinu vektori.

Priklad. (1) (6) je baze R.

(2) ((1,0),(0,1)) je baze R2

(3) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R3

(4) Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; vektor z R", ktery ma na i-tém misté jednicku
jinde nuly. Potom (eq, ..., ey,) je baze R™ a nazyva se kanonickd nebo také standardni.

(5) (22,2,1) je baze Ro[z]. 0

Tvrzeni 9.3.1. Kazdy konecnérozmeérny vektorovy prostor md bdzi.

Diikaz. Podle definice kone¢nérozmérny vektorovy prostor méa koneénou mnozinu
Ukézeme, Ze v ni existuje linearné nezavisldl podmnozina, kterd generuje tentyz
vektorovy prostor a je tedy jeho [bazel Bud {vi,...,v,} mnozina generatort vektoro-
vého prostoru. Z této mnoziny postupné pro i = 1,...,n vyluéme vektor v;, je-li linearni
kombinaci pfedchozich. Tedy vy vylouc¢ime, pokud vy = 0. Vektory, které nevyloucime,
oznacme v;,, . .., v; . Je-li prvek mnoziny generatort linedrni kombinaci ostatnich prvka
této mnoziny, po jeho vylouceni z této mnoziny zlstane opét mnozina generatoru stej-
ného vektorového prostoru (ovétte). Proto vektory v;,, ..., v;, generuji tentyz vektorovy
prostor.

Diky uvedenému postupu zadny z vektort v;,,...,v;, neni linedrni kombinaci pfed-
chozich a mnozina {v;,,...,v;, } je lineArné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} ma bézi. Je ji 0, jelikoz je linedrné nezavisla a [@] = {0}.
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Tvrzeni 9.3.2. Vsechny bdze jednoho konecnérozmérného vektorového prostoru maji
stejny pocet proki.

Diikaz. Budte (v1,...,v,) a (u1,...,uy) baze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
V1, ..., 0, generuji V a {uq,...,uy} je linedrné nezavisld mnozina, podle Tvrzeni
m < n. Obdobné dostaneme, ze n < m. TakZe n = m. O

Definice 9.3.2. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektortu (libovolné) jeho béze.
Vektorovy prostor V' dimenze n je n-rozmérny, zapisujeme dim V' = n. Nulovy vekto-
rovy prostor {0} je 0-rozmérny.

Priklad. (1) Vektorovy prostor P" nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickd baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z bazi je dvojice (1,1).
Vektorovy prostor C nad polem C je jednorozmérny, jednu z bazi tvori vektor 1. Vidime,
ze dva vektorové prostory mohou mit rizné dimenze, prestoze maji stejné mnoziny
vektor.

(3) Vektorovy prostor C™ nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z bazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(4,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,4,0,...,0),

(0,...,0,1),(0,...,0,7)). O

Definice 9.3.3. (1) Minimdlni mnozina generdtord vektorového prostoru V je mno-
Zina generator® prostoru V, jejiz zadné vlastni podmnozina negeneruje V.

(2) Mazimdlni linedrné nezdvisld mnozina vektoru vektorového prostoru V je line-
arné nezavisla mnozina vektort z V, kterd neni vlastni podmnozinou zadné lineadrné
nezavislé mnoziny.

Tvrzeni 9.3.3. Budte vy, ...,v, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentni:
(1) {v1,...,v,} je bdze V;
(2) {v1,...,vn} je minimdlni mnoZina generdtord V;
(8) {v1,...,vn} je maximadlni linedrné nezdvisla mnozina vektori V.

Dikaz. (1) = (2): Je-li {v1,...,v,} je to mnozina a zadny z nich
neni linearni kombinaci ostatnich. Tudiz zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V'
a {v1,...,v,} je minimalni mnozina generatoru.

(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generatoru. Jelikoz je minimalni, zadny z jejich
vektorti neni linedrni kombinaci ostatnich, takze je navic linedrné nezavisla, ¢ili baze.

(1) = (3): Je-li {v1,...,v,} baze, je linedrné nezavisla a kazdy vektor z V' je linearni
kombinaci vektort baze. Tudiz kazdéa vlastni nadmnozina je linedrné zavislad a tato je
tedy maximalni.

(3) = (1): Mnozina {v1, ..., v,} je linedrné nezavisla. Jelikoz je maximalni, po ptidani
libovolného vektoru z V, dostaneme linearné zavislou mnozinu a ten pfidany vektor (ty
ptivodni to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich, takze {v1,...,v,} je navic
mnozina generatort, ¢ili baze. (]

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice baze, které se Casto pouzivaji. Ma také
dilezité dusledky.
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Dusledek. Bud n € N. Je-li V n-rozmérny vektorovy prostor, pak
(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvislda podmnoZina tvori jeho bdzi;
(2) libovolnd jeho n-prvkovd mnoZina generdtori tvori jeho bazi.

Diikaz. (1) Prostor V' méa n-prvkovou mnozinu generatort, takze podle Tvrzeni
kazda n-prvkova linearné nezavisla podmnozina je maximalni, tedy baze.
(2) V prostoru V existuje n-prvkové linedrné nezavisla mnozina, takze podle Tvr-

zeni kazd4 n-prvkovéd mnozina generatort je minimdlni, tedy béaze. O
Dusledek. Bud {vi,...,v;} linedrné nezdvisld podmnozina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do bdze (v1,..., Uk, Vkt1,---,Vn)-

Dikaz. V pripadé, ze vy, ..., v V, tvori Jinak existuje vektor vy 1 € V,
ktery neni linedrni kombinaci vektoru vy,...,vE, nacez mnozina {vi,..., vk, Vgr1} je

[inearné nezavisla) protoze vi4; neni linedrni kombinaci predchozich vektort.
Po n — k opakovanich téze ivahy ziskame n-prvkovou linearné nezavislou mnozinu
{v1,..., Uk, V41, Ukt2, - - ., Un}, kterd je bazi podle pfedchoziho dusledku. O

9.4. Souradnice

Tvrzeni 9.4.1. Bud (ey,...,e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kazdé v € V

ezistuje prdvé jedna n-tice skaldri (z!, ..., a™) takovd, e v = xley + --- + z"e,.
Dikaz. Bud v € V. Jelikoz eq,..., e, V, existuji z!,...,2" € P takové, ze
v=uale; +---+a",. Jsou-li y!, ..., y" libovolna takova, ze v = yle; + - - 4+ y"e,, pak

0=v—v=(zte; + - +2",) — (yler + - +y"en) =
= (2! —yHer + -+ (&" — y")en.

Z llinearni nezévislosti mnoziny {e1,...,e,} plyne ' —y! = ... = 2" — ¢y = 0, a tedy
o=yl . 2" =y (]
Cviceni. Zformulujte a dokazte obrécené tvrzeni. U
Definice 9.4.1. Skalary z',..., 2" z piedchoziho tvrzeni jsou souradnice vektoru v
vzhledem k bazi (eq,...,ey).
Soufadnice budeme zapisovat bud jako prvky pole z!, ..., 2" nebo jako uspofadanou

n-tici x = (2, ..., 2") nebo jako matici typu n x 1

2l

2

x=1 .
on

Priklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bézi (6) je %, protoze 2 = é - 6.

(2) Soufadnice vektoru (z,y,z) € R? v kanonické bazi jsou z,v, z, protoze (z,y,2) =
Z - (1,0,0) +y- (07170) +z- (07071)

(3) Soutadnice vektoru (z,y,2) € R3 v bazi ((1,0,0), (1,1,0), (1,
protoze (Ji,y,Z) = ($ - y) ’ (17070) + (y - Z) ’ (17170) +z- ( e

17 1))jsou r—=Y,Yy—=z,z,
1).
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(4) Souradnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,7) jsou a,b, protoze
z=a-1+0b-1.
Soufadnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bézi (1) je z, protoze z = z - 1. O

Soutradnice vektoru zavisi na volbé baze. Jeden vektor ma v riznych béazich rizné
soufadnice.

Budte V vektorovy prostor, v € V. Budte e = (e1,...,e,) a e = (ef,...,¢€),) baze V,
e nazvéme stard bdze, ¢’ nazvéme novd bdze. Soufadnice vektoru v vzhledem ke staré
bazi ozna¢me x = (z!,...,2") a fikejme jim staré soufadnice. Soutadnice vektoru v

vzhledem k nové bazi oznaéme 2’ = (2'1,... 2™) a fikejme jim nové soufadnice. Plati
tedy v = >, a'e; = >, a'%e].

Definice 9.4.2. Matice, jejiz sloupky jsou tvoreny novymi souradnicemi starych ba-
zovych vektord, je matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Matici pfechodu od béaze a k bazi § znacime Q.g.
Zobrazeni
o 1, jelii=j _
— 8 ) )
6(i,§) = 6; { 0 jinak je Kroneckerovo delta.

Tvrzeni 9.4.2. Matice prechodu je regquldrnd.

Ditkaz. Budte a = (a1,a2,...,an) a 8 = (B1,P2,...,8,) baze jednoho vektorového
prostoru. Ozna¢me Q.3 = (a]) matici pfechodu od baze a k bazi f a Qo = (b]) matici
pfechodu od baze 3 k bazi a. Tedy, (a},a?,...,a?) jsou soutadnice vektoru c; vzhledem

k bazi 3, (b},b?,...,b%) jsou soufadnice vektoru f; vzhledem k bazi o a

n
aZ:Za‘gﬁj a &szgaj pro kazdé i=1,2,...,n
; =

Po dosazeni dostaneme

n
_ ig _
a; =) ajfj=
=1

¢ili
Zaz i Zafb?, .. Za]b"
jsou souradnice vektoru «; vzhledem k bazi «. Tedy,
St -i-{ ) B
Ovsem

Zafb’“ (Q5aQap)f
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je v k-tém fadku a i-tém sloupku soucinu Qg,Qas, takie Qs.Qns = E, proto matice
Qsa a Qup jsou vzajemné inverzni a tedy obé regularni. O

Tvrzeni 9.4.3. Bud Q.. matice prechodu od staré bdze e k nové bdzi €' a budte x a x’
staré a novée soutadnice jednoho vektoru. Potom

a = Qeer - T

Diikaz. Bud Qe = (q;) matice pfechodu od staré baze e k nové bazi ¢/. Tedy
=Y de,
J
Bud v = z'e; +--- + 2", € V. Potom
_ 1 N n il
vV=2x €++ZE e. =
> o S,
= a'(qrel +giey + - afe) o+ 2" (el + agen + o aney) =
= (Z] qjl-a:j> el + (Z] q]zxj) e+ e+ (Z] q?xj) e
Tedy

2" = g q;x’ a 2 = Qe - T O
J

Piiklad. (1) Mé&jme R, starou béazi e = (6) a novou bazi ¢ = (1). Prov =2 je z = (%)
ar = (2).
Matice pfechodu od staré baze e k nové bézi €’ je

Qe = (6)

A skutec¢né
v = (6)-(3) = (2).

(2) Mé&jme R2, starou bazi e = ((1,—1),(1,1)) a novou bazi ¢ = ((0,2),(2,1)). Pro
).

v=(2,0)jex=(1,1)aa’ =(—3,1

Matice prechodu od staré baze e k nové bazi €’ je

A skutecné

Y= Qu = <_

Tvrzeni 9.4.4. Budte V vektorovy prostor nad polem P, e = (ey,...,e,) jeho bdze,

O

I

®\

|
VR
|

[N
NOI—

NI
[SIEEETNTE

w,v €V, p € P, z=(x',... 2" soufadnice vektoru u a y = (y',...,y") souradnice
vektoru v. Pak x +y = (z* + y',..., 2" + y") jsou souradnice vektoru u +v a pr =
(pzt, ..., px™) jsou souradnice vektoru pu.

Dikaz. Cviceni. O
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9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. Budte «, 3 baze jednoho vektorového prostoru. Baze o mé stejnou
orientaci jako baze 3, jestlize det Q5 > 0.

Relace
a~ [ pravé tehdy, kdyz « ma stejnou orientaci jako

je relace ekvivalence. (Cviceni.) Tato relace ekvivalence rozdéluje mnozinu vSech bézi
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktnich t¥id.

Definice 9.5.2. Prohlasime-li nékterou z bazi vektorového prostoru, a spoleéné s ni
i kazdou béazi se stejnou orientaci, za kladnou (nebo kladné orientovanou), uréime tim
orientaci vektorového prostoru a vektorovy prostor je potom orientovany. Baze, které
nejsou kladné, jsou zdporné (nebo zdporné orientované).

Piiklad. Kanonicka baze prostoru P" je obvykle uvazovana jako kladna. O

9.6. Primy soucet vektorovych prostoru

Definice 9.6.1. Budte V4,...,V,, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském
soudinu Vi X - -+ x V,, zavedme séitani a nasobeni skaldrem predpisem

(U, .oy up) + (V1. ooy 0n) = (U1 + 01,00y Uy + Vy),
p(ula"'aun) = (pula""pun)

pro libovolné (ui,...,u,), (v1,...,v,) € V1 X --- x V, ape€ P.
Na Vi x --- x V,, tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P, ktery
se znaCi V43 @ --- @V, a je to primy soucet vektorovych prostora Vi, ..., V,.

Cviceni. Ovéite, ze V1 @ --- @V, je vektorovy prostor. O

Tvrzeni 9.6.1. Budte V1, ..., V, koneénérozmérné vektorové prostory. Pak
dm(Vi®@--- @ V,) =dimVj + -+ dim Vj,.
Diikaz. Pro kazdé i necht (e!,..., €, ) je baze V. Potom

((e1,0,...,0),..., (et ,0,...,0),

mio Vo

(0,€2,0,...,0),...,(0,€2.0,...,0),

» Cmago
PN

0,...,0,€"),...,(0,...,0,e™ ))

» C“mp,

je Vi@ @V, (cviceni). O

Piiklad. Bud V; = R a V5, = R2. Potom V; x V5 je mnozina R x R? uspotadanych dvojic

(l‘,y), kdez e R a Yy = (ylva) € R27 tedy R x R2 = {(.%', (y17y2>)| MRS Ra (y17y2> S Rz}
Napriklad

(1,(2,3))+(2,(1,-1)) = (1 + 2,
3-(2,(1,4)) =(3-2,3-(1,4)) =
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je baze R ®R? a dim(R @ R?) = 3 = dimR + dimR? = 1 + 2.
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