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9. p¯ednáπka, 28. 11. 2024

8. Homomorfismy

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Zobrazení f : X ! Y je
homomorfismus grup, jestliæe
(i) pro kaædé x1, x2 2 X platí f(x1 ⇤ x2) = f(x1) ⇧ f(x2),
(ii) f(eX) = eY ,
(iii) pro kaædé x 2 X platí f(x�1) = (f(x))�1.

ZnaËí se f : (X, ⇤, eX ,�1)! (Y, ⇧, eY ,�1).

P¯íklad. (1) f2 : (Z, +, 0,�)! (Z, +, 0,�), n 7! 2n, je homomorfismus grup.
(2) BuÔ X grupa, X̃ faktorová grupa. Potom zobrazení X ! X̃, x 7! [x] (faktorová
projekce) je homomorfismus grup.
(3) BuÔte X = {0, 1, 2, 3} a Y = {0, 1} s binárními operacemi + takov˝mi, æe

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

a
+ 0 1
0 0 1
1 1 0

Potom mnoæiny X a Y s tÏmito operacemi jsou grupy. Zobrazení X ! Y , 0 7! 0, 1 7! 1,
2 7! 0, 3 7! 1, je homomorfismus tÏchto grup. ⇤

Tvrzení 8.1.1. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. BuÔ f : X ! Y zobrazení
takové, æe pro kaædé x1, x2 2 X platí f(x1⇤x2) = f(x1)⇧f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X, ⇤, eX ,�1)! (Y, ⇧, eY ,�1).

D˘kaz. Podmínka (i) z definice homomorfismu grup je podle p¯edpokladu splnÏna.
Ukaæme, æe f(eX) = eY .

f(eX) = f(eX) ⇧ eY =
= f(eX) ⇧ f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =
= f(eX ⇤ eX) ⇧ (f(eX))�1 =
= f(eX) ⇧ (f(eX))�1 =
= eY .

Ukaæme, æe f(x�1) = (f(x))�1 pro kaædé x 2 X.

f(x�1) ⇧ f(x) = f(x�1 ⇤ x) = f(eX) = eY ,

f(x) ⇧ f(x�1) = f(x ⇤ x�1) = f(eX) = eY .

Takæe f(x�1) je inverze k f(x). ⇤
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CviËení. BuÔ f : X ! Y homomorfismus grup. OznaËme

Im f = {f(x) |x 2 X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. ⇤

Tvrzení 8.1.2. BuÔte f : X ! Y a g : Y ! Z homomorfismy grup. Pak jejich sloæení
g � f : X ! Z je homomorfismus grup.

D˘kaz. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1), (Z, ·, eZ ,�1) grupy. Pro kaædé x1, x2 2 X
platí

(g � f)(x1 ⇤ x2) = g(f(x1 ⇤ x2)) =
= g(f(x1) ⇧ f(x2)) =
= g(f(x1)) · g(f(x2)) =
= (g � f)(x1) · (g � f)(x2).

Zbytek vypl˝vá z p¯edchozího tvrzení. ⇤

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivní homomorfismus grup je izomorfismus grup.

Tvrzení 8.1.3. BuÔ f : X ! Y izomorfismus grup. Pak f�1 : Y ! X je izomorfismus
grup.

D˘kaz. BuÔte (X, ⇤, eX ,�1), (Y, ⇧, eY ,�1) grupy. Inverzní zobrazení je bijektivní. Pro
libovolné y1, y2 2 Y oznaËme x1 = f�1(y1) a x2 = f�1(y2). Takæe f(x1) = y1 a f(x2) =
y2. Potom

f�1(y1 ⇧ y2) = f�1(f(x1) ⇧ f(x2)) = f�1(f(x1 ⇤ x2)) = x1 ⇤ x2 =
= f�1(y1) ⇤ f�1(y2).

Zbytek vypl˝vá z Tvrzení 8.1.1. ⇤

P¯íklad. (1) Kaædá identita je izomorfismus.
(2) OznaËme R+ mnoæinu vπech kladn˝ch reáln˝ch Ëísel. Pak (R+, ·, 1,�1) je grupa
(cviËení). Zobrazení exp: (R, +, 0,�)! (R+, ·, 1,�1), x 7! ex je homomorfismus grup,
protoæe pro libovolná x, y 2 R platí exp(x+ y) = ex+y = exey = (expx) · (exp y). Tento
homomorfismus je bijektivní, tedy i izomorfismus.
Inverzní izomorfismus je logaritmus

ln: (R+, ·, 1,�1)! (R, +, 0,�). ⇤

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfní, jestliæe existuje izomorfismus X ! Y.
Zapisujeme X ⇠= Y.

Tvrzení 8.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z platí
(i) X ⇠= X (reflexivita),
(ii) jestliæe X ⇠= Y , pak Y ⇠= X (symetrie),
(iii) jestliæe X ⇠= Y a Y ⇠= Z, pak X ⇠= Z (tranzitivita).

D˘kaz. CviËení. ⇤
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P¯íklad. (R, +, 0,�) ⇠= (R+, ·, 1,�1). Pro libovolné a 2 R+, a 6= 1, zobrazení R ! R+,
x 7! ax je izomorfismus (R, +, 0,�)! (R+, ·, 1,�1). OvÏ¯te. ⇤

CviËení. BuÔ h : X ! Y homomorfismus grup.
(1) Ukaæte, æe relace ⇠ zadaná p¯edpisem

x1 ⇠ x2 , h(x1) = h(x2)

je kongruence na grupÏ X.
(2) Ukaæte, æe faktorová grupa X̃ podle kongruence ⇠ je izomorfní podgrupÏ Imh.
Návod: X̃ ! Imh, [x] 7! h(x). ⇤

8.2. Homomorfismy a izomorfismy polí

Definice 8.2.1. BuÔte P,Q pole. Zobrazení f : P ! Q je homomorfismus polí, jestliæe
(i) pro kaædé p1, p2 2 P platí f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(0) = 0,
(iii) pro kaædé p 2 P platí f(�p) = �f(p),
(iv) pro kaædé p1, p2 2 P platí f(p1 · p2) = f(p1) · f(p2),
(v) f(1) = 1,
(vi) pro kaædé p 2 P , p 6= 0, platí f(p�1) = (f(p))�1.

O zobrazeních polí platí následující tvrzení obdobné Tvrzení 8.1.1 o zobrazeních grup.

Tvrzení 8.2.1. BuÔte P,Q pole. BuÔ f : P ! Q zobrazení takové, æe pro kaædé p1, p2 2
P platí
(i) f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
(ii) f(p1 · p2) = f(p1) · f(p2),
(iii) f(1) 6= 0.

Pak f je homomorfismus polí P ! Q.

D˘kaz. CviËení. ⇤

Definice 8.2.2. Bijektivní homomorfismus polí je izomorfismus polí. Pole jsou izo-
morfní, jestliæe mezi nimi existuje izomorfismus.

P¯íklad. Dvouprvkové pole {0, 1} je izomorfní s polem Z2. Izomorfismem je zobrazení
0 7! [0]2, 1 7! [1]2. ⇤

8.3. Izotonní zobrazení, homomorfismy a izomorfismy svaz˘

8.3.1. Izotonní zobrazení a izomorfismy uspo¯ádan˝ch mnoæin

Definice 8.3.1. BuÔte (X,), (Y,) uspo¯ádané mnoæiny. Zobrazení f : X ! Y je
izotonní, jestliæe platí implikace

x  y ) f(x)  f(y).

Je-li zobrazení f bijektivní a f i f�1 jsou izotonní, pak f je izomorfismus uspo¯ádan˝ch
mnoæin a uspo¯ádané mnoæiny (X,), (Y,) jsou izomorfní.
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P¯íklad. Identické zobrazení id : (N, |) ! (N,) je izotonní. SkuteËnÏ, jestliæe a | b,
pak b = na pro nÏjaké n 2 N, ale n � 1, a proto b = na � a.
Inverzní zobrazení id : (N,) ! (N, |) není izotonní, protoæe neplatí implikace x 

y ) x | y (nap¯íklad 2  3, ale 2 - 3). ⇤

P¯íklad. BuÔte X = Y = {0, 1} s uspo¯ádáními a zobrazením f podle obrázku:

1 // 1
X f Y

0 // 0

Tedy f : X ! Y je identické zobrazení. Pak f je izotonní bijekce, jejíæ inverze f�1 není
izotonní. ⇤

CviËení. Sloæení izotonních zobrazení je izotonní zobrazení. ⇤

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svaz˘

Definice 8.3.2. BuÔte (X,^,_), (Y,^,_) svazy. Zobrazení f : X ! Y je homomor-
fismus svaz˘, jestliæe pro kaædé x1, x2 2 X

f(x1 ^ x2) = f(x1) ^ f(x2)

f(x1 _ x2) = f(x1) _ f(x2).

Tvrzení 8.3.1. Kaæd˝ homomorfismus svaz˘ je izotonní zobrazení.

D˘kaz. BuÔte (X,^,_), (Y,^,_) svazy, f : X ! Y homomorfismus a x1, x2 2 X takové,
æe x1  x2, tedy x1 ^ x2 = x1. Potom f(x1) ^ f(x2) = f(x1 ^ x2) = f(x1), tedy
f(x1)  f(x2). ⇤

Izotonní zobrazení svaz˘ vπak nemusí b˝t homomorfismus svaz˘:

P¯íklad. BuÔ f zobrazení podle obrázku:

x _ y // �

X x

,,

y // � Y

x ^ y

,,

�

�
Pak f je izotonní zobrazení svaz˘, ale není homomorfismus svaz˘, protoæe

f(x) _ f(y) = f(y) 6= f(x _ y). ⇤

Definice 8.3.3. Bijektivní homomorfismus svaz˘ je izomorfismus svaz˘.

CviËení. BuÔ f zobrazení svaz˘. Dokaæte, æe následující v˝roky jsou ekvivalentní:
(1) f je izomorfismus uspo¯ádan˝ch mnoæin;
(2) f je izomorfismus svaz˘. ⇤
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9. Vektorové prostory

9.1. Definice, p¯íklady, základní vlastnosti

Vektor je bÏænÏ znázorÚován v rovinÏ nebo v prostoru jako orientovaná úseËka (πipka),
která má poËáteËní bod a koncov˝ bod. Pokud je moæné jeden takov˝ vektor p¯evést na
druh˝ takov˝ vektor rovnobÏæn˝m posunutím, ¯íká se, æe tyto dva vektory jsou totoæné
nebo ekvivalentní, nebo æe jsou to dvÏ umístÏní jednoho vektoru. Takové vektory se
sËítají pomocí pravidla rovnobÏæníku a násobí se reáln˝m Ëíslem tak, æe πipka se p¯ísluπnÏ
prodlouæí nebo zkrátí a p¯i násobení záporn˝m Ëíslem navíc zmÏní smÏr na opaËn .̋
ObecnÏ definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorov˝ prostor nad

nÏjak˝m polem jako mnoæinu s operací sËítání a s násobením prvk˘ mnoæiny prvky
pole s takov˝mi vlastnostmi, které umoæÚují p¯edstavu vektoru jako πipky a p¯edstavu
sËítání vektor˘ a násobení vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v p¯edchozím odstavci.

Definice 9.1.1. BuÔ V neprázdná mnoæina, P pole. Vektorov˝ prostor V nad polem
P je mnoæina V spolu s binární operací +: V ⇥ V ! V, (u, v) 7! u+ v, a zobrazením
· : P ⇥ V ! V, (p, v) 7! p · v, takov˝mi, æe
(1) pro kaædé u, v, w 2 V platí (u+ v) + w = u+ (v + w),
(2) existuje 0 2 V takov ,̋ æe pro kaædé v 2 V platí v + 0 = v,
(3) pro kaædé v 2 V existuje �v 2 V takové, æe v + (�v) = 0,
(4) pro kaædé u, v 2 V platí u+ v = v + u,
(5) pro kaædé v 2 V platí 1 · v = v,
(6) pro kaædé p, q 2 P a v 2 V platí (p · q) · v = p · (q · v),
(7) pro kaædé p, q 2 P a v 2 V platí (p+ q) · v = (p · v) + (q · v),
(8) pro kaædé p 2 P a u, v 2 V platí p · (u+ v) = (p · u) + (p · v).

Prvky mnoæiny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaláry. Binární operace + je sËítání,
zobrazení · je násobení skalárem, vektor 0 2 V je nulov˝ vektor nebo nula, vektor �v
je opaËn˝ vektor k vektoru v.

Podmínky (1)–(8) jsou axiomy vektorového prostoru. Podmínky (1)–(4) znamenají,
æe V s operací + je komutativní grupa.
Jelikoæ kaædá binární operace má nejv˝πe jeden neutrální prvek, ve vektorovém pro-

storu existuje jedin˝ nulov˝ vektor. ObdobnÏ, jelikoæ kaæd˝ prvek má vzhledem k asoci-
ativní binární operaci nejv˝πe jeden inverzní prvek, ke kaædému vektoru existuje jedin˝
opaËn˝ vektor.
Násobení skalárem · : P ⇥V ! V, (p, v) 7! p ·v, není binární operace (není-li P = V ),

ale naz˝vá se vnÏjπí operace, a místo p · v se Ëasto píπe jen pv. Binární operace se nÏkdy
naz˝vá vnit¯ní operace.
Vektorov˝ prostor nad polem R, nebo C je reáln˝, resp. komplexní vektorov˝ prostor.

P¯íklad. (1) Vektorov˝ prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmÏrné i trojrozmÏrné,
kde vektor je t¯ída ekvivalentních πipek a je reprezentován jednotliv˝mi πipkami, jak je
uvedeno v prvním odstavci této kapitoly.
Nulov˝ vektor je reprezentován degenerovanou úseËkou nulové délky. Vektorov˝ pro-

stor v rovinÏ resp. prostoru znaËíme E2 resp. E3.
(2) BuÔ V jednoprvková mnoæina, P pole. Jedin˝ prvek mnoæiny V oznaËme 0 a po-
loæme 0 + 0 = 0, �0 = 0 a p · 0 = 0 pro kaædé p 2 P . Dostáváme vektorov˝ prostor
naz˝van˝ nulov˝ prostor nebo triviální prostor.
(3) Kaædé pole je vektorov˝ prostor nad sebou sam˝m. Poloæíme-li v definici vektoro-
vého prostoru V = P , budou vπechny axiomy vektorového prostoru d˘sledky axiom˘
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pole (ovÏ¯te). Získáváme tak nap¯íklad vektorov˝ prostor R nad R, vektorov˝ prostor
C nad C, vektorov˝ prostor Q nad Q a vektorov˝ prostor Z2 nad Z2.
(4) Kaædé pole je vektorov˝ prostor nad libovoln˝m sv˝m podpolem. Jedin˝ rozdíl
oproti p¯edchozímu p¯íkladu spoËívá v tom, æe násobení skalárem je dovoleno jen pro
skaláry z podpole.
(5) BuÔ n 2 N, P pole. Na mnoæinÏ Pn vπech uspo¯ádan˝ch n-tic prvk˘ P zaveÔme
sËítání a násobení skalárem p¯edpisem

(u1, u2, . . . , un) + (v1, v2, . . . , vn) = (u1 + v1, u2 + v2, . . . , un + vn),

p(u1, u2, . . . , un) = (pu1, pu2, . . . , pun).

Vzniká vektorov˝ prostor Pn nad polem P (ovÏ¯te). Nap¯íklad ¯ádky a sloupky matic
jsou prvky takov˝ch vektorov˝ch prostor˘.
(6) Vektorov˝ prostor Pn nad podpolem Q ⇢ P .
(7) Vektorov˝ prostor matic typu m ⇥ n nad polem P s operacemi sËítání a náso-
bení skalárem. ZnaËí se Pm⇥n neboMm⇥n(P ) (resp.Mm(P ) nebo gl(m,P ) v p¯ípadÏ
Ëtvercov˝ch matic).
(8) Vektorov˝ prostor polynom˘ stupnÏ nejv˝πe n nad polem P s operacemi sËítání
a násobení skalárem.
(9) Vektorov˝ prostor polynom˘ nad polem P s operacemi sËítání a násobení skalárem.
(10) Vektorov˝ prostor vπech ¯eπení homogenní soustavy rovnic.

(11) BuÔ X mnoæina, P pole. Na mnoæinÏ PX vπech zobrazení X ! P zaveÔme sËítání
a násobení skalárem p¯edpisem

(u+ v)(x) = u(x) + v(x),

(pu)(x) = p · u(x).

Vzniká vektorov˝ prostor PX nad polem P (ovÏ¯te). Speciální p¯ípady jsou mnoæina
vπech funkcí z R do R, mnoæina vπech spojit˝ch funkcí na R, mnoæina diferencovateln˝ch
funkcí na R, mnoæina vπech spojit˝ch funkcí na intervalu [a, b]. ⇤

Tvrzení 9.1.1. BuÔ V vektorov˝ prostor nad polem P. Pak pro kaædé u, v 2 V, p, q 2 P
platí
(i) 0 · v = 0,
(ii) (�1) · v = �v,
(iii) (p� q) · v = p · v � q · v,
(iv) p · (u� v) = p · u� p · v,
(v) Je-li p · v = 0, pak buÔ p = 0 nebo v = 0.

D˘kaz. CviËení. ⇤


