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9. prednaska, 28. 11. 2024

8. HOMOMORFISMY

8.1. Homomorfismy a izomorfismy grup

8.1.1. Homomorfismy grup

Definice 8.1.1. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, ) grupy. Zobrazeni f: X — Y je
homomorfismus grup, jestlize
(i) pro kazdé z1,x9 € X plati f(z1 * z2) = f(x1) © f(z2),
(i) flex) = ey,
(iii) pro kazdé z € X plati f(z~1) = (f(z)) "~
Znadise f: (X, x,ex, ) — (Y, o,ey, ).

Priklad. (1) fo: (Z, +,0,—) — (Z, +,0,—), n — 2n, je homomorfismus grup.

(2) Bud X grupa, X faktorovéa grupa. Potom zobrazeni X — X, x — [z] (faktorova
projekce) je homomorfismus grup.

(3) Budte X ={0,1,2,3} aY = {0,1} s bindrnimi operacemi + takovymi, ze

+]/0 1 2 3

0/0 1 2 3 +10 1

111 2 3 0 a 0(0 1

212 3 01 111 0

313 0 1 2
Potom mnoziny X a Y s témito operacemi jsou grupy. Zobrazeni X — Y, 0~ 0,1+ 1,
2 +— 0, 3 — 1, je homomorfismus téchto grup. O

Tvrzeni 8.1.1. Budte (X, *,ex, 1),(Y, o,ey, ) grupy. Bud f: X — Y zobrazeni
takové, Ze pro kazdé x1,x2 € X plati f(x1xx2) = f(x1)o f(x2). Pak f je homomorfismus
grup (X7 *7€X7 71) — (Y7 <>7 eY; 71)‘

Dikaz. Podminka (i) z definice homomorfismu grup je podle predpokladu splnéna.
Ukazme, ze f(ex) = ey.

flex) = flex)oey =
= flex) o flex) o (fex))™
= flex xex) o (flex)) ™ =
= flex) o (flex) ™ =
=ey.

Ukazme, ze f(r~1) = (f(x))~! pro kazdé z € X.
Yo f2) = fe ™ xa) = flex) = ev,
F@)o f ) = flaah) = flex) = ev-
Takze f(z7!) je inverze k f(x). O



96 Homomorfismy

Cviceni. Bud f: X — Y homomorfismus grup. Ozna¢me

Im f = {f(z) |2 € X}.
Pak Im f je podgrupa v Y. O

Tvrzeni 8.1.2. Budte f: X —Y a g: Y — Z homomorfismy grup. Pak jejich sloZeni
go f: X — Z je homomorfismus grup.

Diikaz. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, 1), (Z, -,ez, 1) grupy. Pro kazdé x1,22 € X
plati

= (9o f)(@1) - (g o f)(x2).
Zbytek vyplyva z predchoziho tvrzeni. O

8.1.2. Izomorfismy grup

Definice 8.1.2. Bijektivni homomorfismus grup je izomorfismus grup. ‘

Tvrzeni 8.1.3. Bud f: X — Y dzomorfismus grup. Pak f~': Y — X je izomorfismus
grup.

Diikaz. Budte (X, *,ex, 1), (Y, o,ey, 1) grupy. Inverzni zobrazeni je bijektivni. Pro
libovolné g1, y2 € Y ozna¢me x1 = f~1(y1) a w2 = f~1(y2). Takze f(x1) = y1 a f(x2) =
y2. Potom

FHyoya) = FH(f(wr) o fla2) = fH(f(a1 % w2)) = 21 % 79 =
= M) * f 7 (y2)-
Zbytek vyplyva z Tvrzeni 8.1.1. O

Priklad. (1) Kazda identita je izomorfismus.
(2) Ozna¢me R, mnozinu vsech kladnych redlnych &isel. Pak (R,,-,1,71) je grupa
(cviceni). Zobrazeni exp: (R, +,0,—) = (R4, -, 1,71, 2 — e je homomorfismus grup,
protoZe pro libovolnd z,y € R plati exp(z + y) = e*1¥ = e%e¥ = (expx) - (expy). Tento
homomorfismus je bijektivni, tedy i izomorfismus.

Inverzni izomorfismus je logaritmus

In: (Ry, -1, Y = (R, 4,0, -). O

Definice 8.1.3. Grupy X,Y jsou izomorfni, jestlize existuje izomorfismus X — Y.
Zapisujeme X =Y.

Tvrzeni 8.1.4. Pro libovolné grupy X,Y, Z plati
(i) X = X (reflexivita),
(i) jestlize X =Y, pak'Y = X (symetrie),
(111) jestlize X =Y aY = Z, pak X = Z (tranzitivita).

Dikaz. Cviceni. O
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Ptiklad. (R, +,0,—) = (R,, -,1,71). Pro libovolné a € R, a # 1, zobrazeni R — R,
x> a® je izomorfismus (R, +,0,—) — (R4, -,1,71). Ovéite. O

Cviceni. Bud h: X — Y homomorfismus grup.
(1) Ukazte, ze relace ~ zadana predpisem
x1 ~ T2 < h(x1) = h(z2)

je kongruence na grupé X.
(2) Ukazte, ze faktorova grupa X podle kongruence ~ je izomorfni podgrupé Im h.
Navod: X — Imh, [z] — h(zx). O

8.2. Homomorfismy a izomorfismy poli

Definice 8.2.1. Budte P, Q pole. Zobrazeni f: P — Q je homomorfismus poli, jestlize
(i) pro kazdé py,ps € P plati f(p1 + p2) = f(p1) + f(p2),
) f(0) =0,
(iii) pro kazdé p € P plati f(—p) = —f(p),
(iv) pro kazdé p1,p2 € P plati f(p1 - p2) = f(p1) - f(p2),
)
)

(vi) pro kazdé p € P, p # 0, plati f(p~*) = (f(p)) %

O zobrazenich poli plati nasledujici tvrzeni obdobné Tvrzeni 8.1.1 o zobrazenich grup.
Tvrzeni 8.2.1. Budte P,Q pole. Bud f: P — Q zobrazeni takové, Ze pro kazdé py,ps €
P plati

(1) f(p1+p2) = f(p1) + f(p2),
(1) f(pr-p2) = f(p1) - f(p2),
(i) f(1) # 0.
Pak f je homomorfismus poli P — Q).

Dikaz. Cviceni. O

Definice 8.2.2. Bijektivni homomorfismus poli je izomorfismus poli. Pole jsou izo-
morfni, jestlize mezi nimi existuje izomorfismus.

Priklad. Dvouprvkové pole {0,1} je izomorfni s polem Zj. Izomorfismem je zobrazeni
0~ [0}2,1*—) [1]2. O

8.3. Izotonni zobrazeni, homomorfismy a izomorfismy svazu

8.3.1. Izotonni zobrazeni a izomorfismy uspofadanych mnozin

Definice 8.3.1. Budte (X, <), (Y, <) uspofddané mnoziny. Zobrazeni f: X — Y je
izotonnt, jestlize plati implikace
z<y= f(z) < f(y)

Je-li zobrazeni f bijektivni a fi f~! jsou izotonni, pak f je izomorfismus usporddanych
mnozin a usporadané mnoziny (X, <), (Y, <) jsou izomorfni.
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Priklad. Identické zobrazeni id: (N,|) — (N, <) je izotonni. Skuteéné, jestlize a | b,
pak b = na pro néjaké n € N, ale n > 1, a proto b = na > a.

Inverzni zobrazeni id: (N, <) — (N, |) neni izotonni, protoze neplati implikace z <
y = x | y (napfiklad 2 < 3, ale 21 3). O

Piiklad. Budte X =Y = {0,1} s usporadanimi a zobrazenim f podle obrazku:

X f | Y

Tedy f: X — Y je identické zobrazeni. Pak f je izotonni bijekce, jejiz inverze f~! neni
izotonni. U

Cviceni. SloZeni izotonnich zobrazeni je izotonni zobrazeni. U

8.3.2. Homomorfismy a izomorfismy svazt

Definice 8.3.2. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy. Zobrazeni f: X — Y je homomor-
fismus svazi, jestlize pro kazdé xq1,x2 € X

f(x1 Nx2) = f(x1) A f(22)
flx1 V) = f(21) V f(22).

Tvrzeni 8.3.1. KaZdy homomorfismus svazi je izotonni zobrazent.

Dikaz. Budte (X, A, V), (Y, A, V) svazy, f: X — Y homomorfismus a x1, 29 € X takové,
ze v1 < xg, tedy 1 A w2 = x1. Potom f(z1) A f(x2) = f(z1 A 22) = f(x1), tedy
f(z1) < f(z2). O

Izotonni zobrazeni svazli vSak nemusi byt homomorfismus svazi:

Priklad. Bud f zobrazeni podle obrazku:
rVy o

Y
AN

VAT o

\o

Pak f je izotonni zobrazeni svazi, ale neni homomorfismus svazi, protoze

f@)V fly) = fly) # fxVy). O

‘Deﬁnice 8.3.3. Bijektivni homomorfismus svazil je izomorfismus svazi.

Cviceni. Bud f zobrazeni svazi. Dokazte, Ze nasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

(1) f je izomorfismus usporadanych mnozin;
(2) f je izomorfismus svazi. O
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9. VEKTOROVE PROSTORY

9.1. Definice, priklady, zakladni vlastnosti

Vektor je bézné znézoriiovan v roviné nebo v prostoru jako orientovana tsecka (Sipka),
kterd ma pocatecni bod a koncovy bod. Pokud je mozné jeden takovy vektor prevést na
druhy takovy vektor rovnobéZnym posunutim, fika se, Ze tyto dva vektory jsou totozné
nebo ekvivalentni, nebo Ze jsou to dvé umisténi jednoho vektoru. Takové vektory se
sCitaji pomoci pravidla rovnobézniku a nasobi se redlnym ¢islem tak, Ze Sipka se prislusné
prodlouzi nebo zkrati a pfi nasobeni zapornym c¢islem navic zméni smér na opacny.

Obecné definujeme vektor jako prvek vektorového prostoru a vektorovy prostor nad
néjakym polem jako mnoZinu s operaci s¢itani a s nasobenim prvkd mnoziny prvky
pole s takovymi vlastnostmi, které umoznuji predstavu vektoru jako Sipky a predstavu
s¢itani vektort a nasobeni vektoru prvkem pole, jak je uvedeno v predchozim odstavci.

Definice 9.1.1. Bud V neprazdna mnozina, P pole. Vektorovy prostor V nad polem
P je mnozina V spolu s bindrni operaci +: V x V — V, (u,v) — u + v, a zobrazenim
2 PxV =V, (p,v)— p-v, takovymi, Ze
1) pro kazdé u,v,w € Vplati (u+v) +w =u+ (v+w),
) existuje 0 € V takovy, ze pro kazdé v € V plati v+ 0 = v,
) pro kazdé v € V existuje —v € V takové, ze v + (—v) = 0,
) pro kazdé u,v € Vplati u +v = v + u,
) pro kazdé v € Vplati 1 -v = v,
) pro kazdé p,q € Pav € Vplati (p-q)-v=p-(q-v),
) pro kazdé p,q € Pav € Vplati (p+q)-v=(p-v)+ (q-v),

(8) pro kazdé p € Pau,v € Vplatip- (u+v)=(p-u)+ (p-v).
Prvky mnoziny V jsou vektory, prvky pole P jsou skaldry. Binarni operace + je scitdni,
zobrazeni - je ndsobent skaldrem, vektor 0 € V' je nulovy vektor nebo nula, vektor —v
je opacny vektor k vektoru v.

(

(2
(3
(4
(5
(6
(7

Podminky (1)—(8) jsou aziomy vektorového prostoru. Podminky (1)—(4) znamenaji,
ze V' s operaci + je komutativni grupa.

Jelikoz kazdé binarni operace ma nejvyse jeden neutralni prvek, ve vektorovém pro-
storu existuje jediny nulovy vektor. Obdobné, jelikoz kazdy prvek ma vzhledem k asoci-
ativni binarni operaci nejvyse jeden inverzni prvek, ke kazdému vektoru existuje jediny
opacny vektor.

Nésobeni skaldrem -: P xV — V, (p,v) — p-v, neni bindrni operace (neni-li P = V),
ale nazyva se vnéjsi operace, a misto p - v se Casto pise jen pv. Bindrni operace se nékdy
nazyva vnitrni operace.

Vektorovy prostor nad polem R, nebo C je rediny, resp. komplexni vektorovy prostor.

Priklad. (1) Vektorovy prostor Eukleidovské geometrie, dvojrozmérné i trojrozmérné,
kde vektor je tiida ekvivalentnich Sipek a je reprezentovan jednotlivymi sipkami, jak je
uvedeno v prvnim odstavci této kapitoly.

Nulovy vektor je reprezentovan degenerovanou useckou nulové délky. Vektorovy pro-
stor v roviné resp. prostoru zna¢ime E? resp. E°.
(2) Bud V jednoprvkova mnozina, P pole. Jediny prvek mnoziny V ozna¢me 0 a po-
lozme 04+0 =0, =0 =0 a p-0 = 0 pro kazdé p € P. Dostavame vektorovy prostor
nazyvany nulovy prostor nebo trividlni prostor.

(3) Kazdé pole je vektorovy prostor nad sebou samym. Polozime-li v definici vektoro-
vého prostoru V = P, budou vsechny axiomy vektorového prostoru disledky axiomi
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pole (ovéfte). Ziskavame tak napiiklad vektorovy prostor R nad R, vektorovy prostor
C nad C, vektorovy prostor Q nad Q a vektorovy prostor Zo nad Zs.

(4) Kazdé pole je vektorovy prostor nad libovolnym svym podpolem. Jediny rozdil
oproti pfedchozimu piikladu spociva v tom, ze nasobeni skaldrem je dovoleno jen pro
skalary z podpole.
(5) Bud n € N, P pole. Na mnoziné P™ vSech usporddanych n-tic prvka P zavedme
sCitani a nasobeni skalarem predpisem

(u17u27" . ,Un) + (’Ul,’Ug,. . '7Un) - (Ul +’l}1,U2 +U27” <y Un +Un)7

pur, uz, ..., up) = (pu1,puz, . .., puy).
Vznika vektorovy prostor P™ nad polem P (ovéite). Napiiklad fadky a sloupky matic
jsou prvky takovych vektorovych prostora.
(6) Vektorovy prostor P™ nad podpolem @ C P.

(7) Vektorovy prostor matic typu m x n nad polem P s operacemi s¢itani a naso-
beni skaldrem. Znaci se P™*"™ nebo My, xn(P) (resp. My, (P) nebo gl(m, P) v piipadé
¢tvercovych matic).

(8) Vektorovy prostor polynomii stupné nejvyse n nad polem P s operacemi séitani
a nasobeni skalarem.

(9) Vektorovy prostor polynomt nad polem P s operacemi s¢itani a nasobeni skalarem.
(10) Vektorovy prostor vSech feseni homogenni soustavy rovnic.
(11) Bud X mnoZina, P pole. Na mnoziné PX vsech zobrazeni X — P zavedme s¢itani
a nasobeni skalarem predpisem

(u+v)(2) = u(z) + v(z),

(pu)(z) = p - u().
Vzniké vektorovy prostor PX nad polem P (ovéfte). Specialni piipady jsou mnozina
vsech funkei z R do R, mnozina vSech spojitych funkci na R, mnozina diferencovatelnych
funkci na R, mnozina vSech spojitych funkei na intervalu [a, b]. O

Tvrzeni 9.1.1. Bud V vektorovy prostor nad polem P. Pak pro kaZdé u,v € V, p,q € P
plati
(i) 0-v =0,
(1) (=1)- v =—v,
(i) (p—q)-v=p-v—q-v,
() p-(u—v)=p-u—p-v,
(v) Je-lip-v =0, pak bud p =0 nebo v = 0.

Diikaz. Cviceni. ]



