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8. p¯ednáπka, 21. 11. 2024

6. Okruhy a pole

Definice 6.0.1. Mnoæina P se dvÏmi binárními operacemi + a · je okruh, jestliæe
(1) + a · jsou asociativní a komutativní operace,
(2) + má neutrální prvek, znaËíme ho 0,
(3) · má neutrální prvek r˘zn˝ od 0, znaËíme ho 1,
(4) ke kaædému prvku x existuje inverzní prvek vzhledem k operaci +,
(5) pro libovolné x, y, z 2 P platí x · (y + z) = x · y + x · z.

Pokud navíc
(6) ke kaædému prvku x 6= 0 existuje inverzní prvek vzhledem k operaci ·,

mnoæina P s operacemi + a · je pole.

Inverzní prvek k x vzhledem k operaci + se naz˝vá opaËn˝ k x a znaËí se �x. Inverzní
prvek k x vzhledem k operaci · se znaËí x�1.
Podmínka (5) v p¯edchozí definici je distributivní zákon.

P¯íklad. (1) Mnoæiny Q,R,C s operacemi souËet a souËin jsou pole.
(2) Mnoæina Z s operacemi souËet a souËin je okruh, ale není pole.
(3) Mnoæina N0 s operacemi souËet a souËin není okruh.
(4) Mnoæina P [x] s operacemi souËet a souËin polynom˘ je okruh, ale není pole.
(5) MnoæinaMn(P ) s operacemi souËet a souËin matic není okruh.
(6) Pro kaædém 2 Nmnoæina Zm zbytkov˝ch t¯íd s operacemi souËet a souËin je okruh.
Totiæ, Zm splÚuje podmínky (1)–(4) z definice okruhu podle kapitol 5.5 a 5.6 a to, æe
splÚuje i distributivní zákon (5), lze snadno ovÏ¯it (cviËení).
(7) Okruh Zm zbytkov˝ch t¯íd je pole právÏ tehdy, kdyæ m je prvoËíslo (viz Tvr-
zení 6.0.1).
(8) Nechª P = {0, 1} a binární operace + a · na P jsou takové, æe

+ 0 1
0 0 1
1 1 0

a
· 0 1
0 0 0
1 0 1

Pro operaci + neutrální prvek je 0 a inverzní (opaËné) prvky jsou �0 = 0 a �1 = 1.
Pro operaci · neutrální prvek je 1 a inverzní prvek k 1 je 1 (1�1 = 1), inverzní prvek k 0
neexistuje. Mnoæina {0, 1} s tÏmito operacemi je pole.
(9) Nechª P = {0, 1, 2, 3} a binární operace + a · na P jsou takové, æe

+ 0 1 2 3
0 0 1 2 3
1 1 2 3 0
2 2 3 0 1
3 3 0 1 2

a

· 0 1 2 3
0 0 0 0 0
1 0 1 2 3
2 0 2 0 2
3 0 3 2 1
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Potom neutrální prvek operace + je 0, neutrální prvek operace · je 1 a
�0 = 0
�1 = 3
�2 = 2
�3 = 1

a

0�1 neexistuje
1�1 = 1
2�1 neexistuje
3�1 = 3

Mnoæina {0, 1, 2, 3} s tÏmito operacemi je okruh, ale není pole. ⇤

Tvrzení 6.0.1. Mnoæina Zm zbytkov˝ch t¯íd je pole právÏ tehdy, kdyæ m je prvoËíslo.

D˘kaz. Podle p¯edchozího P¯íkladu (6) Zm je okruh. »íslo 1 není prvoËíslo a Z1 není
pole (cviËení). BuÔ m > 1. Zb˝vá ukázat, æe ke kaædému prvku [x]m 6= [0]m existuje
inverzní prvek vzhledem k operaci · právÏ tehdy, kdyæ m je prvoËíslo.
P¯edpokládejme, æe ke kaædému prvku [x]m 6= [0]m existuje inverze. Podle Tvr-

zení 5.6.1 kaædé takové x je nesoudÏlné s m, tedy m je prvoËíslo.
Na druhou stranu, je-li m prvoËíslo, pak kaædé x 2 Z takové, æe [x]m 6= [0]m, je

nesoudÏlné s m. OpÏt podle Tvrzení 5.6.1 [x]m má inverzi.
Jin˝ d˘kaz tohoto tvrzení lze nalézt v [Marvan, 3. Pole]. ⇤

Takæe, nap¯íklad, Z4 není pole. »ty¯prvkové pole ale existuje, viz následující p¯íklad.

P¯íklad. Nechª X = {0, 1, a, b} a binární operace + a · na X jsou takové, æe
+ 0 1 a b
0 0 1 a b
1 1 0 b a
a a b 0 1
b b a 1 0

a

· 0 1 a b
0 0 0 0 0
1 0 1 a b
a 0 a b 1
b 0 b 1 a

Mnoæina X s tÏmito operacemi + a · je pole. ⇤

Poznámka. BuÔ n libovolné p¯irozené Ëíslo. Potom existuje n-prvkové pole právÏ tehdy,
kdyæ n je mocnina prvoËísla, Ëili n = pk, kde p je prvoËíslo a k je p¯irozené Ëíslo.

Tvrzení 6.0.2. BuÔ P okruh. Pak pro libovolné prvky x, y, z 2 P platí
(i) x · 0 = 0;
(ii) x · (�1) = �x;
(iii) x · (y � z) = x · y � x · z.

D˘kaz. (i)

x · 0 = x · 0 + 0 = (0 = x · 0 + (�(x · 0)))
= x · 0 + x · 0 + (�(x · 0)) =
= x · (0 + 0) + (�(x · 0)) =
= x · 0 + (�(x · 0)) = 0

(ii)

x+ x · (�1) = x · 1 + x · (�1) = x · (1 + (�1)) = x · 0 = 0
x · (�1) + x = x · (�1) + x · 1 = x · (�1 + 1) = x · 0 = 0

takæe x · (�1) = �x.
(iii) CviËení. ⇤

CviËení. Dokaæte, æe v kaædém okruhu platí:
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(1) (�1) · (�1) = 1,
(2) (�x) · y = x · (�y) = �(x · y). ⇤

Tvrzení 6.0.3. BuÔ P pole a buÔte x, y, z 2 P.
(1) x · y = 0 právÏ tehdy, kdyæ x = 0 nebo y = 0.
(2) Jestliæe x · y = x · z a x 6= 0, pak y = z.

D˘kaz. (1) Jestliæe x = 0 nebo y = 0, pak podle Tvrzení 6.0.2(i) také x · y = 0.
Nechª x · y = 0. P¯edpokládejme, æe jeden z prvk˘ x, y je nenulov ,̋ nap¯íklad x 6= 0.

Potom s vyuæitím Tvrzení 6.0.2(i) dostaneme

y = 1 · y = (x�1 · x) · y = x�1 · (x · y) = x�1 · 0 = 0.
(2)

y = 1 · y = (1 = x�1 · x)
= x�1 · x · y = (x · y = x · z)
= x�1 · x · z = (x�1 · x = 1)
= 1 · z = z ⇤

P¯íklad. (1) V p¯íkladu (9) máme okruh, v nÏmæ 2 · 2 = 0 a 2 · 1 = 2 · 3. To ukazuje,
æe p¯edchozí tvrzení neplatí pro okruhy.
(2) Pro okruh P [x] ale p¯edchozí tvrzení platí, viz kapitolu o polynomech. ⇤

ObdobnÏ jako v kapitole 5 P ⇤ oznaËuje mnoæinu P \ {0}.
Je-li P okruh, pak P s operací + je komutativní grupa. Pro pole máme navíc násle-

dující tvrzení.

Tvrzení 6.0.4. Je-li P pole, pak P ⇤ s operací · je komutativní grupa.

D˘kaz. BuÔte x, y 2 P ⇤, tedy x 6= 0 a y 6= 0. Podle Tvrzení 6.0.3(i) x · y 6= 0, tedy
x · y 2 P ⇤, a mnoæina P ⇤ je uzav¯ená vzhledem k operaci ·. Zbytek tvrzení plyne z toho,
æe operace · je asociativní a komutativní, 1 2 P ⇤ je neutrální prvek, kaæd˝ nenulov˝
prvek je invertibilní a p¯ísluπné inverze jsou nenulové. ⇤

StejnÏ jako máme podgrupy grup (a podstruktury dalπích algebraick˝ch struktur),
existují podokruhy okruh˘ a podpole polí. Zmíníme jen podpole.

Definice 6.0.2. BuÔ P pole. BuÔ Q ✓ P podmnoæina taková, æe
(1) 0, 1 2 Q;
(2) je-li x, y 2 Q, pak x+ y 2 Q a xy 2 Q;
(3) je-li x 2 Q, pak �x 2 Q;
(4) je-li x 2 Q, x 6= 0, pak x�1 2 Q.

Potom Q je podpole pole P .

Aby podmnoæina pole byla podpole, musí obsahovat neutrální prvky obou binárních
operací, musí b˝t uzav¯ená vzhledem k obÏma binárním operacím a musí b˝t uzav¯ená
vzhledem k inverzím vzhledem k obÏma binárním operacím.

Kaædé podpole je pole.

P¯íklad. (1) Pole Q je podpole polí R a C. Pole R je podpole pole C.
(2) Z není podpole pole Q, neboª neobsahuje inverzi k 2 vzhledem k operaci ·.
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(3) Mnoæina {0, 1} není podpole pole Q (a samoz¯ejmÏ ani R a C), protoæe 1 + 1 =
2 /2 {0, 1}. AËkoliv, jak uæ víme, na mnoæinÏ {0, 1} lze definovat operace souËet a souËin
tak, æe to je pole. ⇤

Definice 6.0.3. Podpole pole C je Ëíselné pole.
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7. Uspo¯ádání a svazy

7.1. Uspo¯ádané mnoæiny

Definice 7.1.1. Relace ⇢ na mnoæinÏ X je uspo¯ádání, jestliæe je
(1) reflexivní, tj. x ⇢ x pro kaædé x 2 X,
(2) antisymetrická, tj. x ⇢ y, y ⇢ x implikuje x = y,
(3) tranzitivní, tj. x ⇢ y, y ⇢ z implikuje x ⇢ z.

Potom dvojice (X, ⇢) je uspo¯ádaná mnoæina.

P¯íklad. (1) Pro libovolnou mnoæinu X relace = je uspo¯ádání.
(2) (N,), (Z,) (R,), kde  je obvyklé uspo¯ádání podle velikosti, jsou uspo¯ádané
mnoæiny.
(3) BuÔte X mnoæina a P(X) mnoæina vπech podmnoæin mnoæiny X. Inkluze ✓ je
uspo¯ádání na P(X).
(4) Relace | (dÏlí) na mnoæinÏ N (tj. x | y právÏ tehdy, kdyæ existuje n 2 N takové,
æe x · n = y) je uspo¯ádání, naz˝vá se relace dÏlitelnosti. Je z¯ejmé, æe tato relace je
reflexivní a tranzitivní.
Ukáæeme, æe | je i antisymetrická relace. P¯edpokládejme, æe x | y a y | x, tedy

existují m,n 2 N taková, æe xm = y a yn = x. Potom xmn = x a jelikoæ x 6= 0, mn = 1.
V p¯irozen˝ch Ëíslech to lze jedinÏ tak, æe m = 1 a n = 1. Tedy x = x · 1 = y.
UpozorÚeme, æe obdobnÏ definovaná relace dÏlitelnosti na Z není antisymetrická,

protoæe 1 6= �1, p¯estoæe 1 | �1 a �1 | 1 (rovnice mn = 1 má v cel˝ch Ëíslech dalπí
¯eπení m = �1 a n = �1). ⇤

BuÔ ⇢ uspo¯ádání na mnoæinÏ X. Inverzní (opaËná) relace ⇢�1 (tj. relace definovaná
p¯edpisem „x ⇢�1 y právÏ tehdy, kdyæ y ⇢ xˇ) je také uspo¯ádání. Naz˝vá se duální
uspo¯ádání. Máme-li uspo¯ádání , potom duální uspo¯ádání �1 se oznaËuje symbolem
�. PodobnÏ je to se symboly ✓ atp.

Definice 7.1.2. BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina, Y ✓ X. Relace Y na mnoæinÏ Y
zadaná p¯edpisem x Y y , x  y je indukované uspo¯ádání na mnoæinÏ Y a znaËí
se rovnÏæ .

Definice 7.1.3. Prvky x, y uspo¯ádané mnoæiny jsou srovnatelné, platí-li x  y nebo
y  x. Uspo¯ádaná mnoæina je ¯etÏzec, jsou-li kaædé dva její prvky srovnatelné.

P¯íklad. (R,), (Z,) (N,) jsou ¯etÏzce. ⇤
BuÔ  uspo¯ádání na X. OznaËme x < y, jestliæe x  y a zároveÚ x 6= y. Dále

zaveÔme oznaËení x / y, jestliæe x < y a neexistuje z 2 X takové, æe x < z, z < y. Je-li
x / y, pak ¯íkáme, æe x je bezprost¯edním p¯edch˘dcem y, nebo y pokr˝vá x.

P¯íklad. (1) V mnoæinÏ N s p¯irozen˝m uspo¯ádáním podle velikosti platí 1 < 2 a 1/2,
1 < 3, ale neplatí 1 / 3.
(2) V mnoæinÏ N s relací dÏlitelnosti 6 pokr˝vá 3.
(3) V mnoæinÏ Q vπech racionálních Ëísel s p¯irozen˝m uspo¯ádáním podle velikosti
neplatí x / y pro æádnou dvojici x, y 2 Q. Pro libovolné x, y 2 Q takové, æe x < y, platí
z = 1

2(x+ y) 2 Q a x < z, z < y. ⇤
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KoneËnou uspo¯ádanou mnoæinu (X,) m˘æeme znázornit diagramem. Prvky mno-
æiny X znázorníme jako body v rovinÏ. Prvky x, y splÚující x / y vyznaËíme tak, æe x
leæí níæe neæ y a spojíme je úseËkou.
Z diagramu pak m˘æeme urËit uspo¯ádání mnoæiny X: x  y právÏ tehdy, kdyæ x leæí

níæe neæ y a existuje zdola nahoru smÏ¯ující koneËná posloupnost na sebe navazujících
úseËek z bodu x do bodu y.

P¯íklad. V uspo¯ádané mnoæinÏ Y = {a, b, c, d} s diagra-
mem vpravo platí:

• d / c, c / a, c / b,
• d < a, ale nikoliv d / a,
• prvky a, b nejsou srovnatelné.

a b

c

d ⇤

Definice 7.1.4. BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina, Y ✓ X. Prvek x 2 X je
• dolní závora mnoæiny Y, je-li x  y pro kaædé y 2 Y;
• horní závora mnoæiny Y, je-li y  x pro kaædé y 2 Y.

P¯íklad. V uspo¯ádané mnoæinÏ Y z p¯edchozího p¯íkladu platí:
• c, d jsou dolní závory podmnoæiny {a, b},
• podmnoæina {a, b} nemá æádnou horní závoru. ⇤

Definice 7.1.5. BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina. Prvek x 2 X je
• nejmenπí (minimální) prvek mnoæiny X, je-li x  y pro kaædé y 2 X, v tako-
vém p¯ípadÏ píπeme x = minX;

• nejvÏtπí (maximální) prvek mnoæinyX, je-li x � y pro kaædé y 2 X, v takovém
p¯ípadÏ píπeme x = maxX.

P¯íklad. V uspo¯ádané mnoæinÏ Y z p¯edchozího p¯íkladu platí:
• d je její nejmenπí prvek,
• její nejvÏtπí prvek neexistuje. ⇤

CviËení. Kaædá uspo¯ádaná mnoæina má nejv˝πe jeden nejvÏtπí prvek a nejv˝πe jeden
nejmenπí prvek. ⇤

Definice 7.1.6. BuÔ (X,) uspo¯ádaná mnoæina, Y ✓ X. Prvek x 2 X je
• infimum mnoæiny Y, je-li x nejvÏtπí prvek mnoæiny vπech dolních závor mnoæiny
Y, v takovém p¯ípadÏ píπeme x = inf Y,

• supremum mnoæiny Y, je-li x nejmenπí prvek mnoæiny vπech horních závor
mnoæiny Y, v takovém p¯ípadÏ píπeme x = supY.

P¯íklad. V uspo¯ádané mnoæinÏ Y z p¯edchozího p¯íkladu platí:
• mnoæina dolních závor podmnoæiny {a, b} je {c, d}, její nejvÏtπí prvek je c, a proto
inf{a, b} = c,

• podmnoæina {a, b} nemá æádnou horní závoru, Ëili mnoæina horních závor je
prázdná, nemá tedy nejmenπí prvek, a proto sup{a, b} neexistuje. ⇤

CviËení. (1) Kaædá podmnoæina má nejv˝πe jedno supremum a nejv˝πe jedno infi-
mum.
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(2) Jestliæe x  y, pak inf{x, y} = x a sup{x, y} = y.
(3) Jestliæe inf{x, y} = x, pak x  y.
(4) Jestliæe sup{x, y} = y, pak x  y. ⇤

CviËení. BuÔ X uspo¯ádaná mnoæina. Supremum prázdné mnoæiny je nejmenπí prvek
mnoæiny X (pokud existuje) a infimum prázdné mnoæiny je nejvÏtπí prvek mnoæiny X
(pokud existuje). ⇤

7.2. SvazovÏ uspo¯ádané mnoæiny a svazy

Definice 7.2.1. Uspo¯ádaná mnoæina je svazovÏ uspo¯ádaná, jestliæe kaædá její dvou-
prvková podmnoæina má infimum i supremum.

Kaædá koneËná podmnoæina svazovÏ uspo¯ádané mnoæiny má infimum i supremum.

P¯íklad. (1) Pro libovolnou mnoæinu X je (P(X),✓) svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina,
p¯iËemæ pro libovolné Y, Z 2 P(X) inf{Y, Z} = Y \ Z a sup{Y, Z} = Y [ Z.
(2) (N, |) je svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina, p¯iËemæ inf{x, y} je nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel
Ëísel x, y, sup{x, y} je nejmenπí spoleËn˝ násobek Ëísel x, y.
(3) ({1, 3, 5, 6, 9, 10, 12}, |) není svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina.
(4) Kaæd˝ ¯etÏzec je svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina, p¯iËemæ inf{x, y} = min{x, y} je
menπí z prvk˘ x, y, sup{x, y} = max{x, y} je vÏtπí z prvk˘ x, y. ⇤

Definice 7.2.2. Mnoæina X se dvÏma binárními operacemi ^ a _ je svaz, jestliæe pro
kaædé x, y, z 2 X platí

x ^ y = y ^ x, x _ y = y _ x, (komutativita ^ a _)
(x ^ y) ^ z = x ^ (y ^ z), (x _ y) _ z = x _ (y _ z), (asociativita ^ a _)
x ^ (y _ x) = x, x _ (y ^ x) = x. (zákon absorpce)

Binární operace ^ je pr˘sek, binární operace _ je spojení.

P¯íklad. (1) Pro libovolnou mnoæinu X mnoæina P(X) s operacemi \ a [ je svaz.
(2) Mnoæina N s operacemi D a N, kde xD y je nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel Ëísel x, y a xN y
je nejmenπí spoleËn˝ násobek Ëísel x, y, je svaz.
(3) Mnoæina R s operacemi min a max je svaz.
(4) Mnoæina {0, 1} pravdivostních hodnot s operacemi konjunkce a disjunkce je svaz. ⇤

Tvrzení 7.2.1. BuÔ (X,^,_) svaz. Pro libovolné x 2 X platí

x ^ x = x, x _ x = x. (idempotentnost ^ a _)

D˘kaz.

x ^ x = (zákon absorpce)

= x ^ (x _ (y ^ x)) = (komutativita _)
= x ^ ((y ^ x) _ x) = (zákon absorpce)

= x.

Druhou Ëást tvrzení necháme jako cviËení. ⇤
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Ve svazovÏ uspo¯ádané mnoæinÏ X pro kaædé x, y existují inf{x, y} a sup{x, y} a jsou
jednoznaËnÏ urËena, proto m˘æeme na X definovat binární operace ^ a _:

x ^ y := inf{x, y}, x _ y := sup{x, y}.

Podle následujícího tvrzení kaædá svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina s tÏmito operacemi je
svaz.

Tvrzení 7.2.2. SvazovÏ uspo¯ádaná mnoæina X s binárními operacemi ^, x ^ y =
inf{x, y}, a _, x _ y = sup{x, y}, je svaz.

D˘kaz. CviËení.
Asociativita _: Návod: Ukaæte, æe x _ (y _ z) = sup{x, y, z} = (x _ y) _ z. ⇤

CviËení. Dokaæte, æe x1 _ x2 _ · · · _ xn = sup{x1, x2, . . . , xn}. (Vlevo nezáleæí na uzá-
vorkování). ⇤
Podle následujícího tvrzení kaæd˝ svaz je svazovÏ uspo¯ádaná mnoæina.

Tvrzení 7.2.3. BuÔ (X,^,_) svaz.
(1) Poloæme x ^ y právÏ tehdy, kdyæ x ^ y = x. Pak ^ je uspo¯ádání na X.
(2) Poloæme x _ y právÏ tehdy, kdyæ x _ y = y. Pak _ je uspo¯ádání na X.
(3) Uspo¯ádání ^ je shodné s uspo¯ádáním _ a (X,^) je svazovÏ uspo¯á-
daná mnoæina, p¯iËemæ

inf{x, y} = x ^ y, sup{x, y} = x _ y.

D˘kaz. CviËení. ⇤

Svazy i svazovÏ uspo¯ádané mnoæiny tedy m˘æeme chápat jak jako algebraické struk-
tury tak jako uspo¯ádané mnoæiny. Uspo¯ádání totiæ jednoznaËnÏ urËuje algebraickou
strukturu a algebraická struktura zase jednoznaËnÏ urËuje uspo¯ádání.

BuÔ (X,^,_) svaz. Identity v definici svazu jsou symetrické vzhledem k vzájemné
zámÏnÏ ^ a _, proto (X,_,^) je také svaz. Naz˝vá se duální svaz a znaËí se X⇤.

CviËení. OvÏ¯te, æe duální svaz má duální uspo¯ádání. ⇤

Tvrzení 7.2.4. BuÔ X svaz. Pro kaædé x, a, b 2 X platí

(i) jestliæe a  b, pak a ^ x  b ^ x;
(ii) jestliæe a  b, pak a _ x  b _ x;
(iii) jestliæe x  a, x  b, pak x  a ^ b;
(iv) jestliæe x � a, x � b, pak x � a _ b.

D˘kaz. (i) Nechª a  b, pak a^ b = a, naËeæ (a^ x)^ (b^ x) = a^ b^ x = a^ x; odtud
tvrzení. (ii) CviËení. (iii) a (iv) plynou ihned z definice infima a suprema (cviËení). ⇤

Obsahuje-li podmnoæina svazu vπechna infima a suprema vπech dvojic sv˝ch prvk˘,
je to také svaz.

Definice 7.2.3. Podsvaz svazu (X,^,_) je podmnoæina Y ✓ X taková, æe pro kaædé
x, y 2 Y platí x ^ y 2 Y a x _ y 2 Y.
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P¯íklad. Svaz X a jeho podsvazy Y a Z:

X �

� �

� �

�

Y �

�

� �

�

Z �

�

�

�
⇤

CviËení. (1) Kaædá podmnoæina ¯etÏzce je podsvaz.
(2) Kaædá podmnoæina svazu, která je ¯etÏzcem, je podsvaz. ⇤

Podmnoæina svazu m˘æe b˝t svazem vzhledem k indukovanému uspo¯ádání, aniæ by
byla podsvazem.

P¯íklad. Svaz X a jeho podmnoæina Y, která je svazem, ale není podsvazem.

X �

x _X y

x y

�

Y x _Y y

x y

�
Supremum x _Y y v Y je r˘zné od suprema x _X y v X. ⇤

7.3. Úplné svazy

Definice 7.3.1. Svaz je úpln˝, má-li kaædá jeho podmnoæina supremum i infimum.

P¯íklad. (1) Kaæd˝ koneËn˝ svaz je úpln˝ a platí inf{x1, x2, . . . , xn} = x1^x2^. . .^xn,
sup{x1, x2, . . . , xn} = x1 _ x2 _ . . . _ xn.
(2) Svaz (P(M),✓) je úpln .̋ Infima jsou pr˘niky, suprema jsou sjednocení.
(3) Svaz (N,) není úpln .̋ Schází nap¯íklad supremum celé mnoæiny N. ⇤

Kaæd˝ úpln˝ svaz má nejvÏtπí prvek, je to jeho supremum, i nejmenπí prvek, je to
jeho infimum.

Tvrzení 7.3.1. BuÔ X uspo¯ádaná mnoæina, jejíæ kaædá podmnoæina má infimum. Pak
X je úpln˝ svaz.

D˘kaz. StaËí ukázat, æe kaædá podmnoæina má supremum. BuÔ Y ✓ X. OznaËme Z
mnoæinu vπech horních závor mnoæiny Y a poloæme s = inf Z. Dokaæme, æe s = supY.
Kaæd˝ prvek mnoæiny Z je horní závora mnoæiny Y, takæe kaæd˝ prvek mnoæiny Y

je dolní závora mnoæiny Z. Jelikoæ s je nejvÏtπí dolní závora mnoæiny Z, tak y  s pro
kaædé y 2 Y, Ëili s je zároveÚ horní závora mnoæiny Y. A kdyæ s 2 Z a souËasnÏ s je
(nejvÏtπí) dolní závora mnoæiny Z, je to nejmenπí prvek mnoæiny Z, Ëili nejmenπí horní
závora mnoæiny Y. ⇤



94 Uspo¯ádání a svazy

P¯íklad. P¯edpoklad, æe kaædá (i prázdná) podmnoæina mnoæiny X má infimum, zna-
mená, æe X má nejvÏtπí prvek. Nap¯íklad (N,) není úpln˝ svaz, p¯estoæe kaædá ne-
prázdná podmnoæina má infimum. ⇤

P¯íklad. BuÔG grupa. OznaËme P (G) mnoæinu vπech podgrup grupyG. Pak (P (G),✓)
je úpln˝ svaz.
BuÔ {A◆ | ◆ 2 I} ✓ P (G), tedy nÏjak˝ systém podgrup grupy G. Potom

T
◆2I A◆ je

také podgrupa (cviËení), která je zároveÚ inf{A◆ | ◆ 2 I} (cviËení). Podle p¯edchozího
tvrzení je (P (G),✓) úpln˝ svaz. Proto existuje i sup{A◆ | ◆ 2 I} a je to pr˘nik vπech
podgrup, které obsahují vπechny podgrupy A◆.
P¯íklad je zformulován pro grupy, ale jeho analogie platí i pro jiné algebraické struk-

tury. ⇤

CviËení. OznaËme E(X) mnoæinu vπech relací ekvivalence na mnoæinÏ X. Protoæe
E(X) ⇢ P(X ⇥ X), vzniká na E(X) indukované uspo¯ádání. Dokaæte, æe E(X) je
úpln˝ svaz. ⇤


