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7. prednaska, 14. 11. 2024

5.2. Grupy

Definice 5.2.1. Mnozina G s binarni operaci x: G x G — G je grupa, jestlize
(1) operace * je asociativni,
(2) v mnoziné G je neutrélni prvek operace *,
(3) mnozina G s kazdym prvkem obsahuje také prvek k nému inverzni vzhledem
k operaci .
Je-li navic operace * komutativni, grupa G je také komutativni.

Grupa G s binarni operaci *, neutralnim prvkem e a oznacenim inverzniho prvku ~!
se nékdy zapisuje (G, *, e, ~1), nékdy jen (G, *) a je-li z kontextu ziejmé, o jakou operaci
se jedna, nékdy se hovori jen o grupé G.

Grupa s bindrni operaci oznacenou + se nazyva aditivni (pouziva se pouze u komu-
tativnich grup). Grupa s bindrni operaci oznac¢enou - se nazyva multiplikativni.

Ozna¢me Q* = Q \ {0} a obdobné v ptipadech R*, C*.

Priklad. (1) Mnozina Z s operaci soucet je grupa. Stejné tak Q, R, C.

(2) Mnozina Ny s operaci soucet neni grupa.

3) Mmnozina Q* s operaci soucin je grupa. Stejné tak R*, C*, R (kladna realna cisla).
+

(4) Mnozina Z \ {0} s operaci souc¢in neni grupa. Stejné tak Q, R, C.

(5) Mnozina R? s operaci soudet je grupa.

(6) Mnozina M, x,(P) s operaci soucet je grupa.

(7) Mnozina M, (P) s operaci souéin neni grupa.

(8) Mnozina GL, (P) invertibilnich matic typu n x n s operaci souéin je grupa (nazyva

se obecnd linedrni grupa).
(9) Mnozina X~ s operaci skladani zobrazeni neni grupa.

(10) Mnozina vSech bijektivnich zobrazeni X — X s operaci skladani je grupa. O

Tvrzeni 5.2.1. Bud (G, *,e, ') grupa. Pak pro libovolnd x,y € G plati:

1 1

(1) Jestlize xxy=e, paky=x"", z =y

(2) (xxy)™ =y~ txat

Dikaz. (1) Jestlize x xy = e, pak y = exy = z~
druhé rovnost (cviceni).
(2) Plyne z rovnosti x xy xy~

1 1

xx*y = ' xe =2 L Podobné

Lyz=l=ea(1). O
Poznamka. Bez predpokladu existence inverze ke kazdému prvku nejde o grupu a im-

plikace v bodé (1) v Tvrzeni 5.2.1 nemusi platit, viz nasledujici pfiklad (1), ale v né-
kterych piipadech i pfesto plati, viz nasledujici priklad (2).

Pi#iklad. (1) Ozna¢me I = [0, 1] a mé&jme mnozinu I’ viech zobrazeni I — I s operaci
skladani a neutralnim prvkem id;. Nechf f,g € I’ jsou takova, ze

[ 2z proz€]0,3], 1
f(iL‘)—{ 1 proze[L1] g(:r)—2:): pro x € I.
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Potom sice f o g =idy, ale

_J oz proxe[O,%],
won@={ ] Poreihal
(2) Mnozina M,,(P) s operaci souéin sice neni grupa, piesto pro libovolné dvé matice
z

M, (P) bod (1) v Tvrzeni 5.2.1 plati, viz Tvrzeni 1.4.3. O

a f1, ¢! neexistuji.

5.3. Podgrupy

Definice 5.3.1. Bud (X, *,¢e, 1) grupa, bud Y C X podmnozina takova, Ze
(1) jestlize y1,y2 € Y, pak y1 x y2 € Y;
(2) e€Y;
(3) jestlize y € Y, pak y~ ! € Y.

Potom Y je podgrupa grupy X.

Vlastnosti (1) se nékdy fikd uzavienost mnoziny vzhledem k operaci, vlastnosti (3)
uzavrenost mnoziny vzhledem k inverzi.

Je-1i Y podgrupa grupy (X, *, e, 1) a je-li ¥y ztizeni operace * na podmnozinu Y x Y,
pak (Y, *y,e, 1) je grupa. ZaZeni operace na podmnozinu se obvykle znaéi stejné jako
puvodni operace.

Priklad. (1) Kazda grupa (X, #,e, ') méa podgrupy X a {e}. Tyto podgrupy se na-
zyvajl trividlni podgrupy.

(2) Aditivni podgrupy (Z,+,0,—) C (Q,+,0,—) C (R,+,0,—) c (C,+,0,—).

(3) Multiplikativni podgrupy (Q* -, 1,71) c (R% -, 1,7%) c (C*%-,1,71).

(4) Mnozina {—1,1} je podgrupa multiplikativni grupy R*

(5

(6

(7) Mnoziny {(z,1) € R? |z € R} a {(z,y) € R?|z,y € R, 22+%? < 1} nejsou podgrupy
grupy R? s operaci soucet. O

Mnozina {z € C||z| = 1} je podgrupa multiplikativni grupy C*

)
)
)
)

Mnozina {(z,2z) € R? |z € R} je podgrupa grupy R? s operaci soudet.

Tvrzeni 5.3.1. (1) Budte X grupa, Y podgrupa X a Z podgrupa Y. Pak Z je podgrupa
X.

(2) Budte X grupa oY, Z jeji podgrupy. Pak'Y N Z je podgrupa X.

Diikaz. Cviceni. |

Cviceni. Pokud prinik prazdného systému podmnozin mnoziny X je mnozina X, po-
tom priinik libovolného systému podgrup grupy X je podgrupa grupy X. O

5.4. Podgrupy aditivni grupy 7Z

Najdeme vSechny podgrupy aditivni grupy Z = (Z, +,0, —). Pro celé nezaporné ¢islo
m € Ny oznacme

mZ={mk|keZ}={...,—2m,—m,0,m,2m,...}.
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Tvrzeni 5.4.1. MnoZiny mZ, m € Ny, jsou podgrupy aditivni grupy Z a jin€ podgrupy
v 7, nejsou.

Diikaz. Bud m € Ny libovolné. Ukézeme, ze mZ je podgrupa. Pro libovolné mk, ml €
mZ plati mk+ml = m(k+1) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ vzhledem
ke séitani. Mnozina mZ obsahuje neutralni prvek 0 grupy Z. Nakonec, pro libovolné
mk € mZ plati —(mk) = m(—k) € mZ, ¢imz je dokdzana uzavienost mnoziny mZ
vzhledem k inverzi (opa¢nym prvkam).

Bud B C Z libovolné podgrupa grupy Z. Ukézeme, Zze B je rovna nékteré podgrupé
mZ. Jelikoz B je podgrupa, obsahuje neutralni prvek 0. Pokud B = {0}, pak B = 0Z
(m = 0). Pfedpoklddejme, ze B # {0}, tedy existuje nenulové ¢islo b € B. Navic existuje
kladné ¢islo by € B, bud by = b, nebo by = —b (—b € B, protoze B je podgrupa).
Ozna¢me m nejmensi kladné cislo v B (v kazdé neprazdné mnoziné kladnych celych
Cisel existuje nejmensi ¢islo).

Dokazeme, ze toto ¢islo m je hledané ¢islo, pro néz B = mZ. Nejdiive ukazeme,
ze mZ C B. Jiz vime, 72e 0 € B a m € B. Pfedpoklddejme, ze mk € B. Potom
im(k+1) = mk+m € B a diky matematické indukci dostavame, ze mk € B pro kazdé
k € N. A potom i inverzni prvky —mk lezi v B, a tim je ukédzano, ze vSechny prvky
mnoziny mZ lezi v B.

Zbyva dokazat, ze B C mZ. Bud b € B libovolné a predpoklddejme, ze b ¢ mZ. Pak
existuji q,r € Z takova, ze

b=mqg+r a 0<r<m.

Potom r = b — mq = b+ m(—q) je kladny prvek B, mensi nez m, coz je v rozporu
s definici prvku m. Proto b € mZ. d

5.5. Faktorové grupy

‘Deﬁnice 5.5.1. Relace na mnoziné X je podmnozina kartézského soucinu X x X.

Je-li p relace, misto ,(x,y) je v relaci p“ se obvykle ¥ika ,z je v relaci p s y* a misto
(z,y) € p se obvykle pise x p y.

Definice 5.5.2. Relace p na mnoziné X je relace ekvivalence, jestlize je
(1) reflexivni, tj. z p x pro kazdé x € X,
(2) symetrick, tj. z py implikuje y p x,
(3) tranzitivni, tj.  py, y p z implikuje z p z.

Definice 5.5.3. Budte = relace ekvivalence na mnoziné X a x,y € X. Jestlize v = v,
potom x je ekvivalentni y vzhledem k =. MnozZina

{yeX|z=y}
vSech prvki ekvivalentnich prvku x je trida ekvivalence prislusna x vzhledem k =,
oznacujeme ji [x]= nebo jen [z], je-li zFejmé, o jakou relaci ekvivalence se jednd, tedy

[z]l= ={y e X |z =y}
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Definice 5.5.4. Bud = relace ekvivalence na mnoziné X. MnoZina
{[z]= |z € X}

vSech prislusnych tfid ekvivalence je faktorovd mnoZina vzhledem k =, oznacujeme ji
X= nebo jen X, je-li zfejmé, o jakou relaci ekvivalence se jedna, tedy

Xo = {z]=|z € X}.

Poznamenejme, ze X je rozklad mnoZiny X, to znamend, Ze mnoziny [x] jsou ne-
prazdné, po dvou disjunktni a jejich sjednoceni je X.

Definice 5.5.5. Budte X mnozina s bindrni operaci * a = relace ekvivalence na
mnoziné X. Relace = je kongruence na X s *, jestlize plati podminka kompatibility,
¢ili implikace

jestlize x1 = x2 a y1 = yo, pak T1 *x Y1 = To * Yo,
nebo ekvivalentné

jestlize [v1] = [z2] a [y1] = [y2], pak [z1 * y1] = [22 * yo].

Tvrzeni 5.5.1. Budte = kongruence na mnoziné s asociativni bindrni operaci a x,y
inwvertibilni proky. Pak plati implikace

-1_ -1

jestlize x =y, pak x Y

nebo ekvivalentné zapsdno
jestlize [x] = [y], pak [z7'] = [y™"].
1

Diikaz. Necht x = y. Jelikoz 27! = 27! a y~! =y, z podminky kompatibility dosta-

neme zxx !=yxx Ltedye=yxr Lay txe=y txysxaLtedyy =2t O

Priklad. (1) Méjme grupu (Z,+,0, —) a relaci = na Z danou predpisem: z = y pravé
tehdy, kdy? x, y jsou ob& suda nebo obé licha, tedy Z = {[0], [1]}. Potom = je kongruence,
protoze soucet jakychkoliv sudych ¢isel je sudé ¢islo, soucet jakychkoliv dvou lichych ¢isel
je sudé ¢islo a soucet jakéhokoliv sudého ¢isla a jakéhokoliv lichého ¢isla je liché ¢islo.
(2) Méjme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou piedpisem: x = y pravé tehdy,
kdy# z,y jsou obé zaporna nebo obé kladna nebo ob& nulova, tedy Z = {[-1],[0], [1]}-
Potom = je relace ekvivalence, plati implikace

jestlize x =y, pak —z = —y,
ale existuji x1, T2, y1,y2 € Z takova, ze r1 = x2 a y1 = yo, ale x1 + y1 Z T2 + Yo. Cili =
nespliuje podminku kompatibility a neni to tedy kongruence na Z.
(3) Mé&jme grupu (Z,+,0,—) a relaci = na Z danou pfedpisem: x = y pravé tehdy,
kdyz x,y jsou obé zapornéa nebo obé nezaporna, tedy Z = {[—1],[0]}. Potom = je relace

ekvivalence, ale existuji x,y € Z takova, Zze x = y, ale —x £ —y. Podle Tvrzeni 5.5.1 =
neni kongruence na Z, a nespliiuje tedy podminku kompatibility. O

Méme-li kongruenci a t¥idy [z], [y], pak diky podmince kompatibility tf¥ida [z * y] je
jednoznaé¢né uréena t¥idami [z], [y], ¢ili nezavisi na konkrétnim vybéru jejich prvka z,y
(reprezentanti). Na mnoziné X tedy muzeme zavést bindrni operaci * pfedpisem

[z]*[y] =[x+ y]. (9)
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Priklad. Mé&jme grupu (Z, +,0, —) a kongruenci = danou pfedpisem: z = y pravé tehdy,
kdyZz z,y jsou obé suda nebo obé lichd, tedy Z = {[0], [1]}.

. lljva Z méme binarni operaci + definovanou piedpisem (9), tedy [z]+[y] = [z + y].
[0]+[0] = [0+ 0] = [2+ 6] = [8 + (—14)] = [0],
O +[1] = [0+1] = [247] = [(=6) + 11] = [1],
[1]+[0] = [1+0] = [7+ 6] = [17+ (=2)] = [1],
)+ =141 =[3+13] =[(-7)+5] = [0]. O

Tvrzeni 5.5.2. Méjme kongruenci na mnoziné X s bindrni operact . Bud % bindrni
operace na X definovand piedpisem (9). Potom
(i) je-li x asociativni, pak * je asociativni;
(i1) je-li e neutrdlni prvek *, pak [e] je neutrdlni prvek %;
(iii) je-li = inverze k x vzhledem k *, pak [v7 Y] je inverze k [x] vzhledem k %;
(iv) je-li x+ komutationi, pak * je komutativni.

Diikaz. (i) Jestlize  je asociativni, potom pro libovolné tiidy [x], [y], [2] € X plati

[z]*([yl*[2]) = [2]*[y * 2] =
= [zx(yx2)] =

takze * je asociativni. 3
(ii) Jestlize e je neutralni prvek oparace *, potom pro libovolnou t¥idu [z] € X plati
[z]*[e] = [z * €] = [x],
[e]*[x] = e+ a] = [x],
takze [e] je neutralni prvek operace %.
(iii) Jestlize z~! je inverzni prvek k  vzhledem k *, pak
[2]3z71) = [z x 27 = [e],
[27 135 [2] = [t x 2] = [e],
takze [x7!] je inverzni prvek k [x] vzhledem k operaci %.
(iv) Z (9) je ziejmé, zZe je-li * komutativni, pak i * je komutativni. O

Dausledek. Pro kazdou (komutationi) grupu a kaZdou kongruenci na této grupé pri-
slusnd faktorovd mnoZina s operaci definovanou predpisem (9) je (komutativni) grupa.

Dikaz. Tvrzeni je jednoduchym dtsledkem ptedchoziho tvrzeni. O

Jelikoz kazdy prvek mnoziny s asociativni operaci ma nejvyse jeden inverzni prvek,
viz Tvrzeni 5.1.2 nebo Tvrzeni 5.5.1, t¥ida [z7!] je v takovém piipadé jednoznacéné
uréena tiidou [z], ¢ili nezévisi na konkrétnim vybéru jejiho prvku z, a proto je korektni
ji oznacovat [z]~L

Definice 5.5.6. Faktorova mnozina s operaci definovanou predpisem (9) z ptredcho-
ziho Dtsledku je faktorovd grupa.
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Priklad. Méjme grupu (Z,+,0,—) a kongruenci danou pfedpisem: x = y pravé tehdy,

kdy? ,y jsou ob& suda nebo obé liché, tedy Z = {[0], [1]}.
Na Z méme asociativni binarni operaci F: [z]+[y] = [z + 9], neutralni prvek operace
+ je [0] a opa¢ny prvek —[z] k prvku [z] je [—z], ¢ili —[0] = [0], —[1] = [-1]=[1]. O

5.6. Zbytkové tridy
Méjme aditivni grupu (Z,+,0,—) a bud m libovolné pfirozené (kladné celé) ¢islo.
Definujme relaci =,,, na Z predpisem:
T =y, y pravé tehdy, kdyz x — y je celociselny nasobek ¢isla m

(¢ili m | (z — y) a existuje tedy k € Z takové, 7e v —y = km a z = y + km).

Potom =, je relace ekvivalence (cvi¢eni), prislusné tfidy ekvivalence [i|=,, se znaci
[i]m a
[— 2]m:{ 24+ km|keZ}={...,—2—-2m,—2—m,—2,—2+m,—2+2m,...},
(1] ={-1+km|keZ}={...,-1-2m,—1—m,—1,—14+m,—1+2m,...},
0], ={km|keZ}={...,—2m, —m,O,m,2m,...},
[1]m:{1+km|k€Z}—{ —2m,1—m,1,1+m,1+42m,...},
2lm={2+km|keZ}={...,2—2m,2 —m, 2,24+ m,2+2m,...},

[i]m ={t+km|keZ}={...,i—2m,i—m,i,i+m,i+2m,...},

Proi € {0,...,m—1} t¥ida ekvivalence [i],, obsahuje pravé ta cela ¢isla z, po jejichz ce-
lo¢iselném déleni éislem m éislo i je zbytek. Ttidam [i],,, kde i € {0, ..., m—1}, se proto
Tiké zbytkové tridy. Pii déleni ¢islem m vSechny mozné zbytky jsou pravé 0,1,...,m—1,
takze kazdé celé ¢islo lezi v pravé jedné ze zbytkovych t¥id [0]m, [1]m, - - -, [m — 1], Pi-
slusna faktorova mnozina sz se znaci Zy,, tedy

Zn = {[0m [Ums -, [m = 1]}

Ovérime, zda =, je kongruence na Z, ¢ili podminku kompatibility. Pfedpokladejme,
ze [21]m = [z2]m a [y1]m = [y2]m. To znamend, ze x5 € [z1]m a Y2 € [Y1]m, Cili 23 =
x1 + km, ya = y1 + Im pro vhodné k,l € Z. Potom x9 + y2 = 1 + km 4+ y1 +Im =
z1+ 1+ (k+0)m € [z1 4+ yi]m, a tedy [z1 + yi]m = [22 + Y2]m

Na mnoziné Z,, tedy mame binarni operaci + (znaci se obvykle stejné jako ptivodni
operace) podle (9)

a prislusné faktorova grupa (Z,,+, [0]m, —) je komutativni aditivni grupa zbytkovych
trid modulo m.

Na mnoziné Z uvazujme operaci -, ktera je asociativni a ma neutralni prvek 1. Ovérime
podminku kompatibility pro operaci -.

Predpokladejme, Ze [z1]y = [z2]m a [y1]m = [y2]m- To znamena, ze xo = x1 + km,
y2 = y1 +Im pro vhodnd k,[ € Z. Potom x5 - ya = (w1 + km) - (y1 +1m) = z1y1 + (ky1 +
lx1 + klm)m € [z1y1]m, a tedy [z1y1]m = [T2y2]m



84 Grupy

Na Z,, tedy mame i binarni operaci - podle (9)

Podle Tvrzeni 5.5.2 operace - na mnoziné Z,, je komutativni, asociativni a mé neut-
ralni prvek [1],,. Faktorova mnozina Z,, s operaci - a neutradlnim prvkem [1],, je komuta-
tivani multiplikativni monoid zbytkovych tiid modulo m (monoid je mnozina s asociativni
binarni operaci a neutradlnim prvkem). Otézka existence inverzi vzhledem k operaci -
neni tak jednoducha jako v pfipadé operace +.

Tvrzeni 5.6.1. Prvek [z, € Z,, md inverzi vzhledem k operaci - pravé tehdy, kdyz x
a m jsou nesoudélnd, tedy jejich nejvétsi spolecny délitel D(x,m) je 1.

Diikaz. Predpokladejme, ze [y]n, je inverze k [x]y,, tedy [T]m - [Y]lm = [2y]m = [1]m. Takze
xy + km = 1 pro vhodné k € Z a kazdy spolecny délitel ¢isel x a m je délitel i ¢isla 1.
Proto D(xz,m) = 1.

Pfredpokladejme, ze D(x,m) = 1. Podle Bézoutovy véty existuji ¢isla y, k € Z takova,
se D(z,m) = zy + km, tedy 1 = ay + km, takze (U = [zylm = [alm - [l & [o]m J¢
inverze k [z],. O

Priklad. Necht m = 5. Nasledujici tabulka naznacuje rozlozeni mnoziny vSech celych
¢isel do péti trid:

[0]5 5 0 5

1] 4 1 6

205 3 2 7

3]s -2 3 8

[4]5 1 4 9
Aditivni grupa Zs resp. multiplikativni monoid Zs maji tabulky

+ | [0]s (s [2]5 [3]5 [4]5 - [0l [1s 25 [3]5 [4]s

05 | [0]s [1]5 [2]s [3]5 [4]5 [0]5 | [0]5 [0]5 [0]5 [0]5 [O]5

[1s | [1]s [2]s [3]5 [4]s [0]5 resp. [As | [0)s (s [2s [3s [4ls

25 | [25 (3]s [4]s [0]5 [1]s 2]5 | [0]5 [2s [4]s [1]s [3]s

Bl5 | 85 [4]s [0]s [1]s [2]5 Bl5 [ [0]5 [3]s [1ls [4]s [2]5

[4]5 [ [4]s [0]s [lls [2]5 [3]5 [4]5 [ [0]s [4]s [3]s [2s [1]s

Piiklad. Nechf v nékterém roce piipada Stédry den na ttery. Neni-li nasledujici rok
pfestupny, potom v ném Stédry den piipada na stiedu, protoze 365 = 52 -7 + 1, tedy
[365]7 = [1]7. Je-li nasledujici rok piestupny, potom v ném Stédry den ptipad4 na
¢tvrtek, protoze 366 = 52 - 7 + 2, tedy [366]7 = [2]7. O



