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6. prednaska, 7. 11. 2024

Definice 4.4.2. Necht f € P[z] a £ € P. Pokud ¢ je kofen f, potom polynom x — ¢
je kotenovy cinitel polynomu f.

Definice 4.4.3. Prvek ¢ € P je k-ndsobnyj koven polynomu f € P[], jestlize (x — &)*
deli f, ale (z — &)k nedéli f.

Tvrzeni 4.4.3. Budte &1,...,&, € P razné koreny polynomu f € Plx] s ndsobnostmi
po Tadeé ki, ..., k,. Potom

(1) (= &) (z = &)™ | f;
(2) ki + -+ k, <degf.

Diikaz. Cvideni. ]

Tvrzeni 4.4.4 (Zakladni véta algebry). Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md
aspon jeden koren.

Vsechny znamé dikazy vyuzivaji vysledky matematické analyzy, proto zde dikaz

neuvadime.

Dusledek. Kazdy nekonstantni polynom nad polem C md rozklad na linedrni cinitele.
Korent se zapoctenim ndsobnosti ma prdvé tolik, kolik c¢int jeho stupen, a mavzdjem
ruznych korent md nejvyse tolik.

Ptedchozi dtisledek znamena, Ze pro kazdy nekonstantni polynom f = a,a"+a,_12" *+
-+ -+ a1z + ap stupné n s komplexnimi koeficienty existuji ¢isla &1, o, . . ., &, (nemusi byt
po dvou riznd), pro ktera plati

anx™ + ap 12" M arFag = an(z — &)(T — &) ... (z —&).
Kazdé z cisel &1, &9, ..., &, je kofenem polynomu f.

Tvrzeni 4.4.5 (Vlastnosti kofenti (Vietovy vzorce)). Budte f = 2" +a,_ 12" 1 +---+
a1z + ag € Clx] a &1,&,...,&, jeho koteny (nemusi byt vSechny rizné). Potom

an—l:—(€1+€2+"'+fn)=—z&
i=1

s = €16+ 6165+ 4 E16n 4 Eaby + o+ Eaby oot b1y =

= Z &i&;
ij=1
1<J
an-3 = —(§16283 + E1628a 4 + &1én1bn + -+ En28n-16n) =
=— ) L&k

i, k=1
i<j<k

ar = (_1)71—1(&-1 U £n72€n71 + 51 T §n72£n + -
C G bbb G
ap = (—1)"&1&2 -+ - &
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Diikaz. Polynom f muzeme rozlozit na soucin jeho korenovych cinitela
Tt anaz T b aztag = (1= ) (@ — ).

Po roznéasobeni pravé strany porovnanim koeficientt s prislusnymi koeficienty na levé
strané ziskame uvedené vztahy. O

Priklad. Koifeny polynomu 22 — 5z + 6 jsou 2 a 3 a

ap = —(2+3) = —5,
ag = (—1)?-2-3 =6. O

4.5. Polynomy s realnymi koeficienty
Komplexni ¢isla

Komplexni cislo je ¢islo a + bi, kde a, b jsou redlna cisla a ¢ je imagindrni jednotka,
éili 32 = —1.
Komplexni ¢isla z; = a + bi, zo0 = ¢+ di se rovnaji pravé tehdy, kdyz a = c a b = d.
Pro z1 =a+bi, zo =c+ di
21+ 22 = (a+bi) + (c+ di) = (a+ c) + (b+ d)1,
21— 2 = (a+bi) — (c+di) = (a — c) + (b — d)i,
21+ 2 = (a+bi) - (¢ + di) = (ac + bdi®) + adi + bei = (ac — bd) + (ad + be)i.

Cislo komplexné sdruzené k ¢islu z = a + bi je ¢islo a — bi a oznac¢ujeme jej 2*.

Cviceni. Pro komplexni ¢islo z = a + bi plati

(1) (=) = 2,

(2) z = z* pravé tehdy, kdyZ z je realné ¢islo,

(3) z+ z* = 2a, tedy realné ¢islo,

(4) 22* = a® + b2, tedy realné ¢islo. O

Cviceni. Pro komplexni ¢isla 21, zo plati

(1) (214 22)" = 27 + 23,
(2) (z122)* = 2{2;. O

Cviceni. Pro komplexni éislo z = a + bi

(z — 2)(z — 2%) = 2° — 2ax + a® + b*
je polynom s realnymi koeficienty a pokud z ¢ R, ¢ili b # 0, potom diskriminant tohoto
polynomu je zaporny. O
Polynomy s realnymi koeficienty

Tvrzeni 4.5.1. Je-li £ € C kotenem polynomu s redlnymi koeficienty, potom £* € C je
také korenem tohoto polynomu, a to stejné ndsobnosti.
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Diikaz. Nechf f = apa™ + ap_12" 1 + - 4+ a12 + ag je polynom s realnymi koeficienty
a & € C je jeho kofen, ¢ili f(§) = 0. Potom

fE) =an(E)V" +an 1 ()" P+ Far & +ag = (a =a* pro a € R)
= ap(§)" +ap_1 (€ + -+ ajet +ag = (a*b" = (ab)")
= (@8") + (@ &) (@) +ag = (@b = (a+ b))
= (an€" +an 1"+ @l +ag)t =
=f(€)*=0"=0.

Na druhou stranu, pokud £* je kofen polynomu f, potom z pravé dokdzaného vyplyva,
ze & = (£%)* je také koten.
Takze, je-li & = a + bi kofen f, potom &* = a — bi je také kofen f a
f=@=8@—&)h
Diky tomu, Ze & + £* = 2a a ££* = a® + b? jsou realna disla,
(2= =€) =a"— (E+)z+&
je polynom s realnymi koeficienty, a proto h je také polynom s redlnymi koeficienty.
Proto, je-li £ k-nasobny kofen f,
f=(@-9"az-€',
kde g je polynom s redlnymi koeficienty, jehoz kofenem nejsou ani & ani £*, takze £* je
také k-nasobny koren f. O

Rozklad normovaného polynomu f s redlnymi koeficienty na ireducibilni ¢initele nad
C tedy obsahuje linearni ¢initele x — ay; s redlnymi kotfeny «; a dvojice linearnich ¢initeli
r—&, v — 53-“ s dvojicemi komplexné sdruzenych kotent &;, {3‘-‘:

f=—a)t - (r—a)r(@— &)z — &) - (2 = &) (z — )"

Takze degf =11+ -+ 1, +2(k1 + - - + ks).

Pokud roznésobime vSechny dvojice (z — &;), (x — &), dostaneme rozklad polynomu
f na ireducibilni ¢initele nad R, ktery obsahuje linearni ¢initele z — o; a kvadratické
¢initele 22 — (&5 + £7)x + &€ se zépornymi diskriminanty:

f=@—a)"(r—an)r(@® = (G + &)+ &M - (27— (G +E)a+ 68

CviCeni. (1) Kazdy polynom s redlnymi koeficienty lichého stupné mé aspon jeden
realny koien.

(2) Kazdy polynom s realnymi koeficienty stupné vétsiho nez 2 je reducibilni nad R. [

Cviceni. Rozlozte polynom z* 4 1 na ireducibilni &initele nad C a nad R. O
Pro polynomy, jejichz koeficienty jsou celd ¢isla, navic plati nasledujici tvrzeni.

Tvrzeni 4.5.2. Budte f = a,2" + an_12" 1 + - + a1z + ag polynom s celociselnymi
koeficienty a p, q nesoudélnd celd cisla. Jestlize % je kotenem polynomu f, potom ag je
delitelné p a a, je délitelné q.
Dikaz. Predpokladejme, zZe g je kofenem polynomu f, tedy

f(g) = an(g)n + an_l(g)nil + -+ Cblg +ag = 0.
Vhodnymi tpravami lze ziskat uvedené vlastnosti. Cviceni. O
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Dusledek. Celociselné koteny polynomu s celociselnymi koeficienty jsou délitele abso-
lutniho clenu.

4.6. Derivace

Definice 4.6.1. Bud
f=anx" 4+ ap_ 12" + -+ ayx + ap € Clz].
Polynom

' =napz™ ' + (n— 1)an,1x”_2

4. +ay € Cla]

je derivace polynomu f.

Tvrzeni 4.6.1. (1) (f+9)=f"+7,

(2) (f9)'=Fg+1g,

(3) (f) =kf=1f.

Dikaz. Cviceni. -

Tvrzeni 4.6.2. Necht k > 2, f € C[z] je polynom a & € C je jeho k-ndsobny koten.
Potom

(1) € je (k — 1)-ndsobny koren f,

(2) € je (k — 1)-ndsobny koven nejvétsiho spoleéného délitele D(f, f').

Diikaz. (1) Piedpokladejme, ze ¢ je k-nasobny kofen polynomu f, ¢ili (z — &)* déli f
a (x — &)1 nedéli f. Pro ngjaky polynom ¢ tedy f = (x — &)*q. Potom
fr=ka =" g+ (@ -9 = (z - (kg + (x = )d).

Takze, (z — &)1 déli f/. Kdyby (x — &)F délilo f/, potom x — & by délilo kq + (z — £)¢’
a vzhledem k tomu, ze z — £ déli (z — &)q/, muselo by = — & délit také kq, tedy i gq.
V takovém piipadé (z — &)**! by délilo f, coZ je spor s predpokladem.

(2) (z — &F 1 je délitel f i f', takze (x — &)*1 | D(f, f'). Kdyby (x — £€)* délilo
D(f, f), pak by (z — &) | f' ve sporu s pfedchozim bodem. O

Tvrzeni 4.6.3. Budte f € Clz] a £ € C jeho kofen. Potom £ je 1-ndsobny koten
polynomu

_f € Clx].

D(f, f)
Diikaz. Nechf ¢ je k-nasobny kofen polynomu f, tedy f = (x — £)*q, ale (z — &)1
nedéli f, Gli z — & nedéli ¢. Podle predchoziho tvrzeni D(f, f/) = (x — &)F~1r. Takze
f

T (- ajelikoi x — € nedsli ¢, nedgli ani L. 0

D(f, f") r r

Dusledek. Bud f € Clx].

(1) MnoZina vsech koteni polynomu f/D(f, ') je rovna mnoZiné vsech kovenii po-
lynomu f.
(2) Viechny koreny polynomu f/D(f, f') jsou 1-ndsobné.

Dikaz. Cviceni. O
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4.7. Hornerovo schéma
Bud f € P[z] a £ € P. Podle Tvrzeni 4.1.6 existuje pravé jedna dvojice polynomu

q,r € P|x] takova, ze

(i) f=(@—-&q+r;
(ii) bud r = 0 nebo degr < deg(x — &) = 1.

Takze r je konstantni polynom a f(§) = r.
Je-li f konstantni polynom, potom ¢ = 0 a r = f. Je-li deg f > 1, potom degq =
degf—1. Necht degf =n>1a

f=anz™ + apn_12" 4+ -+ agx® + a1z + ag
q="bp 12"+ by 0" % 4 £ byx? + by + by.
Potom,
an®” + ap 12" 4 4 gz + a1z + ag =
= (@ — &) (bp12™ L F b0z E 4 £ o2 F iz + bo) + 1=
=bp_12" + (bp—g — Ebp1)z™t 4 -+ + (b1 — Eb2)x? + (bo — Eb1)w + (1 — Eby).

Kdyz se polynomy vzajemné rovnaji, rovnaji se jejich koeficienty u stejnych mocnin ne-

urc¢ité z. Diky tomu dostaneme soustavu linearnich rovnic s nezndmymi b,,_1, ..., b1, bo, 7,
jejiz feseni lze snadno vyjadrit pomoci ay,,...,a1,a0 a &.
an = bp_1 = bp—1 = an
ap—1 = bp_2 — &b = bp—2 = an—1 + &b
ap—2 = bp—3 — Ebp—2 = bp—3 = an—2 + Ebp—2
az = by — &by = by = az + &ba
a; = by — &by = bo=a1 + &by
aozr—£b0 = T‘:ao—i-fbo
Tedy,
bp—1=an

bn—Z =ap-1+ gan
bn—3 = ap—2 + g(an—l + gan)

by =az+&(az +&(as + -+ (an—2 +&(an—1 +&an)) -+ +))
bo = a1 +&(ag +&(ag + -+ E(an—2 + E(an—1 +Ean)) - +))
r=ag+&a1+&(az+ -+ E(an—2 + &(an—1+Ean))--)).

Pro vypocet je praktické usporadat si koeficienty, jak znamé a,,...,a1,ag, &, tak hle-
dané b,_1,...,b1,bg,r, do tabulky (schématu) tak, ze v prvnim fadku jsou koeficienty
polynomu f, do druhého fadku postupné piseme £-nasobky vypocitanych koeficienti
polynomu ¢ a do tfetiho fadku napiSeme £ a potom postupné soucty hodnot v prislus-
nych sloupcich v prvnich dvou fadcich, tedy koeficienty polynomu ¢ a také hodnotu

r=f(8).
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Qnp an—1 apn—2 a2 ai ago
Ebn—1 §bn—2 £bo b1 €bo
an | Gn—1+&bn—1 | an—2 + Ebn—2 az + &ba | ap + &bo | ao + Ebo
= bn—1 =bp—2 =bp—3 = = by =T

Takto lze tedy spocitat ¢asteény podil g a zbytek r pti déleni polynomu f polynomem

x — &, ¢ili také f(§) = r, a ovérit tak, naptiklad, zda £ je kofenem polynomu f.

Navic, Hornerovo schéma lze pouzit pro nalezeni hodnot derivaci polynomu f v bodé
£ a k prevodu ¢isla z nedesitkové do desitkové soustavy.
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5. GRUPY

5.1. Binarni operace

‘Deﬁnice 5.1.1. Bindrni operace na mnoziné X je libovolné zobrazeni X x X — X. ‘

Jedné se tedy o zobrazeni, které libovolné dvojici (x,y) prvka z X piifazuje néjaky
jednoznacné urceny prvek z X. Binarni operace se ¢asto oznacuji symboly *, +, -, o a hod-
nota takového zobrazeni oznaceného naptiklad * v bodé (z,y) se oznacuje x * y (misto

*(z,y))-

Priklad. (1) Bud Ny = {0,1,2,...} mnozina vSech celych nezdpornych ¢isel. Zobrazeni
+: Ny x Ng — Ny, které usporadané dvojici (z,y) € Ny x Ny celych nezédpornych ¢isel
priradi jejich soucet x 4+ y € Ny, je binarni operace na Ny.
(2) Soucet a soucin na mnozinach Ny, Z, Q, R, C.
(3) Na mnoziné R? vsech uspofadanych dvojic redlnych ¢isel binarni operace séitani:
(71, 72) + (y1,%2) = (21 + Y1, 72 + Y2).

(4) Na konefné mnoziné lze zadat binarni operaci tabulkou. Napfiklad necht X =
{0,1,2} a binarni operace + na X je zadana takto

+lo 1 2
010 1 2

1 20
212 01

tedy naptiklad 1+ 2 = 0.

—

Mnozina M, x,(P) matic stejného typu s operaci soucet matic.

Mnozina M,,(P) ¢tvercovych matic stejného typu s operaci soucin matic.
Mnozina P[z] vSech polynomu s operaci soucet nebo sou¢in polynomii.
Mnozina XX vsech zobrazeni X — X s operaci o skladani zobrazeni.

(
(
(7
(
(

9) Bud X mnozina. Ozna¢me P(X) mnozinu v8ech podmnozin mnoziny X. Sjedno-
ceni, prunik a symetricky rozdil mnozin jsou bindrni operace na mnoziné P(X). O

Definice 5.1.2. Binarni operace * na mnoziné X je asociativni, jestlize pro kazdé
x,y,z € X plati

rx(yxz)=(T*y)* 2.

Miuzeme tedy psat bez zavorek x x y * z.

Definice 5.1.3. Binarni operace * na mnoziné X je komutativni, jestlize pro kazdé
xz,y € X plati

TxY =Y *2x.

Priklad. (1) Soucet a soucin na mnozinach Ny, Z,Q,R,C jsou asociativni i komuta-
tivni.

(2) Soudet na mnoziné R? je asociativni i komutativni.

(3)

(4) Souéin matic na mnoziné M, (P) je asociativni, ale neni komutativni.
(5)

Soucet matic na mnoziné M, «,(P) je asociativni i komutativni.

Soucet a soufin polynomi na mnoziné P[z| jsou asociativni i komutativni.
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(6) Skladani zobrazeni na mnoziné XX je asociativni. Komutativni je pravé tehdy, kdyz
X je jednoprvkova mnozina (cvieni).

(7) Sjednoceni, prunik a symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) jsou asociativni
i komutativni. O

Definice 5.1.4. Bud * binarni operace na mnoziné X. Prvek ¢ € X je neutrdlni prvek
operace *, jestlize pro kazdy prvek x € X plati

T*xe=T=€e*xT.

Tvrzeni 5.1.1. KaZdd bindrni operace md nejvyse jeden neutrdlni prvek.

Dikaz. Jsou-li e1, es neutralni prvky operace *, pak ea = e *x eg = ey. O

Priklad. (1) Neutralni prvek operace soucet na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 0.

(2) Neutralni prvek operace sou¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je 1.

(3) Neutralni prvek operace soucet na mnoziné R? je (0,0).

(4) Neutralni prvek operace soucet matic na mnoziné M., (P) je nulovd matice pfi-
slusného typu, tedy Op,xn-

(5) Neutralni prvek operace sou¢in matic na mnoziné M, (P) je jednotkovd matice
prislusného typu, tedy FE,.

6) Neutralni prvek operace soucet polynomu na mnoziné P|z] je polynom 0.

3

) Neutralni prvek operace sou¢in polynomi na mnoziné P|x] je polynom 1.

9

10) Neutrélni prvek operace prinik mnozin na mnoziné P(X) je X.

(
(
(8) Neutralni prvek operace skladani zobrazeni na mnoziné XX je identita idy.
(9) Neutralni prvek operace sjednoceni mnoZin na mnoziné P(X) je ().

(

(

11) Neutralni prvek operace symetricky rozdil mnozin na mnoziné P(X) je (. O

Definice 5.1.5. Bud * binarni operace na mnoziné X, e € X jeji neutrdlni prvek.
Prvek x € X je invertibilni, jestlize existuje prvek y € X takovy, Ze

TxY=yYy*xx =e€.

Potom y je inverzni prvek nebo inverze k prvku x vzhledem k operaci *.

Tvrzeni 5.1.2. Kazdy prvek mnoZiny s asociativni bindrni operaci ma vzhledem k této
operaci nejvyse jeden inverzni prvek.

Dikaz. Je-li e neutralni prvek operace * a jsou-li y1, y2 inverzni prvky k prvku z, pak
y1=y1xe=y1*x(xxy2) = (y1 *T) % Y2 = € x y2 = Ya. O
Inverzni prvek k prvku x se obvykle zna¢i —L Pouze u operace + se znaéi —x a fika
se mu opacny.
Pfimo z definice inverzniho prvku vyplyva, ze

el=e a (z ) 1=u

Priklad. (1) Inverzni prvek k éislu 2 vzhledem k operaci soucet na mnozinach Ny, Z,
Q, R, C je ¢islo opatné —z (pokud v pfislusné mnoziné existuje).

(2) Inverzni prvek k ¢islu x vzhledem k operaci souc¢in na mnozinach Ny, Z, Q, R, C je
pievracend hodnota ! (pokud v piisluiné mnoziné existuje).
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(3) Inverzni prvek k dvojici (z,y) € R? vzhledem k operaci soudet je (—x, —y).

(4) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci soucet matic na mnoziné M, xn (P)
je opacnd matice —A.

(5) Inverzni prvek k matici A vzhledem k operaci sou¢in matic na mnoziné M,,(P) je
inverzni matice A~! (je-li A invertibilni).

(6) Inverzni prvek k zobrazeni f: X — X vzhledem k operaci sklddani zobrazeni na
mnoziné XX je inverzni zobrazeni f~!, pokud toto inverzni zobrazeni existuje.

(7) Inverzni prvek k mnoziné Y € P(X) vzhledem k operaci symetricky rozdil mnozin
na mnoziné P(X) je Y. O

Piiklad. Na mnoziné {0, 1,2} mé&jme binarni operaci * zadanou tabulkou

Neutralni prvek operace * je 0 a
1¥2=2%1=0 a 2x2=0.

Cili 1 a 2 jsou inverzni prvky k 2. Podle Tvrzeni 5.1.2 to znamena, Ze operace * neni
asociativni. A skute¢né, napriklad,

(I1%1)*2=2%2=0 zatimco 1x(1%2)=1%0=1. O



