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5. p¯ednáπka, 31. 10. 2024

Definice 3.5.2. Fundamentální systém ¯eπení homogenní soustavy je taková mnoæina
¯eπení té soustavy, která je lineárnÏ nezávislá a kaædé ¯eπení lze vyjád¯it jako lineární
kombinaci ¯eπení z této mnoæiny.

Tvrzení 3.5.3. Fundamentální systém ¯eπení soustavy rovnic Ax = 0 o n neznám˝ch
má n� rankA prvk˘.

D˘kaz. Obecné ¯eπení ⇠ soustavy Ax = 0 o n neznám˝ch je vyjád¯eno pomocí n�rankA
parametr˘ t1, . . . , tn�rankA, tedy ⇠ = ⇠(t1, . . . , tn�rankA). Provedeme-li n� rankA voleb
parametr˘

(t1, . . . , tn�rankA) = (1, 0, . . . , 0),

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, 1, . . . , 0),

. . .

(t1, . . . , tn�rankA) = (0, . . . , 0, 1),

dostaneme mnoæinu partikulárních ¯eπení

{⇠(1, 0, . . . , 0), ⇠(0, 1, . . . , 0), . . . , ⇠(0, . . . , 0, 1)},
která je lineárnÏ nezávislá a

⇠(t1, . . . , tn�rankA) = t1⇠(1, 0, . . . , 0)+t2⇠(0, 1, . . . , 0)+· · ·+tn�rankA⇠(0, . . . , 0, 1),
takæe obecné ¯eπení, Ëili kaædé ¯eπení, soustavy je lineární kombinací tÏchto partikulár-
ních ¯eπení. ⇤

P¯íklad. (1) Soustava

x1 � x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné ¯eπení je

⇠(t) = (t, t), t 2 R,
mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(t, t) | t 2 R} = {t(1, 1) | t 2 R}
a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{(1, 1)}.
(2) Soustava

x1 + x2 + 2x3 = 0

�x1 + x2 + 2x3 = 0

x1 + 3x2 + 6x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 2, obecné ¯eπení je

⇠(t) = (0,�2t, t), t 2 R,
mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(0,�2t, t) | t 2 R} = {t(0,�2, 1) | t 2 R}
a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{(0,�2, 1)}.
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(3) Soustava

x1 � x2 + x3 = 0

má 3 neznámé, matice soustavy má hodnost 1, obecné ¯eπení je

⇠(t1, t2) = (t1 � t2, t1, t2), t1, t2 2 R,

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(t1 � t2, t1, t2) | t1, t2 2 R} = {t1(1, 1, 0)� t2(�1, 0, 1) | t1, t2 2 R}

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{(1, 1, 0), (�1, 0, 1)}.

(4) Soustava

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0

má 2 neznámé, matice soustavy má hodnost 2 a soustava má jediné ¯eπení, Ëili obecné
¯eπení je

⇠ = (0, 0),

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{(0, 0)}

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je ;.
(5) Soustava

0x = 0

má 1 neznámou, matice soustavy má hodnost 0, obecné ¯eπení je

⇠(t) = t, t 2 R,

mnoæina vπech ¯eπení soustavy je

{t | t 2 R} = R

a fundamentální systém ¯eπení soustavy je nap¯íklad

{1}. ⇤

Poznámka. Je-li {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} fundamentální systém ¯eπení nÏjaké soustavy, potom

t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r, t1, t2, . . . , tr 2 P,

je obecné ¯eπení soustavy a

{t1⇠1 + t2⇠2 + · · ·+ tr⇠r | t1, t2, . . . , tr 2 P}

je mnoæina vπech ¯eπení soustavy.

Homogenní soustava rovnic k zadanému fundamentálnímu systému ¯eπení.
Pro libovolnou lineárnÏ nezávislou mnoæinu {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} ⇢ Pn existuje homogenní
soustava lineárních rovnic taková, æe {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} je její fundamentální systém ¯eπení.
Takov˝ch soustav, vzájemnÏ ekvivalentních, existuje více. Uvedeme postup nalezení
jedné z nich.
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Mnoæina {⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r} uspo¯ádan˝ch n-tic prvk˘ pole P má b˝t fundamentální sys-
tém ¯eπení soustavy, takæe hledáme homogenní soustavu

a11x
1 + a12x

2 + · · ·+ a1nx
n = 0

a21x
1 + a22x

2 + · · ·+ a2nx
n = 0 resp. Ax = 0
...

an�r
1 x1 + an�r

2 x2 + · · ·+ an�r
n xn = 0

lineárních rovnic nad polem P o n neznám˝ch x1, x2, . . . , xn, jejíæ matice A = (aij) má
hodnost n� r. Je tedy pot¯eba najít vhodné koeficienty aij .
Jednotlivé uspo¯ádané n-tice ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r mají b˝t ¯eπení soustavy Ax = 0, takæe

po jejich dosazení za x dostaneme r · (n � r) homogenních rovnic o celkem n · (n � r)
neznám˝ch aij , i 2 {1, . . . , n � r}, j 2 {1, . . . , n}. Ovπem, pro kaædé k 2 {1, . . . , r}
dosazením ⇠k za x dostaneme A⇠k = 0, coæ p¯edstavuje n� r rovnic

⇠1ka
1
1 + ⇠2ka

1
2 + · · ·+ ⇠nk a

1
n = 0

⇠1ka
2
1 + ⇠2ka

2
2 + · · ·+ ⇠nk a

2
n = 0
...

⇠1ka
n�r
1 + ⇠2ka

n�r
2 + · · ·+ ⇠nk a

n�r
n = 0,

z nichæ kaædá má jin˝ch n neznám˝ch aj1, . . . , a
j
n, j 2 {1, . . . , n � r}, ale vπechny mají

stejné koeficienty ⇠1k, . . . , ⇠
n
k , takæe vπechny mají stejnou mnoæinu vπech ¯eπení a staËí

pro kaædé k 2 {1, . . . , r} uvaæovat jen jednu rovnici

⇠1ka
1 + ⇠2ka

2 + · · ·+ ⇠nk a
n = 0

s neznám˝mi a1, a2, . . . , an. Dosazením vπech ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r tak dostaneme homogenní
soustavu

⇠11a
1 + ⇠21a

2 + · · ·+ ⇠n1 a
n = 0

⇠12a
1 + ⇠22a

2 + · · ·+ ⇠n2 a
n = 0
...

⇠1ra
1 + ⇠2ra

2 + · · ·+ ⇠nr a
n = 0

r lineárních rovnic o n neznám˝ch a1, a2, . . . , an s maticí ⌅, jejíæ ¯ádky jsou tvo¯eny
uspo¯ádan˝mi n-ticemi ⇠1, ⇠2, . . . , ⇠r. Hodnost matice ⌅ je tedy rovna r, fundamentální
systém ¯eπení má n�r prvk˘ (a11, a

1
2, . . . , a

1
n), (a

2
1, a
2
2, . . . , a

2
n), . . . , (a

n�r
1 , an�r

2 , . . . , an�r
n )

a toto jsou ¯ádky hledané matice A.

P¯íklad. Nechª ⇠1 = (1, 2, 3, 4), ⇠2 = (4, 3, 2, 1) 2 R4. Najdeme homogenní soustavu
lineárních rovnic nad polem R, jejímæ fundamentálním systémem ¯eπení je

{⇠1, ⇠2}.

Hledáme tedy soustavu Ax = 0 dvou rovnic o Ëty¯ech neznám˝ch. Sestavíme soustavu
⌅ · a = 0, kde

⌅ =
✓
1 2 3 4
4 3 2 1

◆
a a =

0

BB@

a1

a2

a3

a4

1

CCA .
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Tedy,

a1 + 2a2 + 3a3 + 4a4 = 0

4a1 + 3a2 + 2a3 + a4 = 0.

Fundamentální systém ¯eπení této soustavy je, nap¯íklad,

{(2,�3, 0, 1), (1,�2, 1, 0)}.
Zvolíme-li

A =
✓
a11 a12 a13 a14
a21 a22 a23 a24

◆
=

✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
,

dostaneme soustavu

✓
2 �3 0 1
1 �2 1 0

◆
·

0

BB@

x1

x2

x3

x4

1

CCA = 0

tedy

2x1 � 3x2 + x4 = 0

x1 � 2x2 + x3 = 0.

Potom {(1, 2, 3, 4), (4, 3, 2, 1)} je fundamentální systém ¯eπení této soustavy,
t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1), t1, t2 2 R,

je její obecné ¯eπení a

{t1(1, 2, 3, 4) + t2(4, 3, 2, 1) | t1, t2 2 R}
je mnoæina vπech ¯eπení soustavy. ⇤

3.6. Nehomogenní soustavy lineárních rovnic

Definice 3.6.1. Soustava lineárních rovnic s nenulovou pravou stranou je nehomo-
genní. Je-li Ax = b nehomogenní soustava, potom Ax = 0 je homogenizovaná soustava.

P¯íklad. (1) Soustava

x1 + 2x2 � x3 = 1

�x1 + x2 + 2x3 = 0

2x1 � x2 + x3 = 3

je nehomogenní.
(2) Soustava

x1 � x2 + x3 = 1

je nehomogenní. ⇤

Tvrzení 3.6.1. (1) Pokud nehomogenní soustava lineárních rovnic má právÏ jedno
¯eπení, potom homogenizovaná soustava má jen nulové ¯eπení.
(2) Nehomogenní soustava lineárních rovnic se Ëtvercovou maticí má právÏ jedno ¯eπení
právÏ tehdy, kdyæ homogenizovaná soustava má jen nulové ¯eπení.
(3) Nehomogenní soustava lineárních rovnic se Ëtvercovou maticí má právÏ jedno ¯eπení
právÏ tehdy, kdyæ matice soustavy je regulární.
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(4) Nehomogenní soustava lineárních rovnic nemá nulové ¯eπení.

D˘kaz. (1) Má-li soustava právÏ jedno ¯eπení, potom æádná z neznám˝ch není parametr
a homogenizovaná soustava má jen nulové ¯eπení.
(2) Vypl˝vá z p¯edchozího bodu a z Gaussovy eliminaËní metody.
(3) Vypl˝vá z p¯edchozího bodu a z Tvrzení 3.5.1.
(4) Z¯ejmé. ⇤

Mnoæina vπech ¯eπení nehomogenní soustavy nemá vlastnosti uvedené v Tvrzení 3.5.2,
které má mnoæina vπech ¯eπení homogenní soustavy. Totiæ, souËet ¯eπení nehomogenní
soustavy není její ¯eπení, c-násobek ¯eπení nehomogenní soustavy, kde c 6= 1, není její
¯eπení a lineární kombinace ¯eπení nehomogenní soustavy není její ¯eπení.

Tvrzení 3.6.2. Nechª ⇠p je nÏjaké ¯eπení soustavy Ax = b. Potom pro kaædé ¯eπení ⇠
této soustavy existuje jediné ¯eπení ⇠0 homogenizované soustavy takové, æe ⇠ = ⇠p + ⇠0.
Na druhou stranu, pro libovolné ¯eπení ⇠0 homogenizované soustavy je ⇠ = ⇠p + ⇠0

¯eπení soustavy Ax = b.

D˘kaz. BuÔte ⇠p a ⇠ ¯eπení soustavy. Poloæme ⇠0 = ⇠ � ⇠p. Potom A⇠0 = A(⇠ � ⇠p) =
A⇠ � A⇠p = b � b = 0. Tedy, ⇠0 je ¯eπení homogenizované soustavy a ⇠ = ⇠0 + ⇠p.
JednoznaËnost ⇠0 je z¯ejmá.
Je-li A⇠0 = 0, pak A⇠ = A(⇠p + ⇠0) = A⇠p +A⇠0 = b+ 0 = b. ⇤

D˘sledek. (1) Má-li nehomogenní soustava ¯eπení, potom její obecné ¯eπení je souË-
tem obecného ¯eπení homogenizované soustavy a nÏjakého partikulárního ¯eπení neho-
mogenní soustavy.
(2) Je-li ⇠p ¯eπení soustavy Ax = b, potom mnoæina vπech ¯eπení této soustavy je

{⇠p + ⇠0 | ⇠0 je ¯eπení homogenizované soustavy Ax = 0} .

CviËení. Rozdíl libovoln˝ch dvou ¯eπení nehomogenní soustavy je ¯eπení homogenizo-
vané soustavy. ⇤

P¯íklad. (1) Jedno z ¯eπení soustavy

x1 � x2 = 1

je (1, 0). Mnoæina vπech ¯eπení homogenizované soustavy

x1 � x2 = 0

je {(t, t) | t 2 R}. Mnoæina vπech ¯eπení nehomogenní soustavy

x1 � x2 = 1

je {(1, 0) + (t, t) | t 2 R} = {(1 + t, t) | t 2 R}.
(2) Soustava

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 2

má ¯eπení (2,�1). Mnoæina vπech ¯eπení homogenizované soustavy

x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 0
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je {(0, 0)}. Mnoæina vπech ¯eπení nehomogenní soustavy
x1 + 2x2 = 0

3x1 + 4x2 = 2

je {(2,�1) + (0, 0)} = {(2,�1)}. ⇤
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4. Polynomy

4.1. Polynomy, algebraické vlastnosti, dÏlitelnost

Definice 4.1.1. BuÔ P pole, n 2 N, a0, . . . , an 2 P , x 62 P . Polynom (mnohoËlen)
jedné neurËité x nad polem P je v˝raz tvaru

anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0.

Zde xi jsou mocniny, nejedná se o horní indexy. Mocninu x0 klademe rovnu 1 2 P ,
takæe a0 = a0 ·1 = a0x0. Mnoæinu vπech polynom˘ neurËité x nad polem P oznaËujeme
P [x].
Prvky a0, . . . , an 2 P jsou koeficienty, ai je i-t˝ koeficient. Koeficient a0 je absolutní
Ëlen.
Polynom se vπemi koeficienty nulov˝mi je nulov˝ polynom a oznaËujeme ho 0.

SËítance aixi s nulov˝mi koeficienty ai se v zápisu polynomu obvykle neuvádí, ty
s nenulov˝mi koeficienty se samoz¯ejmÏ uvádí a neuvedené koeficienty ai jsou tedy
nulové.
Vyjád¯ení „polynom nad polem Pˇ tedy znamená, æe se jedná o „polynom s koefici-

enty z pole P .̌

P¯íklad. 6x4 + 0x3 + 3x2 + 1x+ 6 2 R[x], a0 = 6, a1 = 1, a2 = 3, a3 = 0, a4 = 6, pro
i > 4 ai = 0. ⇤

Definice 4.1.2. Polynomy f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0

se sobÏ rovnají, jestliæe se rovnají jejich p¯ísluπné koeficienty. Tedy,

f = g, jestliæe ai = bi pro vπechna nezáporná celá i.

Definice 4.1.3. StupeÚ polynomu f = anxn + an�1xn�1 + · · · + a1x + a0 je nejvÏtπí
Ëíslo s takové, æe as 6= 0, oznaËujeme ho deg f . Koeficient as, kde s je stupeÚ, je
vedoucí koeficient polynomu f , oznaËujeme ho lc f .

Pro nulov˝ polynom nemáme definován ani stupeÚ ani vedoucí koeficient.

P¯íklad. Pro f = 6x4 + 3x2 + x+ 6 je deg f = 4 a lc f = 6. ⇤

Definice 4.1.4. Nulov˝ polynom a polynomy stupnÏ 0 jsou konstantní, polynomy
stupnÏ 1 jsou lineární, polynomy stupnÏ 2 jsou kvadratické, polynomy stupnÏ 3 jsou
kubické, polynomy stupnÏ 4 jsou bikvadratické.

Definice 4.1.5. Pro polynomy f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0,

oznaËme p = max{n,m}. SouËet polynom˘ f a g je polynom f + g 2 P [x],

f + g = (ap + bp)xp + (ap�1 + bp�1)xp�1 + · · ·+ (a1 + b1)x+ a0 + b0.
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Definice 4.1.6. SouËin polynom˘ f, g 2 P [x],

f = anx
n + an�1x

n�1 + · · ·+ a1x+ a0,

g = bmxm + bm�1x
m�1 + · · ·+ b1x+ b0,

je polynom fg 2 P [x],

fg =
n+mX

k=0

(
X

i+j=k

aibj)xk =

= anbmxn+m+

+ (anbm�1 + an�1bm)xn+m�1+
...

+ (a2b0 + a1b1 + a0b2)x2+

+ (a1b0 + a0b1)x+

+ a0b0.

Tedy, pro k 2 {0, 1, . . . , n+m} k-t˝ koeficient polynomu fg je
X

i+j=k

aibj = akb0 + ak�1b1 + · · ·+ a1bk�1 + a0bk.

Je-li nap¯íklad f konstantní polynom, f = a0, pak

fg = a0g = a0bmxm + a0bm�1x
m�1 + · · ·+ a0b1x+ a0b0.

SpeciálnÏ, pokud f = �1, pak
fg = �g = �bmxm � bm�1x

m�1 � · · ·� b1x� b0

je polynom opaËn˝ k polynomu g.

P¯íklad. Pro

f = 6x4 + 3x2 + 6, g = x3 � 2x2 � x

je

f + g = 6x4 + x3 + x2 � x+ 6,

fg = 6x7 � 12x6 � 3x5 � 6x4 + 3x3 � 12x2 � 6x. ⇤

Tvrzení 4.1.1. BuÔte f, g 2 P [x] nenulové. Potom
(1) fg je nenulov˝ polynom,
(2) deg(fg) = deg f + deg g,
(3) lc(fg) = lc f · lc g.

D˘kaz. BuÔte f, g nenulové polynomy. Nechª deg f = n, deg g = m, lc f = an a lc g =
bm. Jelikoæ an 6= 0 a bm 6= 0, také anbm 6= 0, viz kapitola 6. Ovπem, anbm je (n+m)-t˝
koeficient souËinu fg, takæe fg je nenulov˝ polynom. Pro k > n +m je k-t˝ koeficient
roven nule, takæe lc fg = anbm = lc f · lc g a deg(fg) = n+m = deg f + deg g. ⇤

CviËení. SouËin polynom˘ je nulov˝ právÏ tehdy, kdyæ aspoÚ jeden z nich je nulov .̋ ⇤

Tvrzení 4.1.2. BuÔte f, g, h 2 P [x]. Potom
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(1) f + g = g + f ,
(2) f + (g + h) = (f + g) + h,
(3) f + 0 = f ,
(4) f + (�f) = 0,

(5) f · g = g · f ,
(6) f · (g · h) = (f · g) · h,
(7) f · 1 = f ,
(8) f · (g + h) = f · g + f · h.

D˘kaz. CviËení. ⇤

Tvrzení 4.1.3. Nechª f, g, h 2 P [x], fg = fh a f 6= 0. Pak g = h.

D˘kaz. Jestliæe fg = fh, pak f(g�h) = 0 a aspoÚ jeden z polynom˘ f a g�h je nulov .̋
Podle p¯edpokladu f 6= 0, takæe g � h = 0 a g = h. ⇤

PodobnÏ jako v p¯ípadÏ matic nebo v p¯ípadÏ prvk˘ nÏjakého pole je moæné definovat
inverzní polynom.

Definice 4.1.7. BuÔte f, g 2 P [x]. Polynom g je inverzní k polynomu f , jestliæe
fg = gf = 1. Inverzní polynom k polynomu f znaËíme f�1. Polynom, ke kterému
existuje polynom inverzní, je invertibilní. Mnoæina vπech invertibilních prvk˘ P [x]
nebo P se znaËí P [x]⇤, resp. P ⇤.

Tvrzení 4.1.4. Invertibilní polynomy jsou právÏ nenulové konstantní polynomy (tedy
polynomy stupnÏ 0).

D˘kaz. Existuje-li k polynomu f inverze f�1, potom ff�1 = 1 a oba polynomy f, f�1

jsou nenulové. Dále deg f  deg f +deg f�1 = deg(ff�1) = deg 1 = 0. Takæe deg f = 0
a f je tedy nenulov˝ konstantní polynom.
Na druhou stranu, pokud f je nenulov˝ konstantní polynom, m˘æeme ho ztotoænit

s p¯ísluπn˝m prvkem pole, ke kterému díky vlastnostem pole existuje prvek inverzní
a ten zase m˘æeme ztotoænit s p¯ísluπn˝m polynomem, kter˝ je tedy inverzní k f . ⇤

Nyní se budeme vÏnovat dÏlitelnosti polynom˘. Teorie dÏlitelnosti polynom˘ a teorie
dÏlitelnosti cel˝ch Ëísel si jsou dosti podobné.

Definice 4.1.8. BuÔte f, g 2 P [x]. Polynom g dÏlí polynom f , jestliæe existuje poly-
nom h 2 P [x] takov ,̋ æe f = gh. Pak také polynom g je dÏlitel polynomu f a polynom
f je dÏliteln˝ polynomem g. Zapisujeme g | f .

CviËení. Jestliæe g | f a f 6= 0, pak deg g  deg f . ⇤

P¯íklad. (1) x | x2 � x, protoæe x2 � x = x(x� 1).
(2) x nedÏlí x2 + 1. Aby x · h byl polynom stupnÏ 2, h musí b˝t stupnÏ 1, ale pro
jak˝koliv polynom h = a1x+ a0 stupnÏ 1 platí x · h = a1x2 + a0x. ⇤

CviËení. (1) Ukaæte, æe x� 1 | xn � 1 pro kaædé celé n > 1.
(2) Ukaæte, æe relace | je reflexivní a tranzitivní. ⇤

Tvrzení 4.1.5. BuÔte f, g, h 2 P [x].
(1) f | f a f | 0.
(2) Jestliæe f | g a g | h, pak f | h.
(3) Jestliæe f | g a f | h, pak f | (g + h).
(4) Jestliæe f | g, pak f | (gh).
(5) Jestliæe fg | fh a f 6= 0, pak g | h.
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D˘kaz. CviËení. ⇤

PodobnÏ jako v p¯ípadÏ cel˝ch Ëísel i v p¯ípadÏ polynom˘ existuje dÏlení se zbytkem
(nebo neúplné dÏlení).

Tvrzení 4.1.6. BuÔte f, g 2 P [x], g 6= 0. Pak existuje právÏ jedna dvojice q, r 2 P [x]
taková, æe

(i) f = gq + r;
(ii) buÔ r = 0 nebo deg r < deg g.

D˘kaz. Jestliæe f = 0, tak pro dvojici q = 0, r = 0 jsou splnÏny podmínky (i) a (ii).
P¯edpokládejme, æe f 6= 0. Poloæme q0 = 0 a r0 = f a definujme rekurzivnÏ

qi+1 = qi +
lc ri
lc g

· xdeg ri�deg g, ri+1 = ri �
lc ri
lc g

· xdeg ri�deg g · g.

Potom pro kaædé i platí f = gqi + ri a buÔ ri+1 = 0 nebo deg ri+1 < deg ri. Proto pro
nÏjaké i buÔ ri = 0 nebo deg ri < deg g. V takovém p¯ípadÏ v rekurzi nepokraËujeme
a poslední dvojice qi, ri je hledaná dvojice q, r.
JeπtÏ je t¯eba dokázat jednoznaËnost. P¯edpokládejme, æe pro dvojice q1, r1 a q2, r2

jsou splnÏny podmínky (i) a (ii). Tedy,

f = gq1 + r1 = gq2 + r2, Ëili g(q1 � q2) = r2 � r1 a g | r2 � r1 (1)

r1 = 0 nebo deg r1 < deg g (2)

r2 = 0 nebo deg r2 < deg g. (3)

Kdyby r2 � r1 6= 0, tak z (1) vypl˝vá, æe deg g  deg(r2 � r1), zatímco z (2) a (3)
vypl˝vá, æe deg(r2 � r1) < deg g. Dostáváme spor, takæe r2 � r1 = 0, Ëili r1 = r2.
Vzhledem k tomu, æe g 6= 0, z g(q1 � q2) = 0 vypl˝vá, æe q1 � q2 = 0, Ëili q1 = q2. ⇤

Definice 4.1.9. V p¯edchozím tvrzení q je ËásteËn˝ podíl (podíl, je-li r = 0) polynom˘
f a g (v tomto po¯adí) a r je p¯ísluπn˝ zbytek.

Je z¯ejmé, æe g | f právÏ tehdy, kdyæ zbytek p¯i (ËásteËném) podílu polynom˘ f a g
je roven nule.

P¯íklad. BuÔte f, g 2 R[x],

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Tedy q0 = 0, r0 = f a polynomy q1, . . . , q4 a r1, . . . , r4 je moæné získat pomocí schématu

(x5 + 2x3 + 2x+ 4)
�(x5 + x4 + 2x3)

r1 = �x4 + 2x+ 4
�(�x4 � x3 � 2x2)

r2 = x3 + 2x2 + 2x+ 4
�(x3 + x2 + 2x)

r3 = x2 + 4
�(x2 + x+ 2)

r4 = �x+ 2

: (x2 + x+ 2) = x3|{z}
q1

�x2

| {z }
q2

+x

| {z }
q3

+1

| {z }
q4

+ �x+2
x2+x+2
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»ili

q0 = 0 r0 = x5 + 2x3 + 2x+ 4

q1 = x3 r1 = �x4 + 2x+ 4

q2 = x3 � x2 r2 = x3 + 2x2 + 2x+ 4

q3 = x3 � x2 + x r3 = x2 + 4

q4 = x3 � x2 + x+ 1 r4 = �x+ 2

a je snadné ovÏ¯it, æe f = gqi + ri pro kaædé i 2 {0, 1, 2, 3, 4}.
Jelikoæ deg r4 = 1 < 2 = deg g,

ËásteËn˝ podíl q = q4 = x3 � x2 + x+ 1 a zbytek r = r4 = �x+ 2.

Tedy

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 = gq+ r = (x2 + x+ 2) · (x3 � x2 + x+ 1) + (�x+ 2). ⇤

Definice 4.1.10. Nenulov˝ polynom, jehoæ vedoucí koeficient je 1, je normovan˝.

Je-li f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 nenulov˝ polynom s lc f = an 6= 0, pak

f̄ =
1
lc f

f = xn +
an�1
an

xn�1 + · · ·+ a1
an

x+
a0
an

je normovan˝ polynom. Polynomy f, f̄ jsou z hlediska dÏlitelnosti rovnocenné (f | f̄ a
f̄ | f).

Lemma 4.1.7. BuÔte f, g normované polynomy takové, æe f | g a g | f . Potom f = g.

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe f | g a zároveÚ g | f . Potom existují polynomy p, q 2 P [x]
tak, æe g = fp a f = gq. Máme f = fpq a tedy 1 = pq. Polynomy p, q jsou tedy nenulové
konstantní polynomy a 1 = lc g = lc(fp) = lc f · lc p = 1 · p = p. Takæe g = fp = f . ⇤

Relace dÏlitelnosti mezi normovan˝mi polynomy je tedy navíc antisymetrická, Ëili je
to uspo¯ádání a máme uspo¯ádanou mnoæinu vπech normovan˝ch polynom˘.

4.2. NejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel

Definice 4.2.1. BuÔte f, g 2 P [x]. Polynom d 2 P [x] je nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel
polynom˘ f, g, jestliæe
(1) d | f a d | g;
(2) kdyæ h 2 P [x], h | f a h | g, pak h | d;
(3) d je normovan .̋

Zapisujeme d = D(f, g).

Definice 4.2.2. Polynomy, jejichæ nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel je 1, jsou nesoudÏlné.

P¯íklad. (1) D(2x, x2) = x.
(2) Polynomy x a x + 1 jsou nesoudÏlné. Oba polynomy jsou stupnÏ 1, proto jejich
dÏlitele jsou stupnÏ buÔ 1 nebo 0. Lineární dÏlitele polynomu x jsou cx, kde c 2 P , ale
æádn˝ z nich není dÏlitelem x + 1. SpoleËné dÏlitele polynom˘ x a x + 1 jsou tedy jen
nenulové konstantní polynomy a jelikoæ nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel je navíc normovan ,̋
D(x, x+ 1) = 1.
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(3) Pokud f = g = 0, pak neexistuje jejich nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel.
(4) Pro f 6= 0 D(f, 0) = f̄ . ⇤

Tvrzení 4.2.1 (Eukleid˘v algoritmus). BuÔte f, g 2 P [x] nenulové polynomy. BuÔ
r0, r1, r2, r3, . . . posloupnost polynom˘ taková, æe r0 = f , r1 = g a jsou-li známy ri, ri+1,
pak ri+2 získáme neúpln˝m dÏlením polynomu ri polynomem ri+1:

ri = ri+1qi + ri+2, buÔ ri+2 = 0 nebo deg ri+2 < deg ri+1.

Potom existuje index N takov˝, æe rN�1 6= 0 a rN = 0.
D˘kaz. Jelikoæ deg g = deg r1 > deg r2 > deg r3 > . . . je klesající posloupnost nezápor-
n˝ch cel˝ch Ëísel, existuje N 2 N takové, æe rN�1 6= 0 a rN = 0. ⇤

P¯íklad. BuÔte f, g 2 R[x],
f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Tedy r0 = f , r1 = g a uæ víme, æe f = g · (x3 � x2 + x+ 1) + (�x+ 2), takæe

r2 = �x+ 2 a q0 = x3 � x2 + x+ 1.

DÏlením polynomu r1 polynomem r2

(x2 + x+ 2)
�(x2 � 2x)

3x+ 2
�(�3x� 6)

8

: (�x+ 2) = �x� 3 + 8
�x+2

dostaneme

r3 = 8 a q1 = �x� 3.
DÏlením polynomu r2 polynomem r3

(�x+ 2)
�(�x)

2
�2
0

: (8) = �x
8 +

2
8

dostaneme

r4 = 0 a q2 = �x

8
+
2
8
.

V tomto p¯ípadÏ tedy N = 4. ⇤

Tvrzení 4.2.2. Pro libovolné dva polynomy, z nichæ aspoÚ jeden je nenulov˝, existuje
právÏ jeden jejich nejvÏtπí spoleËn˝ dÏlitel.

D˘kaz. BuÔte f, g 2 P [x]. Je-li f 6= 0 a g = 0, D(f, 0) = f̄ . P¯edpokládejme, æe f, g jsou
nenulové, a aplikujme Eukleid˘v algoritmus. BuÔ N 2 N takové, æe rN�1 6= 0 a rN = 0.
OznaËme d = r̄N�1 (normovan˝ polynom). Z¯ejmÏ d | rN�1 a d | rN . Je-li d dÏlitel

polynom˘ ri+1 a ri+2, pak je dÏlitel i polynomu ri = ri+1qi + ri+2. PostupnÏ tedy
dostaneme, æe d | ri pro vπechna i 2 {0, . . . , N}, vËetnÏ d | r1 = g a d | r0 = f .
BuÔ h 2 P [x] takové, æe h | f = r0 a h | g = r1. Je-li h dÏlitel polynom˘ ri a ri+1,

pak je dÏlitel i polynomu ri+2 = ri � ri+1qi. Takto postupnÏ dostaneme, æe h | ri pro
vπechna i 2 {0, . . . , N}, vËetnÏ h | rN�1 = d. Tedy, d = D(f, g).
BuÔte d1, d2 nejvÏtπí spoleËné dÏlitele polynom˘. Podle definice nejvÏtπího spoleËného

dÏlitele d1 | d2 a d2 | d1 a jelikoæ d1, d2 jsou normované, d1 = d2. ⇤
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P¯íklad. BuÔte f, g 2 R[x],

f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Uæ víme, æe N = 4 a r3 = 8, Ëili D(f, g) = r̄3 = 1. ⇤

Tvrzení 4.2.3 (Bézoutova vÏta). BuÔte f, g 2 P [x] polynomy, z nichæ aspoÚ jeden je
nenulov˝. Pak existují polynomy u, v 2 P [x] takové, æe D(f, g) = fu+ gv.

D˘kaz. OznaËme I = {fu + gv | u, v 2 P [x]}. V mnoæinÏ I existuje normovan˝ prvek
minimálního stupnÏ, oznaËme jej d. Tedy, d = fu+ gv pro nÏjaká u, v 2 P [x].
Po dÏlení se zbytkem dostaneme f = dq + r, kde buÔ r = 0 nebo deg r < deg d.

ZároveÚ r = f � dq = f � (fu+ gv)q = f(1� uq) + g(�vq) 2 I. Kdyby r 6= 0, byl by to
nenulov˝ prvek I stupnÏ niæπího neæ deg d. Takæe r = 0 a tedy d | f . Analogicky d | g.
BuÔ h 2 P [x] spoleËn˝ dÏlitel f a g. Pak h je dÏlitel i polynomu fu+ gv = d. Tedy,

d = D(f, g). ⇤

Pomocí Rozπí¯eného Eukleidova algoritmu lze získat nejen D(f, g), ale i polynomy
u, v z p¯edchozího tvrzení.

Tvrzení 4.2.4 (Rozπí¯en˝ Eukleid˘v algoritmus). BuÔte f, g 2 P [x] nenulové poly-
nomy. BuÔte r0, r1, r2, . . . , rN�1 a q0, q1, q2, . . . , qN�3 posloupnosti polynom˘ z Euklei-
dova algoritmu. BuÔte

u0 = 1, u1 = 0, u2, . . . , uN�1,

v0 = 0, v1 = 1, v2, . . . , vN�1,

posloupnosti polynom˘ takové, æe ui = ui+1qi + ui+2 a vi = vi+1qi + vi+2 pro vπechna
i 2 {0, . . . , N � 3}. Potom rN�1 = fuN�1 + gvN�1 a oznaËíme-li

u =
1

lc rN�1
uN�1 a v =

1
lc rN�1

vN�1,

pak D(f, g) = fu+ gv.

D˘kaz. Podle Eukleidova algoritmu a podle p¯edpoklad˘

r0 = f, r1 = g, u0 = 1, u1 = 0, v0 = 0, v1 = 1

a pro i 2 {0, . . . , N � 3}

ri = ri+1qi + ri+2, tedy ri+2 = ri � ri+1qi, (4)

ui = ui+1qi + ui+2, tedy ui+2 = ui � ui+1qi, (5)

vi = vi+1qi + vi+2, tedy vi+2 = vi � vi+1qi. (6)

Matematickou indukcí ukáæeme, æe ri = fui + gvi pro vπechna i 2 {0, . . . , N � 1}. Platí

r0 = f = f · 1 + g · 0 = f · u0 + g · v0,
r1 = g = f · 0 + g · 1 = f · u1 + g · v1.

P¯edpokládejme, æe pro nÏjaké k platí

rk = fuk + gvk, (7)

rk+1 = fuk+1 + gvk+1. (8)
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Potom

rk+2 = (podle (4))

= rk � rk+1qk = (podle (7), (8))

= fuk + gvk � (fuk+1 + gvk+1)qk =

= f(uk � uk+1qk) + g(vk � vk+1qk) = (podle (5), (6))

= fuk+2 + gvk+2.

Takæe, vztah ri = fui + gvi platí pro i = 0, i = 1 a kdyæ platí pro i = k a i = k + 1,
pak platí pro i = k + 2. Z toho vypl˝vá, æe platí pro kaædé i 2 {0, . . . , N � 1}. Zbytek
tvrzení je z¯ejm .̋ ⇤

P¯íklad. BuÔte f, g 2 R[x],
f = x5 + 2x3 + 2x+ 4 a g = x2 + x+ 2.

Uæ víme, æe D(f, g) = 1, N = 4,

r0 = x5 + 2x3 + 2x+ 4 q0 = x3 � x2 + x+ 1

r1 = x2 + x+ 2 q1 = �x� 3
r2 = �x+ 2

r3 = 8

u0 = 1 v0 = 0

u1 = 0 v1 = 1.

Dále

u0 = u1q0 + u2

1 = 0 · q0 + u2 implikuje u2 = 1,

v0 = v1q0 + v2

0 = 1 · q0 + v2 implikuje v2 = �q0 = �x3 + x2 � x� 1,
u1 = u2q1 + u3

0 = 1 · q1 + u3 implikuje u3 = �q1 = x+ 3,

v1 = v2q1 + v3

1 = �q0 · q1 + v3 implikuje v3 = 1 + q0q1 = �x4 � 2x3 + 2x2 � 4x� 2.
Lze snadno ovÏ¯it, æe r3 = fu3 + gv3, a kdyæ

u =
x

8
+
3
8

v = �x4

8
� x3

4
+

x2

4
� x

2
� 1
4

pak D(f, g) = 1 = fu+ gv. ⇤

4.3. Ireducibilní polynomy

Definice 4.3.1. Polynom je reducibilní nad polem P, jestliæe je souËinem dvou nekon-
stantních polynom˘ nad polem P. Polynom je ireducibilní nad polem P, jestliæe není
konstantní a není reducibilní nad polem P.
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Pro polynom z P [x] oznaËením reducibilní, resp. ireducibilní se myslí reducibilní nad
P, resp. ireducibilní nad P.
Je-li polynom f reducibilní a f = g · h, kde g, h jsou nekonstantní polynomy, ¯íká se

také, æe g ·h je rozklad polynomu f na souËin polynom˘ g, h nebo také, æe g ·h je rozklad
polynomu f na Ëinitele g, h.

P¯íklad. (1) Kaæd˝ polynom stupnÏ 1 je ireducibilní, neboª není konstantní a souËin
dvou nekonstantních polynom˘ je polynom stupnÏ aspoÚ 2.
(2) Polynom x2� 1 = (x� 1)(x+1) je reducibilní nad R. Polynomy x� 1 a x+1 jsou
ireducibilní nad R. ⇤

CviËení. Normovan˝ reducibilní polynom je souËinem normovan˝ch nekonstantních
polynom˘. ⇤

Tvrzení 4.3.1. Nechª jsou f, g 2 P [x] normované polynomy, g je ireducibilní a f | g.
Potom buÔ f = 1, anebo f = g. Je-li f také ireducibilní, pak f = g.

D˘kaz. Kdyæ f | g, existuje h 2 P [x] takové, æe fh = g. Jelikoæ g je ireducibilní,
právÏ jeden z polynom˘ f, h je konstantní. Je-li normovan˝ polynom f konstantní, pak
f = 1. Je-li h konstantní a fh je normovan˝ polynom, pak h = 1, tedy f = g. Je-li f
ireducibilní, pak není konstantní, a zb˝vá tedy jen f = g. ⇤

Lemma 4.3.2. BuÔte g, h1, . . . , hn 2 P [x] normované ireducibilní polynomy a nechª
g | h1 · · ·hn. Pak existuje index j takov˝, æe g = hj.

D˘kaz. OznaËme d = D(g, h1). Jelikoæ d | g a g je ireducibilní, podle Tvrzení 4.3.1 buÔ
d = g anebo d = 1. Jestliæe d = g, pak g | h1 a g = h1. Jestliæe d = 1, pak Tvrzení 4.2.3

1 = gu+ h1v

pro vhodné u, v 2 P [x]. Vynásobíme-li obÏ strany polynomem h2 · · ·hn, dostaneme
h2 · · ·hn = gh2 · · ·hnu+ h1h2 · · ·hnv.

Podle p¯edpokladu g | h1 · · ·hn, takæe pravá strana je dÏlitelná g, proto i levá strana
je dÏlitelná g, Ëili g | h2 · · ·hn. Stejn˝m postupem ukáæeme, æe buÔ g = h2 anebo
g | h3 · · ·hn. Opakováním tohoto postupu najdeme j, 1  j  n, takové, æe g = hj . ⇤

Tvrzení 4.3.3. Kaæd˝ nekonstantní polynom je souËinem konstanty a normovan˝ch
ireducibilních polynom˘, p¯iËemæ vπechny Ëinitele jsou urËeny jednoznaËnÏ aæ na po¯adí.

D˘kaz. BuÔ f 2 P [x] nekonstantní polynom a oznaËme f̄ = 1
lc f · f . Je-li f̄ ireduci-

bilní, pak f = lc f · f̄ . Je-li f̄ reducibilní, pak je souËinem normovan˝ch nekonstantních
polynom˘ niæπího stupnÏ. Kaæd˝ z tÏchto polynom˘ je také buÔ ireducibilní nebo re-
ducibilní, ve druhém p¯ípadÏ je opÏt souËinem normovan˝ch nekonstantních polynom˘
niæπího stupnÏ. Opakováním tohoto postupu po koneËnÏ mnoha krocích dojdeme ke
koneËnému poËtu normovan˝ch ireducibilních polynom˘. Jejich poËet je shora omezen
stupnÏm polynomu f a jejich souËin je roven f̄ .
JeπtÏ je pot¯eba dokázat jednoznaËnost. P¯edpokládejme, æe f̄ = g1 · · · gn = h1 · · ·hm

a vπechny Ëinitele jsou normované ireducibilní polynomy. Jelikoæ g1 | h1 · · ·hm, podle
p¯edchozího lemmatu existuje index '(1) takov ,̋ æe g1 = h'(1). Takæe rovnost g1 · · · gn =
h1 · · ·hm m˘æeme zkrátit g1 a na obou stranách rovnosti tedy bude o jednoho Ëinitele
ménÏ. ObdobnÏ dostaneme, æe existuje index '(2) takov ,̋ æe g2 = h'(2), a postupnÏ aæ
æe existuje index '(n) takov ,̋ æe gn = h'(n).
Navíc, n  m, protoæe jinak by gm+1 · · · gn = 1, coæ není moæné, kdyæ vπechny gi jsou

nekonstantní polynomy. A obdobnÏ dostaneme, æe m  n. Takæe n = m. ⇤
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P¯íklad. Polynom x2 + 1 je reducibilní nad polem C, protoæe x2 + 1 = (x+ i)(x� i).
Tent˝æ polynom je ireducibilní nad polem R, protoæe jak˝koliv jeho hypotetick˝ rozklad
x2 + 1 = (x + ⇠)(x + ⌘), ⇠, ⌘ 2 R je souËasnÏ rozkladem nad C r˘zn˝m od x2 + 1 =
(x+ i)(x� i), ve sporu s jednoznaËností rozkladu. ⇤

D˘sledek. BuÔ f 2 P [x] a buÔte g1, . . . , gm 2 P [x] normované ireducibilní a po dvou
r˘zné, tj. gi 6= gj pro i 6= j. Jestliæe gk11 | f , . . . , gkmm | f , pak gk11 · · · gkmm | f .

4.4. Ko¯eny a jejich násobnost

Pro f = anxn + an�1xn�1 + · · ·+ a1x+ a0 2 P [x] a ⇠ 2 P, oznaËme

f(⇠) = an⇠
n + an�1⇠

n�1 + · · ·+ a1⇠ + a0 2 P.

Tvrzení 4.4.1. Pro libovolné polynomy f, g 2 P [x] a libovoln˝ prvek ⇠ 2 P platí

(f + g)(⇠) = f(⇠) + g(⇠), (�f)(⇠) = �f(⇠), (fg)(⇠) = f(⇠)g(⇠).

D˘kaz. CviËení. ⇤

Definice 4.4.1. Prvek ⇠ 2 P je ko¯en polynomu f 2 P [x], jestliæe f(⇠) = 0.

Tvrzení 4.4.2. Nechª f 2 P [x] a ⇠ 2 P . Potom ⇠ je ko¯en polynomu f právÏ tehdy,
kdyæ x� ⇠ dÏlí f .

D˘kaz. P¯edpokládejme, æe ⇠ je ko¯en polynomu f . DÏlením f : (x� ⇠) dostaneme

f = (x� ⇠)q + r, kde buÔ r = 0 nebo deg r < deg(x� ⇠) = 1, Ëili deg r = 0.

Takæe v obou p¯ípadech r je konstantní polynom a 0 = f(⇠) = (⇠ � ⇠)q(⇠) + r = r. »ili
r = 0, f = (x� ⇠)q a x� ⇠ dÏlí f .
P¯edpokládejme, æe x � ⇠ dÏlí f , tedy f = (x � ⇠)q pro nÏjaké q. Potom f(⇠) =

(⇠ � ⇠)q(⇠) = 0, Ëili ⇠ je ko¯en polynomu f . ⇤


