20 Matice
3. prednéska, 17. 10. 2024

Predchozi tvrzeni nam nabizi postup pro vypocet inverzni matice. Podle diikazu totiz
A1 =Q=Q...Q:01 = Qp...Q2Q1 E, coz je matice, ktera vznikne z jednotkové ma-
tice provedenim Fadkovych elementarnich tprav odpovidajicich nasobeni elementarnimi
maticemi Q1, Q2, ..., Qk. To jsou stejné upravy (resp. matice), které prevedly A na E.

Vypocet inverzni matice. K matici A typu n x n zprava pripojime jednotkovou
matici stejného typu a vznikne matice typu n x 2n

Al AL L0 Aljr o .00
A2 A3 ... A2 |0 1 0
AP AR 0 A™I0 0 ... 1

Radkovymi elementarnimi tipravami ji pfevedeme na matici, ktera v levé ¢asti ma matici
B v Gaussové—Jordanové tvaru. Mohou nastat dvé moznosti.

(1) B = E. Pak A je invertibilni a v pravé ¢4sti matice vyjde A%
(2) B # E (B méa nulovy fadek). Pak A neni invertibilni.

Priklad. Vypocitejme inverzni matici k matici

01 2
A=1|1 2 3
101
01 2[1 00 1 0 1/0 01
AE)y=(123/010]|~[123/010 |~
1 0 1{0 0 1 01 2|1 0O
10 1/00 1 101 00 1
~(022/01 -1 |~[010[-11 -1 ]~
01 2(10 0 012 10 0
101 0 o0 1 101/ 0 0 1
~(o0o10[-1 1 -1 ]~|01O0|-1 1 -1 |~
002 2 -1 1 001 1 -3 1
1o0oo0[-1 1 1
~lo0o1o0]-1 1 -1
001 1 -3 3
Takze A je invertibilni a
1 1
. (7Y o2 2
A7=1-1 1 -1 (ovéite). O
1 =1 1
2 2

Priklad. Hledejme inverzni matici k matici

A=

o = O
— N =
O w N
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01 2|1 00 1 2 3/010
(AIE)=11 2 3|01 0|~ 210/00T1]|~
21 0|0 0 1 012|100
1 2 3|0 10 1 2 3/01 0
~0—3—60—21~0120§_%N
0 1 2[1 00 01 2/1 0 0
12 3/0 1 o0 10—10—§%
~01zo§—%~01 203?.
0001 -2 £ 00 01 —% 1

Matice A tedy neni fadkové ekvivalentni s jednotkovou matici a neni invertibilni. [

Cviceni. Pokud existuji, spo¢téte inverzni matice k maticim

() G 6

1 2 3 1 21 1 21
3 4 5 2 1 3 21 3 U
5 6 7 1 -4 3 1 2 3

1.5. Hodnost matice
1.5.1. Linearni nezavislost

Stejné jako v pripadé linedrni kombinace v Definici 1.2.3 nésledujici definice a tvr-
zeni formulujeme pouze pro fadky matice, ale vse 1ze obdobné formulovat pro sloupky,
usporadané n-tice a matice.

Definice 1.5.1. Mnozina fadké {A%2, A2 ..., Aé’“} je linedrné nezdvisla, jestlize pro
libovolné ¢y, ca,...,ci € P z rovnosti
CLAD 4+ A2 4o 4 AT = 0, vyplyva c1=cy=---=¢ =0,

tj. nulovy radek ziskdme jediné takovou linearni kombinaci danych radki, ve které
jsou vSechny koeficienty rovny nule.

Mnozina fadkt {A%, A2 ... Ad} je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné nezavisla.
Tedy, existuji c1,co,...,c; € P takova, Ze aspon jedno z nich je nenulové a piitom
aAY + A2 + -+ A = 0,.

Tvrzeni 1.5.1. MnoZina 7adku je linedrné zdvisld pravé tehdy, kdyZ aspor jeden z mich
je linearni kombinact ostatnich.

Drikaz. Predpokladejme, ze mnozina fadka { A%, A2, ... ,Aik} je linearné zavisla. Exis-
tuji tedy koeficienty ci, ca, ..., cp € P takové, Ze aspon jeden z nich je nenulovy (napfi-

klad ¢;) a A 4 4 chéj + -4 ckAi’“ = 0,. Potom

i ) i'_l Z‘"+1 7
Cj/loJ = *Clel — s — ijlej — Cj+1Ao7 — s — CkAok,
i Cl 4 Cj—1 ,i;_ Cit+1 i Ck 4
AV = ATt gy T g TR g
. o . . . o
Cj Cj Cj Cj

a radek Aij je tedy linearni kombinaci ostatnich radkd.
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Predpokladejme, ze naptiklad fadek Aij je linedrni kombinaci ostatnich fadkid, tedy
Potom
QAN 4 e AT — AT + 1 AT+ A = 0

a zaroven ¢; = —1. TakZe mnozina Fadka {AY, A2, ..., A} je linearné zavisla. O

Priklad. Méjme

01 2
A=1|1 2 3
1 01
Necht
(01 2)+e(l 2 3)+e3(1 0 1)=
Z(CQ+03 1+ 2¢ 201+302+03):(0 0 0).
Takze
co+c3=0
c1 + 2¢o =0

2c1+3ca+c3=0

a to je mozné jediné v piipadé, Ze ¢; = co = c3 = 0 (vyFesime soustavu t¥i rovnic o tfech
neznamych ¢, c2, c3 a ziskdme jediné, nulové feseni).
Mnozina fadkid matice A je tedy linearné nezavisla. O

Priklad. Méjme

01 2
A=11 2 3
2 10
Necht
(01 2)+e(l 2 3)+c¢3(2 1 0)=
= (02+263 c1+ 2co 4+ c3 201+302) = (0 0 0).
Soustava
co+2c3=0
c1+2c+ c3=0
2c1 + 3¢ =0
ma kromé nulového i nenulové feseni (naptiklad ¢; = 3, ca = —2, ¢3 = 1). Mnozina
radkt matice A je tedy linedrné zavisla. O

Piiklad. (1) Mnozina fadki jednotkové matice je linedrné nezavisla. Ovérte.

(2) Mnozina fadki, z nichz aspon jeden je nulovy, je linedrné zavisla. Ovérte.

(3) Jednoprvkova mnozina obsahujici fadek A’ je linedrné nezavisla, jestlize z cA% = 0,
plyne ¢ = 0. Tedy, jednoprvkova mnozina obsahujici jeden fadek je linearné nezavisla,
jestlize ten fadek je nenulovy, a je linearné zavisla, jestlize ten radek je nulovy.

4) Mnozina obsahujici jen fadky A%, A2 je linearné zéavisla pravé tehdy, kdyZ jeden
( jict j y AL, AR prav y, kdyz j

z Fadku je nasobkem druhého z fadka (existuje ¢ € P takové, ze AL = cA®2).

(5) Prazdna mnozina fadku je linedrné nezavisla. O
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1.5.2. Hodnost matice

Definice 1.5.2. Hodnost matice je maximalni pocet prvki linearné nezavislé mnoziny
jejich fadka. Hodnost matice A znac¢ime rank A.

Méjme matici A typu mxn s fadky AL, A2 ... A™. Vezmeme vSechny mo7né mnoziny
téchto fadkt, ¢ili prazdnou mnozinu ), jednoprvkové mnoziny {AL}, {A2},... {A™},
dvouprvkové mnoziny {ALl A2}, ... {A"~1 A™} ... az mnozinu {Al A2 ... AT}

7Z téchto mnozin vybereme ty, které jsou linedrné nezavislé. U kazdé z nich si pozname-
name pocet prvki a maximélni z téchto poc¢ti je hodnost matice A.
Hodnost matice s m fadky je tedy jedno z ¢isel 0,1,...,m.

Priklad. (1) Hodnost matice

[\)

—_—= O
[N
w

0 1
je rovna 3. Ovérte.
(2) Hodnost matice

01 2
1 2 3
210

je rovna 2. Ovérte.
(3) Hodnost nulové matice je rovna 0, hodnost nenulové matice je kladna.

(4) Hodnost diagonalni matice je rovna poctu jejich nenulovych fadki. 0

Cvicéeni. Spoctéte hodnosti matic

11 1) (6) 0 1 2)

1 1 0

2 1 1

3 1 0

1 2 2 1 1 2

3 4 0 -1 2 4

1 2 3 1 21 1 21

3 4 5 2 1 3 21 3 U
5 6 7 1 -4 3 1 2 3

Tvrzeni 1.5.2. Hodnost matice ve schodovitém tvaru je rovna poctu jejich nenulovych
radka.

Diikaz. Bud A matice ve schodovitém tvaru, kterd ma m fadku, z nichz p je nenulovych.
Mnozina vSech nenulovych fadka je linedrné nezavisla (cviceni), takze rank A > p.
Jestlize m = p, hodnost vétsi byt nemtze. Jestlize m > p, pak kazdd mnozina s vice nez
p tadky obsahuje asponl jeden nulovy fadek, a je tedy linedrné zavisla, takze i v tomto
pripadé rank A = p. O

Podle nasledujiciho tvrzeni je mnozina fadkt linearné nezavisla pravé tehdy, kdyz je
linedrné nezavisla mnozina radkid vznikla provedenim fadkové nebo sloupkové elemen-
tarni upravy puvodni mnoziny radki.
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Tvrzeni 1.5.3. Budte AL, A2, ... A" Fidky. Necht B, B2.... B™ jsou vddky, které
z fadki AL A2, ... A™ vzniknou provedenim jedné vddkové nebo sloupkové elementdrni
tipravy. Potom mnoZina vadki {AL, A2, ... AT} je linedrné nezdvisld prdvé tehdy, kdyZ
mnoZina vadki {BL, B2,... B} je linedrné nezdvisld.

Diikaz. (1) Necht doslo k pficteni c-nédsobku j-tého fadku k i-tému fadku, kde i # j.
Tedy, B! = Al + cAL a B¥ = A* pro k # i.

Piedpokladejme, ze {AL A2 ... A™} je linearné nezavisld. Budte ci,...,¢, € P

takové, ze clBg 4+ -+ B =0,. Pak
0o =c1Bl+ - 4 ¢, B™ =
=l AL+t a(AL AL AL+ e AT =
= AL+ AL (e ) A 4 e AT
Z linearni nezavislosti mnoziny {AL, A2 ... A™} vyplyva, ze vSechny koeficienty po-
sledni linearni kombinace jsou nulové, tj. ¢ = ---=¢; =---=cc; +c¢j=---=c¢;, = 0.
Z toho dostaneme, Ze i ¢; = 0, a mnozina {Bl, B2,..., B™} je linedrné nezavisla.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A™ vzniknou
z fadkt Bl, B2, ..., B™ inverzni tipravou, ktera je stejného typu.

(2) Necht doslo k pfi¢teni c-nasobku j-tého sloupku k i-tému sloupku, kde i # j.
Pak pro kazdé k € {1,...,m} je Bf = A —I—CA;? a BF = AF pro | # i. Tedy Bf =
(AF ... AF+eAl oAb AR

Piedpokladejme, ze {AL A2 ... A™} je linearné nezavisld. Budte ci,...,¢, € P
takové, ze c1 Bl + -+ + ¢, BT = 0,. Takze

aBl 4.+ ¢, BM =

= (XCpaAf ... chk(Af—i—cA?) chkAé? o Y aAR) =
:(chkA’f chkAf—l—czkckA;? chkA;? ZkaAfz):
=0 ... 0 ... 0 ... 0

a z toho dostaneme

Seudt == St = Causs == Yot =0
k k k

k
Pak

(Ceerdl Spadls o YpaAR) =D e (AF AF L Ak) =
k

:ZCkAI(j:ClAi—F-“—I-CmAT:OO
k

a z linearni nezavislosti mnoziny {Al A2 ... A™} dostaneme ¢; = cy = --- = ¢, = 0.
Mnozina { B!, B2,..., B} je tedy linedrné nezavisla.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot fadky Al A2 ..., A™ vzniknou
z fadkt Bl, B2,..., B™ inverzni tpravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni upravy je ditkaz obdobny a ponechame ho jako cviceni. ([l

Dusledek. (1) Hodnost matice je rovna hodnosti matice z ni vzniklé provedenim ele-
mentdrni upravy.

(2) Provedeni konecné mnoha elementdrnich duprav neméni hodnost.

(8) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdarnimi maticemi zleva neméni hodnost.

(4) Vyndsobeni koneéné mnoha elementdrnimi maticemi zprava neméni hodnost.
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(5) Ekvivalentni matice magi stejnou hodnost.

(6) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki ekvivalentni matice ve schodovi-
tem tvaru.

(7) Hodnost matice je rovna poctu nenulovych tadki (sloupki) ekvivalentni matice
v Gaussové kanonickém tvaru.

(8) Mazimdlni pocet proki linedrné nezavislych mnozin sloupki matice je roven mazi-
mdlnimu poctu prvku linedrnée nezavislych mnoZin jejich radki, tj. hodnosti matice.

(9) rank A =rank AT.

Priiklad. Spocitejme hodnost matice

01 2
A=11 2 3
1 01
01 2 1 0 1 1 01 1 0 1
A=11 2 3| ~1[1 2 3] ~|0 2 2| ~10 2 2
1 01 01 2 01 2 0 0 1
Takze rank A = 3. O
Priklad. Spocitejme hodnost matice
01 2
A=11 2 3
2 10
01 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3
A=1|1 2 3| ~1|2 1 0)]~|0 -3 —6|~]0 -3 -6
2 10 01 2 0 1 2 0O 0 O
TakZe rank A = 2. OJ

Definice 1.5.3. Ctvercova matice je requldrni, jestlize jeji hodnost je rovna poctu
jejich fadkii (tedy mnozina viech jejich fadkt je linedrnd nezéavisla). Ctvercova matice
je singuldrni, jestlize neni regulérni.

Priklad. (1) VsSechny jednotkové matice jsou regularni.
) VsSechny elementarni matice jsou regularni.

(2
(3) VSechny ¢tvercové matice s asponi jednim nulovym Fadkem jsou singularni. O

Tvrzeni 1.5.4. Matice je requldrni pravé tehdy, kdyZ je vadkové ekvivalentni s jednot-
kovou matict.

Diikaz. Cvideni. ]

Dausledek. (1) Matice je invertibilni pravé tehdy, kdyz je requldrni.
(2) Reguldrni matice je soucinem koneéné mnoha elementdrnich matic.
(8) Soucin regularnich matic je requldrni matice.

(4) Vyndsobeni reguldrni matici zleva neméni hodnost.

(5) Vyndsobeni reguldrni matici zprava neméni hodnost.
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Tvrzeni 1.5.5. Budte A, B c¢tvercové matice stejného typu. Obé matice A, B jsou re-
gularni prdvé tehdy, kdyZ matice AB je requldarndi.

Diikaz. ,=“ Tato implikace je soucasti predchoziho Dusledku.

»<=* Dokézeme, Ze je-li aspon jedna z matic A, B singularni, pak AB je singularni.
Necht A je singulédrni. Ekvivalentni matice S = Qp--- Q1 A4, kde Q1,..., Q% jsou ele-
mentarni matice, ve schodovitém tvaru, ma nulovy fadek. Potom matice SB ma také
nulovy fadek, je tedy singuldrni a fadkové ekvivalentni matice AB = Q7'+ Q,'SB,
kterd ma stejnou hodnost, je také singularni.

Pro B singularni je dikaz analogicky a ponechame ho jako cviceni. O

Tvrzeni 1.5.6. Budte A matice typu m X n a B matice typu n X p. Potom rank AB <
min{rank A, rank B}.

Diikaz. Matici A prevedeme pomoci fadkovych elementarnich Gprav na schodovity tvar
Sa = Q- Q1A a matici B prevedeme pomoci sloupkovych elementarnich tprav na
tvar Sp = BP; - - - P, takovy, Ze SE je ve schodovitém tvaru.

Potom rank AB = mnle_1 x -Q,;lSASBPl_l e Pl_1 = rank S4.5p, pfiCemZ matice
S4Sp mé miniméalné tolik nulovych Fadku, kolik jich ma matice S4, a minimalné to-
lik nulovych sloupkti, kolik jich ma matice Sp. Tedy rank S4Sp < rankS4 = rank A
a rank S4Sg < rank Sg = rank B. O

Cviceni. Co se da fict o rank(A + B)? O
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2. DETERMINANT

2.1. Permutace

Definice 2.1.1. Bud M kone¢né mnozina. Permutace na mnoziné M je bijekce M —
M.

Bud o permutace na mnoziné M a m € M. Obraz o(m) prvku m pfi permutaci o se
casto znaci o,.

Definice 2.1.2. Transpozice je permutace, pii niz se vzadjemné vyméni dva prvky
a ostatni se nezméni.

Tvrzeni 2.1.1. KazZdd permutace je sloZenim konecné mnoha transpozic.

Necht I,, = {1,2,...,n}. Mnozinu vSech permutaci na mnoziné I,, zna¢ime S,,. Per-
mutaci ¢ € S, mizeme zapisovat jako usporddanou n-tici obrazi prvkd mnoziny I,,,
tedy o0 = (01,09,...,00).

Definice 2.1.3. Bud o € S,. Necht i,j € I,, jsou takové, ze i < j a 0; > 0;. Pak
dvojice (0, 05) tvoii inverzi permutace o.

Pocet inverzi permutace o zna¢ime inv o. Je ziejmé, 7e invo = invo L

Definice 2.1.4. Signum (znaménko) permutace o € S, je sgno = (—1)"™° Permu-
tace s sgno =1 je sudd, permutace s sgno = —1 je lichd.

Jelikoz invo = invo ™) sgno = sgno L

Tvrzeni 2.1.2. Budte p,o € S,,. Pak sgn(mo p) =sgnm -sgnp.

Cviceni. Ukazte, Ze kazd4a transpozice je lichd permutace. O

Vice o permutacich lze najit naptiklad v [Marvan, 4. Permutace].

2.2. Determinant

2.2.1. Definice a determinanty nékterych typu matic

Definice 2.2.1. Bud A matice typu n X n nad polem P. Determinant matice A je
det A = Z sgno- AL A2 - A" € P.
UESn

Cislo n je 7dd determinantu.

Pro determinant matice A se pouZiva znaceni
1 1 1 1 41 1
AT A ... A A A5 ... A

det A = |A] = det At A3 A A2 A2 ... A2

AP AD L AM) |AT AD L AR

Diky tomu, Ze o je permutace (bijektivni zobrazeni) na mnoziné I,,, mizeme ji chapat
jako zobrazeni z mnoziny vSech faddkovych indextt do mnoziny vsech sloupkovych indexi
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matice A. Ke kazdému radku je tedy vzajemné jednoznacné prirazen sloupek a v kazdém
soucinu Ag,l -A§2 --- A7 je tedy pravé jeden prvek z kazdého fadku a prave jeden prvek
z kazdého sloupku. Determinant matice A je tedy soucet vSech takovychto sou¢int (pro
vSechny permutace o na mnoziné I,,) opatfenych bud znaménkem +, jde-li o sudou
permutaci, nebo znaménkem —, jde-li o lichou permutaci.

Piiklad. (1) Necht n = 1. Tedy, I = {1}, S1 = {id: {1} — {1}} a sgnid = 1. Pro
matici A = (a) jedet A = sgnid‘Aild1 =1. A% = a.

(2) Necht n = 2. Tedy, I = {1,2}, So = {id, 7}, kde id = (1,2) a 7 = (2,1) (viz zapis
permutace na I,), sgnid = 1 a sgn7 = —1. Pro matici

(0

je det A =sgnid- AldlAle2 +sgnT-AL A% =1-A{A3+(—1)- AJA? = ad—bc. Vzorec pro
vypocet determinantu matice druheho radu je mozno odvodit z nésledujiciho obrazku:

EB\ /@
Al A
\/
/\ = A%A% - A%A%
Al A3
(3) Necht n = 3. Tedy, 13 =1{1,2,3}, 5’3 ={id, 01,09, 11,72, 73}, kde id = (1,2,3), 01 =
(2,3,1), 00 = (3,1,2), 1 = (1,3, 2) =(3,2,1), 73 = (2,1, 3) (viz zapis permutace na
I,), sgnid =sgno; = sgnag =1la Sgnﬁ =sgn 7y = sgn7y = —1. Pro matici
a b c
A=1d e f
g h 1
je

det A = sgnid- Ald1A1d2A +sgno - Al 1(1 )A31(2)A21(3)+
2 (2)A3

+ sgnaog - AO’Q(l)AUQ(2)AO'2( ) —+ sgn Ty - Al (1)AT1 7_1(3)+

+sgn Ty - Ag(l)A%
=1-ALAZA3 +1-ALAZA3 + 1. ALA2A3+

+(=1) - ATAZAS + (—1)- ALA2ZA3 4 (—1) - AJAZAS =
=aei+bfg+cdh —afh — ceg — bdi.

2
(A% (3) T 880 T3 AL ) AT ) A (5) =
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Vzorec pro vypocet determinantu matice tfetiho fadu lze odvodit z nasledujiho obrazku
pomoci Sarrusova pravidla (pro matice vyssiho fadu zadné takové pravidlo neexistuje):

(&) &)
\ 4
Al AL Al
Lo
A3 A = ALAZAS 4 ALAZAD ¢ ALA3AR-

N/ N/
N\ A\ 4
FURVTIRPT CALAZAR — ALAZAD — ALA2A3
NS NS
o aa
%'/ \'\
FETIE

(4) Necht n = 4. Na ¢tyfprvkové mnoziné existuji 24 permutace, takze pii vypoctu
determinantu podle definice dostaneme 24 s¢itance. Uvedeme si i jiné zptisoby vypoctu
determinantu. g

Cviceni. Spocététe determinanty matic

I O
Y
G3)  G3

7 N N
O =
S N
"

w
N
ot

~ N N
Tt W N
O =~
~N ot O
N——

-~
Ut = W
SN
~J W Ot

1 20 1 21 1 2 3 1 2 2
3 40 3 4 2 4 5 6 4 5 5
0 0 3 0 0 3 1 2 3 7 8 8
1 2 3 1 00 1 20 1 20
0 4 5 230 0 4 5 0 40
0 0 6 4 5 6 0 0 6 0 5 6
1 20 1 00 1 21 1 21
0 40 040 2 1 3 21 3
0 0 6 0 06 1 -4 3 1 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
1 00 010 0 01 1 11 U
4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6
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Tvrzeni 2.2.1. Determinant matice s nulovym vadkem nebo nulovym sloupkem je roven
nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n s nulovym fddkem nebo nulovym sloupkem. Pro kazdé
o € S, je v soufinu Aél Agz -+ Ay préavé jeden prvek z kazdého, tedy i nulového fadku
a prave jeden prvek z kazdého, tedy i nulového sloupku. Proto kazdy takovy soucin je
roven nule. O

Lemma 2.2.2. Pro matice lisici se pouze v jednom tadku plati

Al AL AL AL Al Al

Ai.— 1 Ai; 1 Ai.— 1 A'i; 1 Ai._ 1 Ai; 1

oL A o A i -

©o... A+ | B ... B |=|A+B ... A +B).

ATFL AR A L Al A AR

Ar .. AT Ar ... AT Ar L A
Dikaz. Cviceni. O
Priklad.

1 23 |1 23 123 1 23

1 0 0[4+]0 1 0/+[0 0 1|=3+(-6)+3=0=11 1 1]. O

4 5 6 4 5 6 4 5 6 4 5 6

Definice 2.2.2. Ctvercova matice je (horni resp. dolni) trojuhelnikovd (nebo v (hor-
nim resp. dqlm’m) trojuhelnikovém tvaru), jestlize pod resp. nad diagondlou mé jen
nuly, tedy A% =0 pro ¢ > j resp. pro ¢ < j.

Kazdé ¢tvercovd matice ve schodovitém tvaru je také v (hornim) trojihelnikovém
tvaru a tedy kazdou ¢tvercovou matici lze pomoci fadkovych elementarnich tprav pre-
vést na trojuhelnikovy tvar.

Tvrzeni 2.2.3. Determinant trojuhelnikové matice je roven soucinu prvkid na diago-
ndle.

Diikaz. Bud A horni trojuhelnikova matice typu n x n. Bud ¢ permutace na mnoziné
I,. Jestlize pro néjaké ¢ € I, plati o; < 7, pak Af,i je pod diagonalou, tedy Aﬁ,i =0
ataké sgno- AL --- AL - A7 =0. Jedind permutace o takova, Ze o; > i pro kazdé i,
je identita. Jelikoz sgnid = 1, det A = A} AZ... A",

Pro dolni trojuhelnikové matice je dikaz analogicky. O

Dusledek. (1) Determinant matice ve schodovitém tvaru je roven soucinu prvki na
diagondle.

(2) Determinant diagondlni matice je roven soucinu prvki na diagondle.

(8) Determinant jednotkové matice je roven 1.
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Priklad.
1111 1 000 1000
0 2 2 2 1 200 0200
0 033 1230 |00 30 =24 -
0 0 0 4 1 2 3 4 0 0 0 4

Determinanty elementarnich matic jsou nenulové.

Pi#iklad. (1) E%(c) je trojihelnikovd matice a na diagondle m4 jen jednicky, proto
det E“I(c) = 1.

(2) E(c) je diagonalni matice a na diagonile m4 jedno c a jinak jen jednicky, proto
det E'(c) = c.

(3) Jelikoz v kazdém Fadku a v kazdém sloupku matice E%/ je pravé jedna jednicka
a ostatni prvky jsou nuly, existuje jedind permutace 7 na I,,, pro kterou jsou vSechny

(B )117 o Ei’j)?n rovny jedné. Pro ostatni permutace je aspoil jeden z téchto prvka
nulovy. Diky tvaru E%J je T transpozice, takze sgn T = —1. Proto
det B = (<1) - (B)}, -+ (B, = -1, 0

Tvrzeni 2.2.4. Pro kazdou ¢tvercovou matici A plati det AT = det A.

Diikaz. Cinitele v soucinu AJ'... A7 ... A%» miizeme uspoiddat podle vzristajiciho

fadkového indexu A ,...A* ,... A" ,, protoze o, Lty ¢initel v pivodnim soucinu
oy o, on

g -1

. [0 y

jeA Y =A"_,. Potom
9; 94

det AT =) " sgno- (A1)} ... (AT),, .. (A1)} =

oESH

= Z sgno - ATt VAT VAT = (preusporadéni)
ocES

= Z sgno - A(ly_l ) "Af,,—l AN = (sgno~! =sgno)
UESn 1 7 n

= Z Sgna_l 'A1_1 ...Ai_1 ...An_1 =

oy o; on

oESy

=det A,
protoze kdyz o projde vsechny prvky S, tak 0! také. O

Tvrzeni 2.2.5. Determinant matice, kterd md bud dva vddky stejné nebo dva sloupky
stejné€, je roven nule.

Diikaz. Bud A matice typu n x n, kterd ma i-ty fddek stejny jako j-ty (i # j), tedy
Al = Al pro kazdé k € {1,2,...,n}.
Bud 7;; € S, transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci
o € S, oznaéme o’ = o o 7i;. Pak sgn o’ =sgno -sgn Tij = —sgno a ¢len determinantu
odpovidajici permutaci o’ je
/ 1 i J _
sen o 'Aafl"'AZ;"'Aa;"'AZa =

:_SgnU'Azln"'Afrj"‘Agri"'AZn: (AL = AL a Al =A')

0 0 o T
1 i i n
__Sg“O"Aal”'Aoi"’Aoj"'Aanv
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a je tedy opa¢ny k ¢lenu odpovidajicimu permutaci o.

Mnozinu Sy, jez mé sudy pocet prvkl, mizeme rozlozit na podmnoziny {o, o'}, které
jsou dvouprvkové, protoze o’ # o a ¢’ = o (ovéite), a kazd4 z nich pfispiva k determi-
nantu nulou. TakZe det A = 0.

Kdyz ma matice dva stejné sloupky, lze tvrzeni dokazat analogicky nebo je mozno
pouzit predchozi tvrzeni. O

2.2.2. Elementarni tpravy

Tvrzeni 2.2.6. (1) Prictenim ndsobku jednoho tddku, resp. sloupku k jinému tadku,
resp. sloupku se determinant nezmént, cili

Al AL AL AL AL AL
Ly cAl AL +cAl L ALy cAl| =AY AL L. AL,
An An L An An o An o An

PTi zdpisu § pouzitim elementdrnich matic
det(E% (c) - A) = det(A - E%(c)) = det A.

(2) Vyndsobenim jednoho tddku, nebo sloupku prvkem c se determinant vyndsobi prv-
kem c, cili

AL AL oAl Aol AL
cAl cAh ... cAl|=c|Al Ay ... A,
Ay Ay ... AY AV Ay L. AT

PTi zdpisu s pouZitim elementdrnich matic
det(E'(c) - A) = det(A - E*(c)) = cdet A.

(8) Vzajemnou vyménou dvou fadki, nebo dvou sloupki determinant zméni znameénko,
cili

Al oAl oAl AboAL LAl
A AL oA A oA
AL A} Al :_fiji A} A%’
Ay o |moay o

P zdpisu § pouzitim elementdrnich matic
det(E™ - A) = det(A- EY) = — det A.

Diikaz. Uvedeme pouze diikaz pro fadkové tpravy, pro sloupkové je analogicky.
Budte A ¢tvercova matice a B upravend matice.
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(1) Necht B vznikne z A pfictenim c-ndsobku j-tého fddku k i-tému fadku, ¢ili
B! = Al + cAl a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

detB= Y sgno-B} ...B, ...Bj ...B} =
O’GSn
= sgno- AL . (AL +cAl). ALLLAT =
oESy
= sgno- AL L ALLALLAD +
O'GS’VL
+c ZSgna-A},l...A{',Z,...Af;j...AZn =
UESn

determinant matice, kde i-ty fadek je stejny jako j-ty

=detA+c-0=det A.

(2) Necht B vznikne z A vynasobenim i-tého fadku prvkem c, ¢ili B! = cA! a ostatni
fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Potom

det B = Z sgna'B},l...Bfn...ijn =

O’GSn
= Z sgnJ-Aclrl...cAf,i...AZn =
gESy
=c Z sgna-A},l...Af,i...AZn =
O'ESn
= cdet A.

(3) Necht B vznikne z A vzajemnou vyménou i-tého fadku a j-tého fadku, ¢ili B! =
A%, B} = Al a ostatni fadky matice B jsou stejné jako fadky matice A. Bud 7;; € S,

transpozice vyménujici 4, j, ¢ili sgn7;; = —1. Pro kazdou permutaci o € S,, oznacme
o' = oor;. Pak o] = 0j,0; = o0;a0), =opprok #i,jasgno’ =sgno-sgn; = —sgno.
Potom
det B = Z sgna~B;1...Bgi...B£j ..By =
O’GSTL
= Z sgno - Aclr1 e Agi e Af,j LAY = (komutativita soucinu)
O’GSn
= Z sgna-A},l...Agj A]UZA’;n =
O'ESTL
= Z sgna~A(17,1...Agg...Ai,_...AZ% = (sgno’ = —sgno)
UGSTL !
—— ) sgno’ AL AL LA LAY, =
O'GSn ' !
= —det A,
protoze kdyZ o projde vSechny prvky S,, tak o’ také. ]
Cviéeni. Jaky je vztah mezi det(cA) a det A? O
Cviceni. Nechf A je matice typu n x n takova, ze AT = —A (takova matice se nazjva

antisymetrickad). Ukazte, Ze je-li n liché ¢islo, pak det A = 0. O
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Priklad.
11 11 11 11 1111 11 11
0 222 10222 0222 |24414
003 3 0033 3366 (3366
0 0 0 4 4 4 4 8 4 4 4 8 4 4 4 8
11 11 4 4 4 4 1111 11 1 1 111 1
4.0222_()222_0888_0222_0222
0033 0033 (0033 |00 12 12( |0 0 3 3
0 0 0 4 00 0 4 0 00 4 00 0 4 0 0 0 16
1111 0 00 4 0 0 0 4
0 2 2 2 0 2 2 2 0 0 3 3
0033 Dloo33 0222 =
0 0 0 4 1111 11 11
Dusledek. Budte Q elementdrni matice a A matice stejného typu. Pak
det QA = det @ - det A.
Diikaz. (1) det(E"/(c)A) = det A =1-det A = det E"(c) - det A.

(2) det(E'(c)A) = cdet A = det E*(c) - det A.

(3) det(E™A) = (—1) - det A = det E*7 - det A. O
Cviceni. Dokazte, ze det E»/ = —1 s vyuzitim pfedchoziho dtsledku a toho, Ze vza-
jemna vyména dvou Fadku je slozenim kone¢né mnoha fadkovych elementarnich tprav
ostatnich druhi. 0

Tvrzeni 2.2.7. Matice je requldrni prdvé tehdy, kdyzZ md nenulovy determinant.

Diikaz. Bud A regularni matice. Podle Dusledku Tvrzeni 1.5.4 A = Q1Q2 - Qk, kde
Q1,Q2,...,Q jsou elementarni matice. Potom diky Dusledku Tvrzeni 2.2.6

=det Q1 -det Qs - - - det Q.
A soucin nenulovych determinantii elementarnich matic neni roven nule, viz kapitola 6.
Necht det A # 0. Pomoci fadkovych elementarnich iprav prevedeme A na schodovity
tvar B, tedy B = Q- -- Q1 4, kde Q1, ..., Qr jsou prislusné elementarni matice. Potom

opét diky Dtisledku Tvrzeni 2.2.6 a diky tomu, ze soucin nenulovych prvkid pole je
nenulovy,

det B = det(Qk ce QlA) = det Qk det(Qk,1 s QlA) ==
=det Qrdet Qi _1---det Q1 det A # 0.
Jelikoz B je ve schodovitém tvaru a jeji determinant je tedy soucinem prvki na diago-

nale, na diagonale neni zadna nula, opét viz kapitola 6. To znamené, ze B nemé nulovy
radek, je tedy regularni a A také. O

Dusledek. Matice je reguldrni prdvé tehdy, kdyz md nenulovy determinant, a to md
praveé tehdy, kdyz je invertibilni, a to je pravé tehdy, kdyz je ekvivalentni jednotkové
matici.

Tvrzeni 2.2.8 (Cauchyho véta). Budte A, B ¢tvercové matice stejného typu. Pak
det AB = det A - det B.
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Dikaz. (1) Je-li A regularni, tedy soucin Q1Q2 - - - Q elementarnich matic, pak
det AB =det(Q1---QrB) =det Qq - det(Q2 - QpB) =--- =
=det Q1 det Q2 --det Qr det B = det(Q1Q2 - - Q) det B =

= det Adet B.
(2) Je-li A singularni, podle Tvrzeni 1.5.5 je AB také singularni a tedy
det AB=0=det A =det A-detB. O
Cvi€eni. Pro regularni matici A plati det A=t = 1/ det A. O

Lemma 2.2.9. KaZda ¢tvercovd matice je ekvivalentni matici v trojuhelnikovém tvaru,
jejiz determinant je roven determinantu puvodni matice.

Dikaz. Na prevedeni matice na trojuhelnikovy tvar staci pouze dva typy elementarnich
uprav, pricteni nasobku jednoho fadku, nebo sloupku k jinému radku, resp. sloupku,
coz neméni determinant, a vzajemna vymeéna dvou radkt, nebo dvou sloupkt, ¢imz se
zméni jen znaménko determinantu.

Pokud pii takovém pievedeni matice na trojihelnikovy tvar pouzijeme sudy pocet
vymén fadkl, nebo sloupktd, determinant ziskané matice v trojuhelnikovém tvaru je
roven determinantu puvodni matice. Pokud pouzijeme lichy pocet takovych vymeén,
vynasobime jeden radek ziskané matice prvkem —1 a determinant této nové matice
v trojuhelnikovém tvaru je roven determinantu ptivodni matice. O

Lemma 2.2.10.

AL AL AL, AL

5 . LAl Al AR L aen
AL oap b, o] k| e "

0 ... 0 Ay ... AR 3 : 3 -

' : ; ) Av oo AR AR, . AR
0 ... 0 Ap,, .. Ar

Determinant matice A v pfedchozim tvrzeni se rozpadd na subdeterminanty: jeden
subdeterminant fadu k a jeden subdeterminant fadu n — k. Struc¢né ale vystizné lze toto
tvrzeni vyjadrit zapisem

A X

o ar| =414
Piiklad.
2 3 45
2 30
0230 _5 11 2 0l=2.1* 3.822.1.8=16
0120 6 7 8 1 2
06 7 8
2 1 3 4 2 1 3 4
001 2 1 2 3 4 2 1] |1 2
12 3 4= 001 2 _(_1)"1 2H3 4’_(_1)'3'(_2)_65
00 3 4 0 0 3 4



