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12. prednagka, 19. 12. 2024

9.4. Souradnice

Tvrzeni 9.4.1. Bud (e1,...,e,) bdze vektorového prostoru V. Pak pro kaZdé v € V

existuje prdavé jedna n-tice skaldri (z!, ..., a2") takovd, Ze v = xle; + -+ + z"e,.
Dikaz. Bud v € V. Jelikoz eq, ..., e, generuji V, existuji z!,...,2" € P takové, ze
v=ale; + - +a",. Jsou-li y!, ... y" libovolna takova, ze v = yle; + - - - +y"e,, pak

0=v—v=(zte;+ - +2",) — (yler +---+1y",) =
= (z' —yNer+ -+ (2" — y")en.

Z linedrni nezévislosti mnoziny {e1,...,e,} plyne 2! —y! = ... = 2" — ¢y = 0, a tedy
=yl L 2 =y ]
Cviceni. Zformulujte a dokaZte obracené tvrzeni. O
Definice 9.4.1. Skalary z!,...,2" z pfedchoziho tvrzeni jsou soufadnice vektoru v
vzhledem k bazi (e1,...,en).
Soufadnice budeme zapisovat bud jako prvky pole 2!, ..., 2" nebo jako uspofaddanou

n-tici x = (2,...,2") nebo jako matici typu n x 1

2l

72

=1 .
o

Piklad. (1) Soufadnice vektoru 2 € R vzhledem k bézi (6) je %, protoze 2 = % - 6.

(2) Soufadnice vektoru (z,y, z) € R? v kanonické bazi jsou z,v, z, protoze (z,y,2) =
z-(1,0,0)+y-(0,1,0) + z - (0,0,1).
(3) Soutadnice vektoru (z,y, z) € R3 v bazi ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) jsou x—y, y—2, 2,
protoze (I‘,y,Z) = (ZL‘ - y) ’ (170’0) + (y - Z) ’ (17 ]-70) +z- (17 1, 1)
(4) Soutadnice vektoru z = a + bi € C(R) vzhledem k bazi (1,7) jsou a,b, protoze
z=a-1+b-1.

Soufadnice vektoru z = a + bi € C(C) vzhledem k bézi (1) je z, protoze z = z - 1. [

Soufadnice vektoru zavisi na volbé béaze. Jeden vektor mé v riznych bézich rizné
soufadnice.

Budte V' vektorovy prostor, v € V. Budte e = (e1,...,e,) a e = (e],...,¢e),) baze V,
e nazvéme stard bdze, € nazvéme novd bdze. Soufadnice vektoru v vzhledem ke staré
bazi ozna¢me x = (z!,...,2") a fikejme jim staré soufadnice. Soutadnice vektoru v

vzhledem k nové bazi oznaéme 2’ = (2'1,...,2™) a ¥ikejme jim nové soutadnice. Plati
_ b, 17/
tedy v="> 2% =), a"e;.

Definice 9.4.2. Matice, jejiz sloupky jsou tvoreny novymi souradnicemi starych ba-
zovych vektord, je matice prechodu od staré baze k nové bazi.

Matici piechodu od baze a k bazi 5 znacime Q3.
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Zobrazeni

6(i,j) = 5;— = { (1)’ jfr_lglz - je Kroneckerovo delta.

Tvrzeni 9.4.2. Matice prechodu je requldrni.

Diikaz. Budte a = (al,ag,.:.,an) a 8 = (B1,B2...,Bn) baze jednoho vektorového
prostoru. Oznacme Q.3 = (a]) matici pfechodu od baze a k bazi 8 a Qp, = (b)) matici
prechodu od baze S k bazi a. Tedy, (a} a;,az,...,al) jsou soufadnice vektoru «; vzhledem

k bazi 3, (b},0?,...,b%) jsou soufadnice vektoru 3; vzhledem k béazi o a

n n
ai:i al B; a Bi = E blaj prokazdé i=1,2,...,n
=1 j=1

Po dosazeni dostaneme

o; = z": afﬂj =
j=1
= zn:ag (z": b?ak> =
j=1 k=1
Z Za]bk s

cili

En:afb]l, Zafbf, .. Zajb"
j=1

jsou soutadnice vektoru «; vzhledem k bézi a. Tedy,
1 jelii=k
J k ’L _ J 9
Z“ by =0k = { 0 jinak.
Ovsem
Za]bk QﬂaQaﬂ)?

je v k-tém fadku a i-tém sloupku soucinu Qg,Qng, takie QgnQns = E, proto matice
QBa a Qap jsou vzajemné inverzni a tedy obé regulérni. O

Tvrzeni 9.4.3. Bud Q.. matice prechodu od staré bdze e k nové bdzi €' a budte x a x’

staré a nové soutadnice jednoho vektoru. Potom

z' = Qee’ - T
Dikaz. Bud Qe = (q;) matice pifechodu od staré baze e k nové bézi ¢’. Tedy

_ J !
€i —Zqie]
J
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Bud v = z'e; + - - + 2"e, € V. Potom

=zl (qie] +qies + -+ alel) + -+ 3" (ghel + gies + -+ qpel,) =

= (ZJ qjl»xj) e+ (Z] q?—a:j) ey + e+ (Zj q}‘a:j) en.

Tedy
= Zq;-xj a 7 = Qe - . O
J

Priklad. (1) M&me R, starou bazi e = (6) a novou bazi ¢’ = (1). Prov = 2 je z = (})
ax = (2).
Matice pfechodu od staré baze e k nové bazi €’ je
Qee’ = (6) .
A skutecné
o = (6)-(3) = ().
(2) Méjme R?, starou bazi e = ((1,—1),(1,1)) a novou bézi ¢ = ((0,2),(2,1)). Pro
v=1(2,0)jex=(1,1) aa’ = (—3,1).

-1,
Matice pfechodu od staré baze e k nové bazi €’ je

Qee’ = <_11 ) .
2

A skutecné

e (1) 0-() m

Tvrzeni 9.4.4. Budte V vektorovy prostor nad polem P, e = (ey,...,e,) jeho bdze,

w
INJEtN e

(TN Y
[NJEtN e

u,v €V, p€ P, z=(x',... 2" souradnice vektoru u a y = (y',...,y") souradnice
vektoru v. Pak xz +y = (z' +y',..., 2" + y") jsou souradnice vektoru u + v a pr =
(pzt,...,px") jsou souradnice vektoru pu.

Diikaz. Cvideni. O

9.5. Orientace vektorového prostoru

Definice 9.5.1. Budte «, § baze jednoho vektorového prostoru. Baze o ma stejnou
orientaci jako baze 3, jestlize det Q3 > 0.

Relace
a ~ B pravé tehdy, kdyz o ma stejnou orientaci jako 3

je relace ekvivalence. (Cviceni.) Tato relace ekvivalence rozdéluje mnozinu vSech bazi
jednoho vektorového prostoru do dvou disjunktnich trid.

Definice 9.5.2. Prohlasime-li nékterou z bazi vektorového prostoru, a spolecéné s ni
i kazdou béazi se stejnou orientaci, za kladnou (nebo kladné orientovanou), uréime tim
orientaci vektorového prostoru a vektorovy prostor je potom orientovany. Baze, které
nejsou kladné, jsou zdporné (nebo zdaporné orientované).
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Priklad. Kanonickd baze prostoru P" je obvykle uvaZzovana jako kladna. O

9.6. Primy soucet vektorovych prostoru

Definice 9.6.1. Budte Vi,...,V,, vektorové prostory nad polem P. Na kartézském
soudinu Vi x - -+ x V,, zavedme s¢itédni a nésobeni skalarem predpisem
(Ugy ey up) + (V1,0 oy 0n) = (U1 + 01, -« oy Uy + V),
p(“l) cee 7un) = (pula s 7pun)
pro libovolné (uq,...,uy,), (v1,...,vp) €E V1 X -+ x V, ap€ P.
Na Vi x --- x V,, tak dostaneme strukturu vektorového prostoru nad polem P, ktery
se znaCi V1 @ --- @V, a je to primy soucet vektorovych prostori Vi, ..., V.
Cviceni. Ovéite, ze V1 @ --- @V, je vektorovy prostor. O
Tvrzeni 9.6.1. Budte V1, ...,V, konecnérozmérné vektorové prostory. Pak

dim(Vi @ --- @ V,) :dimV1 <o+ dim V.

Diikaz. Pro kazdé i necht (ef,..., €, ) je baze V. Potom

((6%707"'70)7"'7(63’}11707"'70)7
(076%707"'70) (0767)’7,2707"'70)7

ey

(0,...,0,€),...,(0,...,0,e™ ))

s Cmn
je baze Vi @ --- @V, (cviceni). O

Piiklad. Bud Vi = R a V5 = R2. Potom V; x V5 je mnozina R x R? uspofadanych dvojic

(z,y), kde z € R a y = (y1,2) € R?, tedy R x R? = {(z, (y1,%2))| z € R, (y1,92) € R?}.
Napriklad

(1,(2,3) +(2,(1,-1)) = (1+2,(2,3) + (1, -1)) = (3, (3,2)),
3-(2,(1,4)) = (3-2,3-(1,4)) = (6,
Bud e! = (1) baze R a bud e? = (¢?,€3) = ((1,0), (0,1)) baze R2. Potom trojice

((6 70)7(()’61)7(0762)) = (( 7( ’ ))7( ,(1,0)),(0, (071)))

je baze R®R? a dim(R ® R?) =3 = dimR + dimR? = 1 + 2. O

~—~ o~




