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Tvrzeni 9.2.3. Necht n-tice (uy,...,u,) je ekvivalentni s n-tici (vi,...,vy,). Pak vek-
tory ui, ..., u, generuji V prdvé tehdy, kdyz vektory vi,...,v, generuji V.

Dikaz. Necht lze ziskat n-tici (v1,...,v,) z n-tice (u,...,u,) jednou z elementarnich
uprav, vybereme si upravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # 1.
Ptedpokladejme, zZe vy, ..., v, generuji V. Pro libovolny vektor w € V tedy existuji
koeficienty p',...,p" takové, ze w = plvy + - - - + p"v,,. Pak
w=plug + -+ P+ cuj) o+ plug s My, =
=plur+ - Fpui+ -+ (0 +cpuy+ -+ p un

je linearni kombinace vektort uq, ..., Uy,.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot n-tice (uy, ..., u,) vznika z n-tice
(v1,...,vy,) inverzni upravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni ipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou koneénou posloupnost
elementarnich aprav. O
Tvrzeni 9.2.4. Necht n-tice (uy,...,uy) je ekvivalentni s n-tici (v1,...,v,). Pak mno-
Zina {uy,...,u,} je linedrné nezdvisld pravé tehdy, kdyz mnozina {vi,...,v,} je linedrné
nezavisld.

Dikaz. Necht lze ziskat n-tici (v1,...,v,) z n-tice (uq,...,u,) jednou z elementarnich
uprav, vybereme si tpravu druhého typu, tedy v; = u; + cu; a vy = uy pro k # 1.
Piedpokladejme, ze {uy,...,u,} je lineArné nezavisla. Budte x!,... 2" € P takové,

ze vy 4 - - + 2™, = 0. Pak
0=atvy + -+ 2"y, = ztug + -+ 2wy + cuy) + oo+ 2ug 4o+ 2y, =

=alug + -+ 2up o+ (@ e )uy o+ 2,

Z linedrni nezéavislosti mnoziny {u,...,u,} vyplyva, ze vSechny koeficienty posledni
linearni kombinace jsou nulové, tj. o' = -+ =2 = ... =2/ + et = ... = 2" = 0.
Z toho dostaneme, ze i 27 = 0.

Opacné implikace vyplyva z pravé dokazané, nebot n-tice (u, ..., u,) vznika z n-tice
(v1,...,vy,) inverzni upravou, ktera je stejného typu.

Pro ostatni tipravy obdobné a vysledek plati i pro libovolnou koneénou posloupnost
elementarnich tprav. ]

Tvrzeni 9.2.5. Necht vektory vi,...,v, generuji prostor V a {uy,...,un} C V je
linearné nezdvisla. Pak m < n.

Dikaz. Kazdy z vektort uq, ..., u,, je linedrni kombinaci vektort vy, ..., v,, takze pro
kazdé i € {1,...,m} existuji koeficienty a}, ...,a) takové, Ze u; = a}vl + -+ ajvy.
Matici
1 n
a/l .. a/l
A= :
1 n
am am

upravme pomoci fadkovych elementarnich tiprav na matici A’ ve schodovitém tvaru.

Provedeme-li stejné elementarni apravy s m-tici uq,...,u;,, dostaneme ekvivalentni
m-tici u),...,u},. Linedrni kombinace vektor vi,...,v, s koeficienty z jednotlivych
radkt matice A’ jsou rovny pravé vektortim uf,. .., u,. Z linedrni nezavislosti mnoziny

{u1, ..., un} plyne linedrni nezévislost mnoziny {u/,...,u,,} a také linearni nezavislost,
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tedy i nenulovost fadkt matice A’. Jelikoz A’ je ve schodovitém tvaru a vsechny fadky
ma nenulové, neméa vice radku nez sloupku, tedy m < n.

Tvrzeni je také soucasti Tvrzeni 9.2.7. O
Lemma 9.2.6 (Lemma o vyméné). Budte vi,...,v, €V au= atvy + -+ a™v,. Pak
pro kazdé i takové, Ze a® # 0, plati [v1,...,v,] = [v1, ..., Vi1, U, Vi41, ..., U]

Diikaz. Piedpokladejme, 7ze a' # 0 (pro jiné indexy je diikaz stejny). Potom
1 " a
V] = —u — —0;.
1= 1u Z gl
=2
Bud w € [vy,...,v,]. Existuji tedy b, b2, ..., b" takové, Ze

w = by + bPvg + -+ - + by, =

bt " bla? )
:—U—Z?vi—l—b vg + - 40", =

al
i=2
bt "/ ba
:E’UJ—{—Z bz—? UiG[[’LL,'UQ,...,’Un]].
=2
Bud w € [u,vs, ..., v,]. Existuji tedy c!,c?, ..., " takové, ze

w=cu+ vy + -+ v, =

n n
=l E a'v; + E cv; =
=1 =2

n
= clalv; + Z(clai + v € [or, ..., vn]. O

=2
Tvrzeni 9.2.7 (Steinitzova véta o vyméné). Necht vektory v, ..., v, generuji prostor
Via{uy,...,un}t CV jelinedrné nezdvisla. Pak m < n a existuji indexy i, ... ,ln—m €

{1,...,n} takové, Ze

[vr, .. o] = [ut, ooy tm, igy ooy, ]

Dikaz. Mnozina {uq,...,un} je linedrné nezavisla, takze vSechny wu; jsou nenulové.
Vektor u; je linearni kombinaci vektord vy, ..., v, s asponi jednim nenulovym koeficien-
tem a stejné jako v predchozim dikazu predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u vq.
Z Lemmatu o vyméné dostaneme [v1,va, ..., v,] = [ui,ve,...,vp].

Potom vektor us je linedrni kombinaci vektort ui,vs, ..., v, s aspon jednim nenulo-
vym koeficientem u vektort vs, ..., v, (jinak by mnozina {u1, us} byla linedrné zavisla).
Opét pro jednoduchost predpokladejme, Ze nenulovy koeficient je u vo. Z Lemmatu
o vymeéné dostaneme [ui, v, ..., v,] = [ui, ug,vs,. .., vy].

Takto pokracujeme, dokud bud nepouzijeme vSechny vektory uq,...,u, nebo nevy-
ménime vSechny vektory v1,...,v, za vektory uq,...,u,. Kdyby bylo m > n, vektory
Up+t1, - - -, Uy by byly linedrni kombinace vektor® uy, ug, ..., u, ve sporu s linedrni neza-
vislosti mnoziny {uy,...,un}. Takzem < mnafvy,...,v,] = [u1, ..., um, iy, - 05, ]-

O
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9.3. Baze

Definice 9.3.1. Bdze vektorového prostoru je libovolna usporadand linedrné nezavisla
mnozina jeho generatori.

Obvykle tedy budeme béazi vektorového prostoru zapisovat jako usporadanou n-tici
vektori. Pokud nebude zalezet na uspotadani vektori v bazi, budeme ji nékdy zapisovat
jen jako mnozinu vektort.

Priklad. (1) (6) je baze R.
(2) ((1,0),(0,1)) je baze R
(3) ((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1)) je baze R>

(4) Pro kazdé i € {1,...,n} bud e; vektor z R", ktery ma na i-tém misté jednicku
a jinde nuly. Potom (e, ..., e,) je baze R™ a nazyva se kanonickd nebo také standardni.
(5) (22,7,1) je baze Ry[z]. O

Tvrzeni 9.3.1. KaZdyj konecnérozmérny vektorovy prostor md bdzi.

Dikaz. Podle definice kone¢nérozmérny vektorovy prostor ma kone¢nou mnozinu gene-
ratort. Ukdzeme, Ze v ni existuje linedrné nezéavisla podmnozina, kterd generuje tentyz
vektorovy prostor a je tedy jeho béze. Bud {v1,...,v,} mnozina generdtort vektoro-
vého prostoru. Z této mnoziny postupné pro i = 1,...,n vyluéme vektor v;, je-li linearni
kombinaci pfedchozich. Tedy v; vylou¢ime, pokud v; = 0. Vektory, které nevylouc¢ime,
oznacme v;,, ..., v;, . Je-li prvek mnoziny generatort linedrni kombinaci ostatnich prvka
této mnoziny, po jeho vylouceni z této mnoziny zlistane opét mnozina generatort stej-
ného vektorového prostoru (ovéite). Proto vektory v;,, ..., v;  generuji tentyz vektorovy
prostor.

Diky uvedenému postupu zadny z vektort v;,, ..., v;, neni linedrni kombinaci pred-
chozich a mnozina {v;,,...,v;, } je lineArné nezavisla. O

I nulovy prostor {0} m4 bézi. Je ji 0, jelikoz je linearné nezavisla a [0] = {0}.
Tvrzeni 9.3.2. Vsechny bdaze jednoho konecnérozmeérného vektorového prostoru maji
stejny pocet prvki.

Dikaz. Budte (v1,...,vp) a (u1,...,un) baze vektorového prostoru V. Jelikoz vektory
V1, ...,0, generuji Voa {uy,...,un} je linedrné nezavisla mnozina, podle Tvrzeni 9.2.5
m < n. Obdobné dostaneme, ze n < m. Takze n = m. O

Definice 9.3.2. Dimenze vektorového prostoru je pocet vektoru (libovolné) jeho baze.
Vektorovy prostor V' dimenze n je n-rozmérny, zapisujeme dim V' = n. Nulovy vekto-
rovy prostor {0} je 0-rozmérny.

Priklad. (1) Vektorovy prostor P" nad polem P je n-rozmérny. Jednou z bazi je n-tice
(kanonickd baze) ((1,0,...,0),(0,1,0,...,0),...,(0,...,0,1)).

(2) Vektorovy prostor C nad polem R je dvojrozmérny. Jednou z béazi je dvojice (1,1).
Vektorovy prostor C nad polem C je jednorozmérny, jednu z bazi tvoii vektor 1. Vidime,
7e dva vektorové prostory mohou mit rizn€ dimenze, prestoze maji stejné mnoziny
vektor.
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(3) Vektorovy prostor C™ nad polem R je 2n-rozmérny. Jednou z bazi je 2n-tice
((1,0,...,0),(i,0,...,0),
(0,1,0,...,0),(0,4,0,...,0),

(0,...,0,1),(0,...,0,i)). O

Definice 9.3.3. (1) Minimadlni mnoZina generdtory vektorového prostoru V je mno-
zina generatortl prostoru V, jejiz zaddna vlastni podmnozina negeneruje V.

(2) Mazimadlni linedrné nezdvisla mnozina vektori vektorového prostoru V je line-
arné nezavisla mnozina vektoru z V, ktera neni vlastni podmnozZinou zadné linearné
nezavislé mnoziny.

Tvrzeni 9.3.3. Budte vy,...,v, € V. Pak ndsledujici podminky jsou ekvivalentnsi:
(1) {v1,...,vn} je baze V;
(2) {vi,...,vn} je minimdlni mnoZina generdtori V;
(8) {vi,...,vn} je mazimdlni linedrné nezdvisla mnozina vektord V.

Dikaz. (1) = (2): Je-li {v1,...,v,} béze, je to mnozina generatori a zadny z nich
neni linedrni kombinaci ostatnich. Tudiz zadna jeji vlastni podmnozina negeneruje V'
a {v1,...,v,} je minimalni mnoZina generatoriu.

(2) = (1): {v1,...,v,} je mnozina generatori. Jelikoz je minimdlni, zadny z jejich
vektord neni linearni kombinaci ostatnich, takze je navic linedrné nezavisla, ¢ili baze.

(1) = (3): Je-li {vy,...,v,} baze, je linedrné nezavisla a kazdy vektor z V je linearni
kombinaci vektord baze. Tudiz kazda vlastni nadmnoZina je linearné zavisla a tato je
tedy maximalni.

(3) = (1): Mnozina {vy, ..., vy} je linedrné nezavisla. Jelikoz je maximalni, po pridani
libovolného vektoru z V, dostaneme linedrné zavislou mnozinu a ten pridany vektor (ty
puvodni to byt nemohou) je linedrni kombinaci pfedchozich, takze {vi,...,v,} je navic
mnozina generatort, ¢ili baze. O

Tvrzeni poskytuje dvé alternativni definice béaze, které se Casto pouzivaji. Ma také
dilezité dusledky.

Dusledek. Bud n € N. Je-li V n-rozmérny vektorovy prostor, pak
(1) libovolnd jeho n-prvkovd linedrné nezdvisla podmnozina tvori jeho bazi;
(2) libovolnd jeho n-prvkovd mnozZina generdtori tvori jeho bdzi.

Dikaz. (1) Prostor V' mé n-prvkovou mnozinu generatort, takze podle Tvrzeni 9.2.5
kazda n-prvkova linedrné nezavisld podmnozina je maximalni, tedy baze.

(2) V prostoru V existuje n-prvkové linedrné nezévisld mnozina, takze podle Tvr-
zeni 9.2.5 kazda n-prvkovd mnozina generatort je minimalni, tedy béze. O

Dusledek. Bud {v1,...,v} linedrné nezdvisld podmnozina n-rozmérného vektorového
prostoru V. Pak ji lze doplnit do bdze (v1,. .., Uk, Ukt1,---,Un)-

Diikaz. V ptipadé, ze vy, ..., v, generuji V, tvori bazi. Jinak existuje vektor vg11 € V,
ktery neni linedrni kombinaci vektort vy, ..., v, na¢ez mnozina {v1,..., vk, Vkt1} je
linedrn€ nezavisla, protoze vi41 neni linedrni kombinaci predchozich vektori.

Po n — k opakovanich téze tivahy ziskdme n-prvkovou linedrné nezavislou mnozinu
{v1, ..., Vg, Vkt1, Vks2, ..., Un}, kterd je bazi podle predchoziho dusledku. O



