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10. p¯ednáπka, 5. 12. 2024

9.2. Lineární kombinace, generátory, lineární nezávislost

BuÔ V vektorov˝ prostor nad polem P .

Definice 9.2.1. BuÔte n 2 N, v1, v2, . . . , vn 2 V a p1, p2, . . . , pn 2 P. Lineární kombi-
nace vektor˘ v1, v2, . . . , vn s koeficienty p1, p2, . . . , pn je vektor

p1v1 + p2v2 + · · ·+ pnvn 2 V.

Lineární kombinace prázdné mnoæiny je nulov˝ vektor 0 2 V.

P¯íklad. (1) SouËet vektor˘ u, v je jejich lineární kombinace s koeficienty 1, 1. OpaËn˝
vektor k v je jeho lineární kombinace (skalární násobek) s koeficientem �1:

u+ v = 1 · u+ 1 · v, �v = (�1) · v.
(2) Lineární kombinace vektor˘ 1, 6 2 R s koeficienty 3, 1 2 R je 3 · 1 + 1 · 6 = 9.
(3) Lineární kombinace vektor˘ (1, 2, 0), (2, 3, 1) 2 R3 s koeficienty �3, 2 2 R je

(�3) · (1, 2, 0) + 2 · (2, 3, 1) = (1, 0, 2). ⇤

Definice 9.2.2. BuÔ U ✓ V. Lineární obal mnoæiny U je mnoæina [[U ]] vπech lineárních
kombinací koneËnÏ mnoha vektor˘ mnoæiny U . Pro U = {u1, u2, . . . , un} je

[[U ]] = [[u1, u2, . . . , un]] = {p1u1 + p2u2 + · · ·+ pnun| p1, p2, . . . , pn 2 P}.

Lineární obal prázdné mnoæiny je [[;]] = {0} ⇢ V.

Definice 9.2.3. Mnoæina {v1, v2, . . . , vn} ⇢ V generuje V, je-li kaæd˝ vektor v 2 V
lineární kombinací vektor˘ v1, v2, . . . , vn, to jest, jestliæe pro kaæd˝ vektor v 2 V
existují skaláry p1, p2, . . . , pn 2 P takové, æe v = p1v1 + p2v2 + · · · + pnvn, to jest,
jestliæe [[v1, v2, . . . , vn]] = V.
V takovém p¯ípadÏ také {v1, v2, . . . , vn} je mnoæina generátor˘ prostoru V nebo vek-
tory v1, v2, . . . , vn 2 V generují V nebo V je generován vektory v1, v2, . . . , vn.

P¯íklad. (1) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1). SkuteËnÏ, li-
bovoln˝ vektor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineární kombinací s koeficienty x, y, z:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1).
(2) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1). SkuteËnÏ, libovoln˝ vek-
tor (x, y, z) 2 R3 je jejich lineární kombinací s koeficienty x� y, y � z, z:

(x, y, z) = (x� y) · (1, 0, 0) + (y � z) · (1, 1, 0) + z · (1, 1, 1).
(3) Prostor R3 je generován vektory (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1), (3, 4, 5). Libovoln˝ vektor
(x, y, z) 2 R3 je jejich lineární kombinací s koeficienty x, y, z, 0:

(x, y, z) = x · (1, 0, 0) + y · (0, 1, 0) + z · (0, 0, 1) + 0 · (3, 4, 5).
V tomto p¯ípadÏ m˘æeme najít dokonce nekoneËnÏ mnoho vyjád¯ení ve tvaru lineární
kombinace, pro libovoln˝ parametr t 2 R platí

(x, y, z) = (x� 3t) · (1, 0, 0) + (y � 4t) · (0, 1, 0) + (z � 5t) · (0, 0, 1) + t · (3, 4, 5).
(4) Prostor R3 není generován vektory (1, 2, 0), (3, 4, 0), (5, 6, 0). OvÏ¯te.
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(5) Vektory v1, v2, . . . , vn 2 Rm, kde vi = (v1i , v
2
i , . . . , v
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(6) Prostor R2[x] polynom˘ neurËité x s reáln˝mi koeficienty stupnÏ nejv˝πe 2 je gene-
rován vektory x2, x+ 1, 1. OvÏ¯te. ⇤

Definice 9.2.4. Prostor, kter˝ má koneËnou mnoæinu generátor˘, je koneËnÏroz-
mÏrn˝.

P¯íklad. Vektorov˝ prostor R[x] vπech polynom˘ s reáln˝mi koeficienty není koneË-
nÏrozmÏrn .̋ Pro libovolné p1, . . . , pn 2 R[x] existuje p¯irozené Ëíslo m, které je vÏtπí
neæ stupeÚ kteréhokoliv z polynom˘ p1, . . . , pn. Pak polynom xm 2 R[x] není lineární
kombinací polynom˘ p1, . . . , pn, takæe polynomy p1, . . . , pn negenerují R[x]. ⇤

CviËení. (1) Jestliæe v1, . . . , vn generují V a vi je lineární kombinací ostatních, pak
v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn také generují V . Dokaæte.
(2) Nechª kaæd˝ z vektor˘ v1, . . . , vn je lineární kombinace vektor˘ u1, . . . , um 2 V .
Jestliæe v1, . . . , vn generují V , pak u1, . . . , um také generují V . Dokaæte. ⇤

Definice 9.2.5. (1) Mnoæina vektor˘ {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárnÏ nezávislá,
jestliæe z rovnosti

x1v1 + x2v2 + · · ·+ xnvn = 0, kde x1, x2, . . . , xn 2 P,

plyne x1 = x2 = · · · = xn = 0.
(2) Mnoæina vektor˘ {v1, v2, . . . , vn} ✓ V je lineárnÏ závislá, jestliæe není lineárnÏ
nezávislá.

»asto se zjednoduπenÏ a nep¯esnÏ ¯íká, æe nÏjaké vektory jsou lineárnÏ (ne)závislé.
Myslí se tím, æe p¯ísluπná mnoæina vektor˘ je lineárnÏ (ne)závislá.

P¯íklad. (1) Mnoæina {7} ⇢ R je lineárnÏ nezávislá. Je-li x · 7 = 0 pro nÏjaké x 2 R,
pak x = 0 (pro nenulové x uvedená rovnost x · 7 = 0 neplatí).
(2) Mnoæina {2, 3} ⇢ R je lineárnÏ závislá. Lineární kombinace x1 · 2 + x2 · 3 m˘æe b˝t
rovna 0, i kdyæ je nÏkter˝ z koeficient˘ x1, x2 nenulov ,̋ nap¯íklad x1 = 3, x2 = �2.
(3) Mnoæina {(1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1)} ⇢ R3 je lineárnÏ nezávislá. Lineární kombinace
x · (1, 0, 0)+y · (0, 1, 0)+z · (0, 0, 1) je vektor (x, y, z), kter˝ je roven (0, 0, 0) právÏ tehdy,
kdyæ x = y = z = 0 (ovÏ¯te).
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(4) Mnoæina {(1, 0, 0), (1, 1, 0), (1, 1, 1)} ⇢ R3 je lineárnÏ nezávislá. Lineární kombinace
x · (1, 0, 0)+ y · (1, 1, 0)+ z · (1, 1, 1) je vektor (x+ y+ z, y+ z, z), kter˝ je roven (0, 0, 0)
právÏ tehdy, kdyæ x = y = z = 0 (ovÏ¯te).
(5) Mnoæina {(1, 0,�1), (0, 1, 2), (2, 1, 0)} ⇢ R3 je lineárnÏ závislá. Lineární kombinace
x · (1, 0,�1) + y · (0, 1, 2) + z · (2, 1, 0) je vektor (x+ 2z, y + z,�x+ 2y), kter˝ je roven
(0, 0, 0) i pro nenulové koeficienty x, y, z, nap¯íklad x = 2, y = 1, z = �1. OvÏ¯te.
(6) Libovolná mnoæina vektor˘ obsahující nulov˝ vektor je lineárnÏ závislá. Lineární
kombinace 0 · v1 + 0 · v2 + · · · + 0 · vn + 1 · 0 je nulov˝ vektor a p¯itom aspoÚ jeden
koeficient je nenulov .̋
(7) Mnoæina {v1, . . . , vn} ⇢ Rm, kde vi = (v1i , . . . , v

m
i ), je lineárnÏ nezávislá právÏ

tehdy, kdyæ soustava

v11x
1 + v12x
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má právÏ jedno ¯eπení, a to sice x1 = x2 = · · · = xn = 0.
(8) Mnoæina {x2, x, 1} ⇢ R2[x] je lineárnÏ nezávislá. OvÏ¯te.
(9) Prázdná mnoæina je lineárnÏ nezávislá, protoæe vπechny koeficienty z prázdné mno-
æiny koeficient˘ jsou nulové. ⇤

CviËení. (1) Libovolná podmnoæina lineárnÏ nezávislé mnoæiny vektor˘ je lineárnÏ
nezávislá. Dokaæte.
(2) Jednoprvková monæina {v} ⇢ V je lineárnÏ nezávislá právÏ tehdy, kdyæ v 6= 0.
Dokaæte. ⇤

Tvrzení 9.2.1. Mnoæina vektor˘ {v1, . . . , vn} je lineárnÏ závislá právÏ tehdy, kdyæ
aspoÚ jeden z nich je lineární kombinací ostatních, tj. právÏ kdyæ existuje index i takov˝,
æe vektor vi je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn.

D˘kaz. „)ˇ P¯edpokládejme, æe mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ závislá, tedy æe exis-
tují koeficienty a1, . . . , an takové, æe a1v1 + · · · + aivi + · · · + anvn = 0 a aspoÚ jeden
z nich je nenulov˝ (nap¯íklad ai). Potom

vi = �a1

ai
v1 � · · ·� ai�1

ai
vi�1 �

ai+1

ai
vi+1 � · · ·� an

ai
vn,

a vektor vi je tedy lineární kombinací ostatních.
„(ˇ Nechª vektor vi je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vi�1, vi+1, . . . , vn, tedy

existují koeficienty a1, . . . , ai�1, ai+1, . . . , an takové, æe

vi = a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn.

Potom

a1v1 + · · ·+ ai�1vi�1 � vi + ai+1vi+1 + · · ·+ anvn = 0

s nenulov˝m koeficientem (�1) u vektoru vi. Tedy, mnoæina {v1, . . . , vn} je lineárnÏ
závislá. ⇤

Tvrzení 9.2.2. Mnoæina vektor˘ {v1, . . . , vn} je lineárnÏ závislá právÏ tehdy, kdyæ
aspoÚ jeden z nich je lineární kombinací p¯edchozích, tj. právÏ kdyæ existuje index i
takov˝, æe vektor vi je lineární kombinací vektor˘ v1, . . . , vi�1.
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D˘kaz. „)ˇ Postupujeme jako v d˘kazu p¯edchozího tvrzení, jen nenulov˝ koeficient ai
vybereme s nejvyππím moæn˝m indexem. To znamená, æe ai+1 = · · · = an = 0 a zbytek
je z¯ejm .̋
Jako cviËení rozeberte podrobnÏ p¯ípad i = 1, kdy bude mnoæina p¯edcházejících

vektor˘ prázdná.
„(ˇ Tvrzení je speciálním p¯ípadem p¯edchozího. ⇤

Definice 9.2.6. Elementární úprava n-tice vektor˘ (v1, . . . , vn) je:
(i) vynásobení vektoru nenulov˝m skalárem c;
(ii) p¯iËtení c-násobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i 6= j;
(iii) v˝mÏna i-tého vektoru s j-t˝m vektorem.

P¯i tom vznikají po ¯adÏ n-tice

(v1, . . . , vi�1, cvi, vi+1, . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vi + cvj , vi+1, . . . , vj , . . . , vn),

(v1, . . . , vi�1, vj , vi+1, . . . , vj�1, vi, vj+1, . . . , vn).

Ke kaædé z tÏchto úprav existuje úprava inverzní, která je rovnÏæ elementární a stejného
typu (ovÏ¯te).

Definice 9.2.7. DvÏ n-tice vektor˘ jsou ekvivalentní, jestliæe jedna vznikne z druhé
koneËnou posloupností elementárních úprav.

CviËení. Ukaæte, æe právÏ zavedená relace mezi n-ticemi vektor˘ je reflexivní, symet-
rická a tranzitivní. ⇤

P¯íklad. MÏjme matici typu m ⇥ n nad polem P. Její ¯ádky jsou uspo¯ádané n-tice
prvk˘ pole P, tj. vektory z prostoru Pn. Celá matice je pak m-tice takov˝ch n-tic,
tedy m-ticí vektor˘ z prostoru Pn. Elementární úpravy této m-tice vektor˘ jsou právÏ
elementární ¯ádkové úpravy dané matice. ⇤


