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10. prednaska, 5. 12. 2024

9.2. Linearni kombinace, generatory, linearni nezavislost

Bud V vektorovy prostor nad polem P.

Definice 9.2.1. Budte n € N, vy, va,...,v, € Vapl,p?,...,p" € P. Linedrni kombi-
nace vektorti vy, v, ..., v, s koeficienty p',p?,...,p" je vektor

pror 4+ pPug + - + pu, € V.

Linedrni kombinace prdazdné mnoZiny je nulovy vektor 0 € V.

Priklad. (1) Soucet vektorii u, v je jejich linedrni kombinace s koeficienty 1, 1. Opaény
vektor k v je jeho linedrni kombinace (skalarni nasobek) s koeficientem —1:

utv=1-u+1l-v, —v=(-1)-o.

(2) Linearni kombinace vektorti 1,6 € R s koeficienty 3,1 ¢ Rje3-1+1-6=09.

(3) Linearni kombinace vektorii (1,2,0),(2,3,1) € R3 s koeficienty —3,2 € R je
(=3)-(1,2,0)+2-(2,3,1) = (1,0,2). 0

Definice 9.2.2. Bud U C V. Linedrni obal mnoziny U je mnozina [U] vSech linedrnich
kombinaci koneéné mnoha vektorti mnoziny U. Pro U = {uy,ug,...,u,} je

[U] = [u1,ue, ... ,un] = {plul +p2u2—|—-~+p"un] pLp?, . pt e P}.

Linearni obal prazdné mnoziny je [0] = {0} C V.

Definice 9.2.3. Mnozina {vi,v,...,v,} C V generuje V, je-li kazdy vektor v € V
linearni kombinaci vektort wvi,wvs,...,v,, to jest, jestlize pro kazdy vektor v € V
existuji skalary p',p?,...,p" € P takové, ze v = plv; + pPvg + -+ + p™u,, to jest,
jestlize [vy,ve,...,v,] = V.

V takovém pripadé také {vy,va,...,v,} je mnoZina generdtori prostoru V nebo vek-
tory vi,ve,...,v, € V generuji V nebo V je generovdin vektory vy, v, ..., vy.

Pi#iklad. (1) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1). Skute¢ns, li-
bovolny vektor (z,y, z) € R? je jejich linearni kombinaci s koeficienty z, v, 2:

(‘T’y’z) :$(1,0,0)+y (07170)+Z(0’071)

(2) Prostor R? je generovan vektory (1,0,0),(1,1,0),(1,1,1). Skute¢né, libovolny vek-
tor (z,y,z) € R? je jejich linearni kombinaci s koeficienty = — y,y — 2, 2:

(x,y,2) = (x—vy)-(1,0,0) + (y — 2) - (1,1,0) + z - (1,1, 1).

(3) Prostor R3 je generovan vektory (1,0,0),(0,1,0),(0,0,1),(3,4,5). Libovolny vektor
(7,y,2) € R? je jejich linearni kombinaci s koeficienty z,, z, 0:

(x,y,2) =x-(1,0,0) +y-(0,1,0) + z- (0,0,1) +0- (3,4,5).

V tomto piipadé€ mutizeme najit dokonce nekoneéné mnoho vyjadieni ve tvaru linedrni
kombinace, pro libovolny parametr ¢ € R plati

(4) Prostor R? neni generovan vektory (1,2,0),(3,4,0),(5,6,0). Ovéite.
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(5) Vektory vi,va, ..., v, € R™ kdev; = (v},v2,...,v"), generuji R™, jestlize soustava
viz! +vda? + - fopa™ = ol

vzt iz 4 40l =02

o'zt + e 4 ol = o™

o neznamych z', 22, ..., 2" ma FeSeni pro kazdou pravou stranu v',v?, ..., v™ Soustava

je totiz ekvivalentni s podminkou

1 1 1
Vg U3 vy v
v? v3 v2 v?
1 2 n n
e I IR e I I
m m m m
vf vy oy v

(6) Prostor Ra[x]| polynomu neurcité = s redlnymi koeficienty stupné nejvyse 2 je gene-
rovan vektory x2,z + 1, 1. Ovéite. O

Definice 9.2.4. Prostor, ktery ma koneCnou mnozinu generatort, je konecneéroz-
merny.

Priklad. Vektorovy prostor R[z] vSech polynomi s redlnymi koeficienty neni konec-

nérozmeérny. Pro libovolné pi,...,p, € R[z] existuje pfirozené ¢islo m, které je vétsi
nez stupen kteréhokoliv z polynomu pi, ..., p,. Pak polynom z™ € R[z] neni linearni
kombinaci polynomt pi, ..., p,, takze polynomy pi, ..., p, negeneruji R[z]. O
Cviceni. (1) Jestlize vy,...,v, generuji V a v; je linedrni kombinaci ostatnich, pak
Vly ..., Vio1,Vitl, - .-, Uy také generuji V. Dokazte.
(2) Necht kazdy z vektoru vy,...,v, je linedrni kombinace vektort wui,...,u, € V.
Jestlize vy, ..., v, generuji V, pak uq,...,u, také generuji V. Dokazte. 0
Definice 9.2.5. (1) Mnozina vektort {vi,ve,...,v,} C V je linedrné nezavisld,
jestlize z rovnosti
zlo; + 22 4 -+ 20, = 0, kde 2,22, ..., 2" € P,

plyne 2! =22 = ... = 2" =0.

(2) Mnozina vektora {vi,ve,...,v,} C V je linedrné zdvisld, jestlize neni linedrné

nezavisla.

Casto se zjednodugené a nepiesné ¥ikd, ze né&jaké vektory jsou linearné (ne)zavislé.
Mysli se tim, ze pfislusnd mnozina vektort je linedrné (ne)zavisla.

Priklad. (1) Mnozina {7} C R je linedrné nezavisla. Je-li x - 7 = 0 pro néjaké = € R,
pak z = 0 (pro nenulové = uvedend rovnost = - 7 = 0 neplati).

(2) Mnozina {2,3} C R je linearné zavisla. Linearni kombinace 2! - 2 + 22 - 3 mtize byt
rovna 0, i kdyZ je néktery z koeficientd x!, 22 nenulovy, napiiklad z! = 3,22 = —2.

(3) Mnozina {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} C R? je linearné nezavisla. Linearni kombinace
xz-(1,0,0)4+y-(0,1,0)+2-(0,0,1) je vektor (z,y, z), ktery je roven (0,0, 0) pravé tehdy,
kdyz x =y = z = 0 (ovéite).
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(4) Mnozina {(1,0,0), (1,1, ), (1,1,1)} C R3 je linedrné nezavisla. Linearni kombinace
(1 0,0)+y-(1,1,0)+ z-(1,1,1) je vektor (x +y+ 2,y + z, ), ktery je roven (0,0,0)

pravé tehdy, kdyz x =y =z =0 (ovéite).

(5) Mnozina {(1,0,-1),(0,1,2),(2,1,0)} C R3 je linearnd z4visld. Line4rni kombinace

z-(1,0,-1)+y-(0,1,2) + 2 (2,1,0) je vektor (z + 22,y + z, —x + 2y), ktery je roven

(0,0,0) i pro nenulové koeﬁcienty x,y, z, naptiklad z = 2,y = 1, 2 = —1. Ovéite.

(6) Libovolnd mnozina vektori obsahujici nulovy vektor je linedrné zavisla. Linedrni

kombinace 0 - v; +0-vy 4+ ---+0-v, +1-0 je nulovy vektor a pfitom aspon jeden

koeficient je nenulovy.

7) Mnozina {vi,...,v,} C R™ kde v; = (v!,...,v"), je linedrné nezavisla praveé
1 7
tehdy, kdyz soustava
1,1 1,2 1.n _
vize vyt + -+ vzt =0

vizt +viz? + -+l =0

vltat Folta? 4o " =0
mé pravé jedno feSeni, a to sice z! =22 = ... = 2" = 0.
(8) Mnozina {22, 2,1} C Ra[z] je linedrné nezavisla. Ovéite.
(9) Prazdna mnozina je linedrné nezavisla, protoze vsechny koeficienty z prazdné mno-
Ziny koeficientd jsou nulové. O

Cviceni. (1) Libovolnd podmnozina linedrné nezavislé mnoziny vektort je linedrné
nezavisla. Dokazte.
(2) Jednoprvkova monzina {v} C V je linedrné nezavisla pravé tehdy, kdyz v # 0.

Dokazte. [
Tvrzeni 9.2.1. MnozZina vektord {vi,...,v,} je linedrné zdvisla prdvé tehdy, kdyz
aspon jeden z nich je linedrni kombinact ostatnich, tj. pravée kdyz existuje index i takovy,
Ze vektor v; je linedrni kombinaci vektord vy, ..., V;—1,Vi41,...,Un.
Dikaz. ,,=“ Predpokladejme, Ze mnozina {v1,...,v,} je linedrné zavisla, tedy Ze exis-
tuji koeficienty al,...,a" takové, ze alvy + --- + a'v; + --- 4+ a"v, = 0 a aspoii jeden
z nich je nenulovy (napfiklad a'). Potom
al ai-1 a1 an
Vi = _Evl T4 Vi—1 — pY: Vigl — " — Evnv
a vektor v; je tedy linearni kombinaci ostatnich.
»<=“ Necht vektor v; je linearni kombinaci vektorit vi,...,vi—1,0i41,...,Un, tedy
existuji koeficienty a',...,a’ !, @'t ..., a" takové, Ze
1 i—1 i+1
vi=a'vr+ - +a v +ad o 4 4 a oy
Potom
alvy + -4+ a v —vi+ad o+ 4+ a"n, =0
s nenulovym koeficientem (—1) u vektoru v;. Tedy, mnozina {vi,...,v,} je linedrné
zavisla. O
Tvrzeni 9.2.2. Mnozina vektori {vi,...,v,} je linedrné zdvisla prdvé tehdy, kdyz

aspon jeden z nich je linedrni kombinaci predchozich, tj. pravé kdyz eristuje indez 1
takovy, Ze vektor v; je linedrni kombinaci vektord vy, ..., v;—1.
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Diikaz. ,,=*“ Postupujeme jako v ditkazu predchoziho tvrzeni, jen nenulovy koeficient a’
vybereme s nejvy$sim moznym indexem. To znamena, ze a't! = ... = a™ = 0 a zbytek
je ziejmy.

Jako cviceni rozeberte podrobné pripad ¢ = 1, kdy bude mnozina predchézejicich
vektoru prazdna.

»<=" Tvrzeni je specidlnim pfipadem piedchoziho. O
Definice 9.2.6. Elementdrni uprava n-tice vektort (vi,...,v,) je:

(i) vynasobeni vektoru nenulovym skalarem c;
(ii) pficteni c-nasobku j-tého vektoru k i-tému vektoru, kde i # 7j;
(iii) vyména i-tého vektoru s j-tym vektorem.

P1i tom vznikaji po fadé n-tice

(Ula ey Ui—1,CU, Vit 1y - - - 7vn)7
(V150 Vi1, U + CUf, Vi1 - o5 Vjy oo, Up),s
(Ula <oy Ui—1,U5, Uit 15 - -+, Uj—1, Ui Ujt 1, - - - )Un)'

Ke kazdé z téchto prav existuje Gprava inverzni, kterd je rovnéz elementarni a stejného
typu (ovéite).

Definice 9.2.7. Dvé n-tice vektoru jsou ekvivalentni, jestlize jedna vznikne z druhé
konec¢nou posloupnosti elementarnich tprav.

Cviceni. Ukaite, Ze pravé zavedend relace mezi n-ticemi vektori je reflexivni, symet-
rickd a tranzitivni. ]

Priklad. Méjme matici typu m X n nad polem P. Jeji fadky jsou usporadané n-tice
prvkua pole P, tj. vektory z prostoru P™ Celd matice je pak m-tice takovych n-tic,
tedy m-tici vektort z prostoru P". Elementarni tpravy této m-tice vektort jsou praveé
elementarni radkové tpravy dané matice. O



