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1. p¯ednáπka, 3. 10. 2024

Pole

Uvaæujme mnoæinu vπech reáln˝ch Ëísel. Reálná Ëísla sËítáme a násobíme, p¯iËteme-
li k reálnému Ëíslu nulu, dostaneme stejné Ëíslo, vynásobíme-li reálné Ëíslo jedniËkou,
dostaneme stejné Ëíslo, ke kaædému reálnému Ëíslu existuje Ëíslo opaËné (souËet Ëísla
a k nÏmu opaËného Ëísla je roven 0), ke kaædému nenulovému reálnému Ëíslu existuje
Ëíslo inverzní (p¯evrácená hodnota, souËin Ëísla a k nÏmu inverzního Ëísla je roven 1).
Pro libovolná reálná Ëísla a, b, c navíc platí

a+ b = b+ a, a · b = b · a (souËet a souËin jsou komutativní,
a+ (b+ c) = (a+ b) + c, a · (b · c) = (a · b) · c asociativní
a · (b+ c) = a · b+ a · c a splÚují distributivní zákon)

Kaædá mnoæina obsahující aspoÚ 2 prvky (obvykle oznaËované 0 a 1) s uveden˝mi
operacemi s uveden˝mi vlastnostmi se naz˝vá pole. P¯íkladem pole je pole komplexních
Ëísel, které znaËíme C.
Kaædá podmnoæina mnoæiny komplexních Ëísel, která obsahuje 0 a 1, s kaæd˝m Ëís-

lem obsahuje k nÏmu opaËné, s kaæd˝m nenulov˝m Ëíslem obsahuje k nÏmu inverzní
a s libovoln˝mi dvÏmi Ëísly obsahuje jejich souËet i souËin, se naz˝vá Ëíselné pole.
P¯íklady Ëíseln˝ch polí jsou mnoæina komplexních Ëísel C, mnoæina reáln˝ch Ëísel R

a mnoæina racionáních Ëísel Q. Nap¯íklad mnoæina cel˝ch Ëísel Z a mnoæina p¯irozen˝ch
(kladn˝ch cel˝ch) Ëísel N nejsou pole.
Je-li P pole a n p¯irozené Ëíslo, potom Pn oznaËuje mnoæinu vπech uspo¯ádan˝ch

n-tic prvk˘ pole P.
Polím se jeπtÏ budeme vÏnovat pozdÏji, v kapitole 6, ale uæ p¯ed tím budeme vyuæívat

nÏkteré vlastnosti pole, nap¯íklad, æe 0 ·x = x · 0 = 0 pro kaædé x z pole, nebo æe souËin
nenulov˝ch prvk˘ pole je také r˘zn˝ od nuly.

1. Matice

1.1. Matice

Definice 1.1.1. BuÔ P pole, buÔtem,n p¯irozená Ëísla.Matice typum⇥n nad polem
P je tabulka o m ¯ádcích a n sloupcích obsahující na kaædém místÏ nÏjak˝ prvek pole
P (a nic jiného). Máme-li takovou matici A, pak prvek pole P v i-tém ¯ádku a j-tém
sloupku oznaËujeme Ai

j a matici zapisujeme obvykle

A =

0

BBB@

A11 A12 . . . A1n
A21 A22 . . . A2n
...

...
...

Am
1 Am

2 . . . Am
n

1

CCCA

nebo struËnÏji A = (Ai
j)m⇥n nebo jen A = (Ai

j).

Matici typu m⇥n nad polem P je moæné definovat také jako zobrazení z kartézského
souËinu {1, 2, . . . ,m}⇥{1, 2, . . . , n} do pole P. Takové zobrazení tedy uspo¯ádané dvojici
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(i, j) p¯i¯azuje Ai
j 2 P a m˘æeme ho zapsat právÏ ve tvaru tabulky, která má v i-tém

¯ádku a j-tém sloupku prvek Ai
j .

Horním index˘m ¯íkáme ¯ádkové, dolním index˘m ¯íkáme sloupkové. Pro pevnÏ zvo-
lené i

Ai
� =

�
Ai
1 Ai

2 . . . Ai
n

�

je i-t˝ ¯ádek maticeA; je to tedy matice typu 1⇥n, nÏkdy ji zapisujeme jako uspo¯ádanou
n-tici (Ai

1, A
i
2, . . . , A

i
n) 2 Pn. Nulov˝ ¯ádek oznaËme 0�. Pro pevnÏ zvolené j

A�
j =

0

BBB@

A1j
A2j
...

Am
j

1

CCCA

je j-t˝ sloupek matice A; je to tedy matice typum⇥1, nÏkdy ji zapisujeme jako uspo¯áda-
nou m-tici (A1j , A

2
j , . . . , A

m
j ) 2 Pm nebo

�
A1j A2j . . . Am

j

�T
nebo (A1j , A

2
j , . . . , A

m
j )
T.

Nulov˝ sloupek oznaËme 0�. To, æe matice A je tvo¯ena ¯ádky Ai
�, resp. sloupky A�

j ,
budeme nÏkdy zapisovat

A =

0

BBB@

A1�
A2�
...

Am
�

1

CCCA
, resp. A =

�
A�
1 A�

2 . . . A�
n

�
.

Definice 1.1.2. Matice A = (Ai
j) a B = (Bi

j) se vzájemnÏ rovnají, jestliæe jsou
stejného typu a na stejn˝ch místech mají stejné prvky, tedy jsou-li typu m⇥ n a pro
kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m} a kaædé j 2 {1, 2, . . . , n} platí Ai

j = Bi
j .

Definice 1.1.3. Matice A = (Ai
j)m⇥n je

• Ëtvercová, jestliæe m = n,
• diagonální, jestliæe je Ëtvercová a Ai

j = 0 pro i 6= j (prvky Ai
i jsou také

diagonální a tvo¯í (hlavní) diagonálu),
• jednotková, jestliæe je diagonální a Ai

i = 1 pro kaædé i (oznaËujeme ji En nebo
jen E),

• nulová, jestliæe má vπechny prvky nulové (oznaËujeme ji 0m⇥n nebo jen 0),
• horní resp. dolní trojúhelníková (nebo v horním resp. dolním trojúhelníkovém
tvaru), jestliæe je Ëtvercová a pod resp. nad diagonálou má jen nuly, tedy
Ai

j = 0 pro i > j resp. pro i < j,
• schodovitá (nebo ve schodovitém tvaru), jestliæe kaæd˝ nenulov˝ ¯ádek, kromÏ
prvního, zaËíná zleva více nulami neæ ¯ádek p¯edchozí,

• v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru, jestliæe
(i) je ve schodovitém tvaru,
(ii) první (zleva) nenulové prvky vπech nenulov˝ch ¯ádk˘ jsou 1,
(iii) ve sloupcích nad (a nejen pod) prvními nenulov˝mi prvky vπech nenulo-

v˝ch ¯ádk˘ jsou jen 0,
• v GaussovÏ kanonickém tvaru, jestliæe je rovna matici
✓
E 0
0 0

◆
,

kde E je jednotková matice a 0 oznaËují nulové matice p¯ísluπn˝ch typ˘,
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• blokovÏ diagonální, jestliæe je rovna matici
0

BBB@

A1 0 · · · 0
0 A2 · · · 0
...

...
...

0 0 · · · Ak

1

CCCA
,

kde k > 1, A1, . . . , Ak jsou Ëtvercové matice (bloky) a 0 oznaËují nulové matice
p¯ísluπn˝ch typ˘.

Mnoæinu vπech matic typu m ⇥ n nad polem P oznaËujeme Mm⇥n(P ) nebo Pm⇥n;
v p¯ípadÏ Ëtvercov˝ch matic takéMn(P ) nebo gl(n, P ).

P¯íklad. (1)
✓
1 2
3 4

◆
je Ëtvercová matice,

✓
1 2 3
4 5 6

◆
není Ëtvercová matice.

(2)
✓
1 0
0 4

◆
je diagonální matice,

✓
1 1
0 0

◆
není diagonální není.

(3)

E1 =
�
1
�
, E2 =

✓
1 0
0 1

◆
, E3 =

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A jsou jednotkové matice.

(4)

02⇥2 =
✓
0 0
0 0

◆
, 02⇥3 =

✓
0 0 0
0 0 0

◆
jsou nulové matice.

(5)
0

@
1 2 3
0 4 0
0 0 5

1

A je horní trojúhelníková matice,

0

@
1 0 0
2 0 0
1 2 1

1

A je dolní trojúhelníková matice.

(6)
0

BB@

1 2 1 2
0 2 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA je matice ve schodovitém tvaru,

0

BB@

1 2 1 2
0 2 1 0
0 0 0 1
0 0 0 6

1

CCA není matice ve schodovitém tvaru.
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(7)
0

BB@

1 0 2 0
0 1 1 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA je matice v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru,

0

BB@

1 0 1 2
0 1 2 0
0 0 0 1
0 0 0 0

1

CCA není matice v GaussovÏ–JordanovÏ tvaru.

(8)
0

BB@

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 4
0 0 5 6

1

CCA je blokovÏ diagonální matice,

0

BB@

1 0 0 0
3 1 2 0
0 0 1 0
0 0 2 3

1

CCA není blokovÏ diagonální matice. ⇤

1.2. Operace s maticemi

1.2.1. SouËet matic a násobek matice

Definice 1.2.1. BuÔte A,B matice typu m ⇥ n nad polem P. SouËet matic A,B je
matice A + B typu m ⇥ n nad polem P taková, æe pro vπechna i 2 {1, 2, . . . ,m},
j 2 {1, 2, . . . , n}

(A+B)ij = Ai
j +Bi

j .

SËítáme tedy jen matice stejného typu. Matice r˘zn˝ch typ˘ nelze sËítat.

Definice 1.2.2. BuÔte A matice typu m⇥ n nad polem P a c 2 P. Potom c-násobek
matice A je matice cA typum⇥n nad polem P taková, æe pro vπechna i 2 {1, 2, . . . ,m},
j 2 {1, 2, . . . , n}

(cA)ij = cAi
j .

Pro c = �1 se matice (�1)A znaËí �A a naz˝vá se opaËná matice k matici A.

P¯íklad. Pro

A =
✓
1 2 3
4 5 6

◆
a B =

✓
�1 0 2
1 �3 7

◆
je

A+B =
✓
1 + (�1) 2 + 0 3 + 2
4 + 1 5 + (�3) 6 + 7

◆
=

✓
0 2 5
5 2 13

◆
,

6A =
✓
6 12 18
24 30 36

◆
, �B =

✓
1 0 �2

�1 3 �7

◆
. ⇤
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CviËení. SpoËtÏte
✓
1 2
3 4

◆
+
✓
2 1
0 �1

◆ ✓
2 1
0 �1

◆
+
✓
1 2
3 4

◆

✓
3 1
0 0

◆
+
✓
1 2
3 4

◆ ✓
0 0

�2 1

◆
+
✓
1 2
3 4

◆

✓
0 �1
0 1

◆
+
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 0

�2 0

◆
+
✓
1 2
3 4

◆

✓
0 0
0 0

◆
+
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 2
3 4

◆
+
✓
�1 �2
�3 �4

◆
. ⇤

Tvrzení 1.2.1. Nechª A,B,C jsou matice stejného typu nad polem P a c, k 2 P. Pak

(1) A+B = B +A,
(2) A+ (B + C) = (A+B) + C,
(3) A+ 0 = A,
(4) A+ (�A) = 0,

(5) 1A = A,
(6) c(A+B) = cA+ cB,
(7) (c+ k)A = cA+ kA,
(8) c(kA) = (ck)A.

D˘kaz. Uvedeme jen d˘kaz bod˘ (2) a (6), ostatní ponecháme jako cviËení.
(2) Máme dokázat, æe matice A+(B+C) se rovná matici (A+B)+C. P¯edpokládejme,

æe A,B,C jsou typu m⇥n. Potom i B+C a A+B jsou typu m⇥n, a tedy i A+(B+C)
a (A+B) + C jsou typu m⇥ n.
Pro kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} prvek v i-tém ¯ádku a j-tém sloupku

matice A+ (B + C) je

(A+ (B + C))ij = (podle definice souËtu matic)

= Ai
j + (B + C)ij = (podle definice souËtu matic)

= Ai
j + (B

i
j + Ci

j) = (díky asociativitÏ sËítání v poli)

= (Ai
j +Bi

j) + Ci
j = (podle definice souËtu matic)

= (A+B)ij + Ci
j = (podle definice souËtu matic)

= ((A+B) + C)ij ,

coæ je prvek v i-tém ¯ádku a j-tém sloupku matice (A+B) + C.
Dokázali jsme, æe matice A+(B+C) a (A+B)+C jsou stejného typu a na stejn˝ch

místech mají stejné prvky.
(6) Máme dokázat, æe matice c(A+B) se rovná matici cA+ cB. P¯edpokládejme, æe

A,B jsou typu m ⇥ n. Potom i A + B, cA a cB jsou typu m ⇥ n, a tedy i c(A + B)
a cA+ cB jsou typu m⇥ n.
Pro kaædé i 2 {1, 2, . . . ,m} a j 2 {1, 2, . . . , n} prvek v i-tém ¯ádku a j-tém sloupku

matice c(A+B) je

(c(A+B))ij = (podle definice c-násobku matice)

= c(A+B)ij = (podle definice souËtu matic)

= c(Ai
j +Bi

j) = (díky distributivnímu zákonu v poli)

= cAi
j + cBi

j = (podle definice c-násobku matice)

= (cA)ij + (cB)
i
j = (podle definice souËtu matic)

= (cA+ cB)ij ,

coæ je prvek v i-tém ¯ádku a j-tém sloupku matice cA+ cB.
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Dokázali jsme, æe matice c(A+B) a cA+cB jsou stejného typu a na stejn˝ch místech
mají stejné prvky. ⇤

Uvedli jsme si, æe ¯ádky a sloupky matice chápeme jako matice. M˘æeme je tedy také
násobit prvky p¯ísluπného pole, m˘æeme sËítat ¯ádky a sËítat sloupky, jsou-li stejného
typu a nad stejn˝m polem.
Následující definici formulujeme pouze pro ¯ádky matice, ale obdobnÏ lze formulovat

pro sloupky, uspo¯ádané n-tice a matice.

Definice 1.2.3. BuÔte Ai1
� , A

i2
� , . . . , A

ik� ¯ádky matice nad polem P, c1, c2, . . . , ck 2 P.
Lineární kombinace ¯ádk˘ Ai1

� , A
i2
� , . . . , A

ik� s koeficienty c1, c2, . . . , ck je ¯ádek

c1A
i1
� + c2A

i2
� + · · ·+ ckA

ik
� =

kX

j=1

cjA
ij
� .

Máme-li prázdnou mnoæinu ¯ádk˘ (tedy, nemáme æádn˝ ¯ádek), jejich lineární kom-
binaci definujeme jako nulov˝ ¯ádek. Takæe, nulov˝ ¯ádek je lineární kombinací ¯ádk˘
z prázdné mnoæiny.

P¯íklad. MÏjme

A =

0

BBBBBB@

3 2 1 0
�1 0 1 �1
0 2 �1 0
1 0 1 0

�1 0 1 2
1 �1 2 1

1

CCCCCCA
, tedy

A1� =
�
3 2 1 0

�

A2� =
�
�1 0 1 �1

�

A3� =
�
0 2 �1 0

�

A4� =
�
1 0 1 0

�

A5� =
�
�1 0 1 2

�

A6� =
�
1 �1 2 1

�
.

Pro A1�, A
3
�, A

6
� a c1 = 2, c2 = �1, c3 = 2 dostaneme

c1A
1
� + c2A

3
� + c3A

6
� =

= 2 ·
�
3 2 1 0

�
+ (�1) ·

�
0 2 �1 0

�
+ 2 ·

�
1 �1 2 1

�
=

=
�
6 4 2 0

�
+

�
0 �2 1 0

�
+
�
2 �2 4 2

�
=

=
�
8 0 7 2

�
. ⇤

1.2.2. SouËin

Definice 1.2.4. BuÔte A matice typu m ⇥ n a B matice typu n ⇥ p nad polem P.
SouËin matic A,B (v tomto po¯adí) je matice A · B (obvykle oznaËovaná jen AB)
typu m⇥ p nad polem P taková, æe pro vπechna i 2 {1, 2, . . . ,m}, j 2 {1, 2, . . . , p}

(AB)ij = Ai
1B
1
j +Ai

2B
2
j + · · ·+Ai

nB
n
j =

nX

k=1

Ai
kB

k
j .

Matice B má tedy tolik ¯ádk˘, kolik má matice A sloupk˘. Prvek matice AB v i-tém
¯ádku a j-tém sloupku získáme tedy tak, æe seËteme souËiny prvk˘ v i-tém ¯ádku matice
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A s odpovídajícími prvky v j-tém sloupku matice B. Tedy

AB =

0

BBB@

A11B
1
1 +A12B

2
1 + · · ·+A1nB

n
1 · · · A11B

1
p +A12B

2
p + · · ·+A1nB

n
p

A21B
1
1 +A22B

2
1 + · · ·+A2nB

n
1 · · · A21B

1
p +A22B

2
p + · · ·+A2nB

n
p

...
...

Am
1 B

1
1 +Am

2 B
2
1 + · · ·+Am

n Bn
1 · · · Am

1 B
1
p +Am

2 B
2
p + · · ·+Am

n Bn
p

1

CCCA
=

=

0

BBB@

A11B
1
� +A12B

2
� + · · ·+A1nB

n
�

A21B
1
� +A22B

2
� + · · ·+A2nB

n
�

...
Am
1 B

1
� +Am

2 B
2
� + · · ·+Am

n Bn
�

1

CCCA
=

=

0

BBB@

A1�B

A2�B
...

Am
� B

1

CCCA
=

=
�
B11A

�
1 +B21A

�
2 + · · ·+Bn

1A
�
n · · · B1pA

�
1 +B2pA

�
2 + · · ·+Bn

pA
�
n

�
=

=
�
AB�

1 AB�
2 · · · AB�

p

�
.

»ili, první ¯ádek matice AB získáme tak, æe vezmeme A11-násobek ¯ádku B
1
� , A

1
2-násobek

¯ádku B2� , . . ., A
1
n-násobek ¯ádku B

n
� a vπechny tyto násobky seËteme. Je to tedy lineární

kombinace ¯ádk˘ matice B s koeficienty z prvního ¯ádku matice A, jin˝mi slovy, souËin
prvního ¯ádku matice A, ¯ádek je matice typu 1⇥ n, a matice B.
ObdobnÏ získáme ostatní ¯ádky matice AB. ObecnÏ, i-t˝ ¯ádek matice AB získáme

tak, æe pro kaædé k 2 {1, 2, . . . , n} prvkem Ai
k vynásobíme k-t˝ ¯ádek matice B a vπechny

tyto násobky seËteme. Takæe i-t˝ ¯ádek matice AB je lineární kombinace ¯ádk˘ matice
B s koeficienty z i-tého ¯ádku matice A, jin˝mi slovy, souËin i-tého ¯ádku matice A,
¯ádek je matice typu 1⇥ n, a matice B.
Analogicky, první sloupek matice AB získáme tak, æe vezmeme B11-násobek sloupku

A�
1, B

2
1-násobek sloupku A�

2, . . ., B
n
1 -násobek sloupku A�

n a vπechny tyto násobky se-
Ëteme. Je to tedy lineární kombinace sloupk˘ matice A s koeficienty z prvního sloupku
matice B, jin˝mi slovy, souËin matice A a prvního sloupku matice B, sloupek je matice
typu n⇥ 1.
ObdobnÏ získáme ostatní sloupky matice AB. ObecnÏ, j-t˝ sloupek matice AB zís-

káme tak, æe pro kaædé k 2 {1, 2, . . . , n} prvkem Bk
j vynásobíme k-t˝ sloupek matice A

a vπechny tyto násobky seËteme. Takæe j-t˝ sloupek matice AB je lineární kombinace
sloupk˘ matice A s koeficienty z j-tého sloupku matice B, jin˝mi slovy, souËin matice
A a j-tého sloupku matice B, sloupek je matice typu n⇥ 1.

Nejsou-li typy matic v uvedeném vztahu (druhá má tolik ¯ádk˘, kolik má první
sloupk˘), nelze je (v daném po¯adí) násobit, p¯ísluπn˝ souËin neexistuje.

P¯íklad. (1) Pro

A =
✓
1 2
3 4

◆
, B =

✓
�1 0
1 2

◆
je
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AB =
✓
1 4
1 8

◆
=

=
✓
1 · (�1) + 2 · 1 1 · 0 + 2 · 2
3 · (�1) + 4 · 1 3 · 0 + 4 · 2

◆
=

=
✓
1 ·

�
�1 0

�
+ 2 ·

�
1 2

�

3 ·
�
�1 0

�
+ 4 ·

�
1 2

�
◆
=

✓�
�1 0

�
+
�
2 4

�
�
�3 0

�
+
�
4 8

�
◆
=

=

0

BB@

�
1 2

�
·
✓
�1 0
1 2

◆

�
3 4

�
·
✓
�1 0
1 2

◆

1

CCA =

=
✓
�1 ·

✓
1
3

◆
+ 1 ·

✓
2
4

◆
0 ·

✓
1
3

◆
+ 2 ·

✓
2
4

◆◆
=

=
✓✓

�1
�3

◆
+
✓
2
4

◆ ✓
0
0

◆
+

✓
4
8

◆◆
=

=
✓✓
1 2
3 4

◆
·
✓
�1
1

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0
2

◆◆
,

BA =
✓
�1 �2
7 10

◆
=

=
✓
(�1) · 1 + 0 · 3 (�1) · 2 + 0 · 4
1 · 1 + 2 · 3 1 · 2 + 2 · 4

◆
=

=
✓
�1 ·

�
1 2

�
+ 0 ·

�
3 4

�

1 ·
�
1 2

�
+ 2 ·

�
3 4

�
◆
=

✓�
�1 �2

�
+

�
0 0

�
�
1 2

�
+
�
6 8

�
◆
=

=

0

BB@

�
�1 0

�
·
✓
1 2
3 4

◆

�
1 2

�
·
✓
1 2
3 4

◆

1

CCA =

=
✓
1 ·

✓
�1
1

◆
+ 3 ·

✓
0
2

◆
2 ·

✓
�1
1

◆
+ 4 ·

✓
0
2

◆◆
=

=
✓✓

�1
1

◆
+
✓
0
6

◆ ✓
�2
2

◆
+
✓
0
8

◆◆
=

=
✓✓

�1 0
1 2

◆
·
✓
1
3

◆ ✓
�1 0
1 2

◆
·
✓
2
4

◆◆
.

(2) Pro

A =
�
1 2

�
, B =

✓
0
3

◆
je

AB =
�
1 · 0 + 2 · 3

�
=

�
6
�
,

BA =
✓
0 · 1 0 · 2
3 · 1 3 · 2

◆
=

✓
0 0
3 6

◆
.

(3) Pro

A =
�
1 2

�
, B =

✓
0 1
1 0

◆
je AB =

�
2 1

�
, BA neexistuje. ⇤

P¯edcházející p¯íklady ukazují, æe souËin matic není komutativní, tedy nemusí platit
AB = BA.
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CviËení. SpoËtÏte
✓
1 2
3 4

◆
·
✓
2 1
0 �1

◆ ✓
2 1
0 �1

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
1 2
3 4

◆
·
✓
1
0

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0
1

◆

�
1 0

�
·
✓
1 2
3 4

◆ �
0 1

�
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
0 0

�2 1

◆
·
✓
1 2
3 4

◆ ✓
3 1
0 0

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
0 �1
0 1

◆
·
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 0

�2 0

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0 �1
0 1

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓
1 0
�2 0

◆

✓
0 0
0 0

◆
·
✓
1 2
3 4

◆ ✓
1 2
3 4

◆
·
✓
0 0
0 0

◆

✓
1 0
2 3

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆ ✓
0 1
2 3

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆

✓
2 3
1 0

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆ ✓
2 3
0 1

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆

0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
1 2
0 3

◆ 0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
0 2
1 3

◆

0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
2 1
3 0

◆ 0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
2 0
3 1

◆

✓
1 0
0 1

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆ ✓
0 1
1 0

◆
·
✓
1 2 3
4 5 6

◆

0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
1 0
0 1

◆ 0

@
1 2
3 4
5 6

1

A ·
✓
0 1
1 0

◆

0

@
1 0 0
2 3 4
5 6 7

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A ·

0

@
1 2 0
3 4 1
5 6 0

1

A

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A ·

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A

0

@
1 2 3
4 5 6
7 8 9

1

A ·

0

@
1 0 0
0 1 0
0 0 1

1

A

0

@
1 2 3
0 4 5
0 0 6

1

A ·

0

@
3 2 1
0 6 5
0 0 4

1

A

0

@
1 0 0
2 3 0
4 5 6

1

A ·

0

@
6 0 0
4 5 0
3 2 1

1

A
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0

@
1 0 0
0 2 3
0 4 5

1

A ·

0

@
5 0 0
0 4 3
0 2 1

1

A

0

@
1 2 0
3 4 0
0 0 5

1

A ·

0

@
5 4 0
3 2 0
0 0 1

1

A

0

BB@

1 0 0 0
0 2 3 4
0 5 6 7
0 8 9 0

1

CCA ·

0

BB@

2 0 0 0
0 3 4 5
0 6 7 8
0 9 0 1

1

CCA

0

BB@

1 2 0 0
3 4 0 0
0 0 5 4
0 0 3 2

1

CCA ·

0

BB@

4 3 0 0
2 1 0 0
0 0 1 4
0 0 2 3

1

CCA

0

BB@

1 0 0 0
0 2 3 0
0 4 5 0
0 0 0 6

1

CCA ·

0

BB@

2 0 0 0
0 3 4 0
0 5 1 0
0 0 0 6

1

CCA

0

BB@

1 0 0 0
0 2 0 0
0 0 3 0
0 0 0 4

1

CCA ·

0

BB@

5 0 0 0
0 6 0 0
0 0 7 0
0 0 0 8

1

CCA

✓
1 2
3 4

◆
·
✓
�2 1
3
2 �12

◆ ✓
�2 1
3
2 �12

◆
·
✓
1 2
3 4

◆

�
0 1

�
·
✓
1
0

◆ ✓
1
0

◆
·
�
0 1

�

✓
0 1
0 0

◆
·
✓
0 1
0 0

◆ ✓
0 1
1 0

◆
·
✓
0 1
1 0

◆
. ⇤


